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Uloha linearniho programovani
Pro dana ¢ € R” tesi linedrni programovani Glohu optimalizovat
(tj. maximalizovat nebo minimalizovat) linedrni dcelovou funkci

f(x)=c-x=cx1+ -+ cpXn
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Linearni programovani

Uloha linearniho programovani
Pro dana ¢ € R” tesi linedrni programovani Glohu optimalizovat
(tj. maximalizovat nebo minimalizovat) linedrni dcelovou funkci

f(x)=c-x=cx1+ -+ cpXn
za danych (linedrnich) omezeni

al-XSbl

ak'XSbk

aky1 X = by

ag~X:bg



Linedrni programovani

Linearni programovani

Lze ukazat, ze kazdou (rozumnou) Glohu linedrniho programovani
Ize prevést na tzv. kanonicky tvar

maximalizovat  f(x) =c-x
za podminek

a1 -x < by

ak - x < by,

kde x = (x1,...,%p), x1 > 0,...,x, > 0.
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Linearni programovani

Lze ukazat, ze kazdou (rozumnou) Glohu linedrniho programovani
Ize prevést na tzv. kanonicky tvar

maximalizovat  f(x) =c-x
za podminek

a1 -x < by

ak - x < by,

kde x = (x1,...,%p), x1 > 0,...,x, > 0.
Prevody:
@ minimalizace ¢ - x — maximalizace (—c) - x
@ nerovnice < rovnice (dopliikovd proménnd, resp. nahrazeni
rovnice dvojici nerovnic)
@ redlnd proménnd x — nezdporné proménné (substituce
x=xT—x",x">0,x" >0).
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Grafické reseni tlohy linedrniho programovani

Uloha linedrniho programovani ma pro 2 proménné graficky
nazorny zplsob reseni, vychazejici z obodobného pristupu jako
v pfipadé vazanych extrému.


http://www.uni-leipzig.de/~wifaor/orschuhr/Simplex/InitOSI.html
http://www.uni-leipzig.de/~wifaor/orschuhr/Simplex/InitOSI.html
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nazorny zplsob reseni, vychazejici z obodobného pristupu jako
v pfipadé vazanych extrému.

V roviné si zndzornime mnozinu, vyhovujici véem omezujicim
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Linedrni programovani

Grafické reseni tlohy linedrniho programovani

Uloha linedrniho programovani ma pro 2 proménné graficky
nazorny zplsob reseni, vychazejici z obodobného pristupu jako
v pfipadé vazanych extrému.

V roviné si zndzornime mnozinu, vyhovujici véem omezujicim
podminkdm a pomoci vrstevnic Géelové funkce najdeme bod(y)
této mnoziny, kde nabyva (celova funkce extrémd.

Podrobnéji ukazeme (spolu s feSenim pomoci tzv. simplexové
metody) s vyuZitim appletu z http://www.uni-leipzig.de/
“wifaor/orschuhr/Simplex/Init0SI.html.


http://www.uni-leipzig.de/~wifaor/orschuhr/Simplex/InitOSI.html
http://www.uni-leipzig.de/~wifaor/orschuhr/Simplex/InitOSI.html
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Standardni Glohu Fesi klasicka Simplexovd metoda (George
Dantzig, 1947).
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Standardni Glohu Fesi klasicka Simplexovd metoda (George
Dantzig, 1947).

Uvodni faze spociva v nalezeni néjakého vrcholu na polytopu
(zobecnéni polyedru na vice dimenzi), ktery je tvofen body
vyhovujicimi podminkam. V dalsich krocich postupuje po hranach
do vrcholli s vyssi hodnotou Gcelové funkce.



Linedrni programovani

Simplexova metoda

Standardni Glohu Fesi klasicka Simplexovd metoda (George
Dantzig, 1947).

Uvodni faze spociva v nalezeni néjakého vrcholu na polytopu
(zobecnéni polyedru na vice dimenzi), ktery je tvofen body
vyhovujicimi podminkam. V dalsich krocich postupuje po hranach
do vrcholli s vyssi hodnotou Gcelové funkce.

Sice je ukazan priklad podminek, kdy simplexovd metoda projde
nesikovné véech 2" vrcholil (jde o priklad zborcené n-rozmérné
krychle), a tedy metoda je v nejhors$im pripadé exponencidlni, ale
v praxi je obvykle pozoruhodné (ispésna (kolem roku 2000 bylo
dokdzano, ze ocekdvany cas béhu na ndhodném vstupu je
polynomialni).



Priklad

Maximalizujte f = 2x — 3y + 4z za podminek

4x -3y +2z<3
x+y+2z<10
2x+y—z<10
x>0,y >0,z>0.

Reseni

Prevedeme Glohu z kanonického do standardniho tvaru — k tomu
staci zavést doplikové proménné u, v, w. Maximalizujeme

4x — 3y +z+u =
X+y +z +v =10
2x+y —z + w =10

—2x + 3y —4z +f=0




Reseni (pokradovani)

Ulohu prepiseme do tzv. simplexové tabulky.

X y z uv w
ul 4 -3 1 1 0 0] 3
v| 1 1 1 01 010
w|i 2 1 -1 0 0 1|10
fl-2 3 -4 0 0 0] O

V poslednim Fadku odpovidajicim acelové funkci najdeme
nékterou zapornou hodnotu (heuristika: nejvétsi v abs.
hodnoté), coz odpovida tomu, Ze se snazime postupovat po hrané
ve sméru proménné odpovidajici pfislusnému sloupci. Krajni vrchol
této hrany najdeme tak, Ze najdeme minimum z podild 3/1,10/1
absolutnich ¢lenti a kladnych koeficienti u proménné, v jejimz
sméru se snaZime postupovat. V nasem pripadé pljde o sloupec
proménné z a eliminovat budeme pomoci 1. fadku (,pivot” je 1).
Tento radek oznacdime stejné jako dotyény sloupec (proménnd
nreide do b3ze)




Linedrni programovani

Regeni (pokracovani)

X Yy z u v w
z| 4 -3 1 1 0 0| 3
vi-3 4 0 -1 1 0| 7
wi 6 -2 0 1 0 1|13

fl14 -9 0 4 0 0]12

Nyni mame jediny zaporny prvek v poslednim ¥adku (sloupec y) a
v ném jediny kladny prvek, proto pivotujeme podle 4 ve 2. radku.




Reseni (dokonceni)

X y z u v w

z[| 01 2 3 0|3
y|-3 1031 0 2
wi 300 1 3 1]%
FI1E 00 7 3 1|3

Nyni jiz mame vSechny prvky v poslednim radku kladné, dosahli

jsme tedy maxima

33 7

prOZ:T,y:Z

aw= % Pavodni proménna x je nyni
nebazickd (x neni uvedeno jako oznaceni zadného radku nebo
ekvivalentné: sloupec x neni eliminovany), coz odpovidd x = 0.

f'

111

4
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Integralni pocet vice proménnych
©000

Pripomenuti: Riemanniv integral

Motivace: vypocet plochy mezi grafem funkce f(x) a osou x na
uzavieném intervalu.

Funkce f : R — R jedné proménné ohranicend na uzavieném
intervalu [a, b]).

flx)




Integralni pocet vice proménnych
0®00

Zvolime déleni D = {x; = a, ..., x, = b} intervalu [a, b] a hledany
integral (tj. plochu pod grafem) aproximujeme sou¢tem

b n—1
/ F)dx = 3 F(E) (i1 — ),
a i=1

kde & € [xi, xi+1] je libovolny. (Souéet ploch obdélniki pod
kFivkou).
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Zvolime déleni D = {x; = a, ..., x, = b} intervalu [a, b] a hledany
integral (tj. plochu pod grafem) aproximujeme sou¢tem

b n—1
/ F)dx = 3 F(E) (i1 — ),
a i=1

kde & € [xi, xi+1] je libovolny. (Souéet ploch obdélniki pod
kFivkou).

Je-li norma déleni (tj. maximum z délek intervall [x;, x;+1]) mald,
pak vySe uvedend suma je velmi blizko zminéné plose (presnéji
pomoci nulové posloupnosti déleni a limit).
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Pripomenuti: Riemanniv integral

Vlastnosti: Mnozina Riemannovsky méfitelnych funkci na
intervalu [a, b] tvofi vektorovy prostor a integrél je na ném linedrni
formou.
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formou.

Aplikace:

@ plocha ohrani¢end grafy 2 funkci fab[f(x) — g(x)]dx,
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Integralni pocet vice proménnych
coeo

Pripomenuti: Riemanniv integral

Vlastnosti: Mnozina Riemannovsky méfitelnych funkci na
intervalu [a, b] tvofi vektorovy prostor a integrél je na ném linedrni
formou.

Aplikace:

@ plocha ohrani¢end grafy 2 funkci fab[f(x) — g(x)]dx,
e délka kfivky zadané parametricky faﬁ VO'(t)? + ¢! (t)3dt,

@ objem rotaéniho télesa Trfb 2(x)dx,

@ povrch plasté rotaéniho télesa 27rf f(x)\/1+ [f(x)]2dx.
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Integraly zavislé na parametru

Jestlize integrujeme podle jedné proménné x funkci n+ 1
proménnych f(x,y1,...,Yyn), potom vysledek bude funkci
F(y1,...,yn) ve zbyvajicich n proménnych.
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Integraly zavislé na parametru

Jestlize integrujeme podle jedné proménné x funkci n+ 1
proménnych f(x,y1,...,Yyn), potom vysledek bude funkci
F(y1,...,yn) ve zbyvajicich n proménnych.

Véta (O zaméné derivace a integrélu)

Pro spojité diferencovatelnou funkci f(x, y1,...,yn) definovanou
pro x z konecného intervalu [, ] a na néjakém okoli bodu
a=|ai,...,an| € E, uvazujme integral

B
F(yi,...,yn) = / f(x,y1,--.,¥n)dx.
(0%
Potom plati pro vsechny indexy j =1,...,n

OF B of
—(a) = —(x, a1,...,an)dx.
Iy ) aayj( 1 )
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Integrace funkci vice proménnych

Obdobné jako v pfipadé jedné proménné muzeme potfebu zavedeni
integralu vice proménnych motivovat vypoc¢tem objemu
trojrozmérného prostoru pod grafem funkce z = f(x, y) dvou
proménnych.

Misto vybéru malych intervald [x;, x;;1] délicich cely interval, pres
ktery integrujeme, a priblizenim pfislusné casti objemu ploSkou
obdélniku s vyskou danou hodnotou funkce f v reprezentantu
tohoto intervalu &;, tj. vyrazem

(&) (Xit1 — xi)
budeme pracovat s délenimi v obou proménnych a hodnotami
reprezentujicimi vysku grafu nad timto obdélnickem v roviné.
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Integrace funkci vice proménnych

Obdobné jako v pfipadé jedné proménné muzeme potfebu zavedeni
integralu vice proménnych motivovat vypoc¢tem objemu
trojrozmérného prostoru pod grafem funkce z = f(x, y) dvou
proménnych.

Misto vybéru malych intervalli [x;, x;+1] délicich cely interval, pres
ktery integrujeme, a priblizenim pfislusné casti objemu ploSkou
obdélniku s vyskou danou hodnotou funkce f v reprezentantu
tohoto intervalu &;, tj. vyrazem

(&) (xi+1 — xi)
budeme pracovat s délenimi v obou proménnych a hodnotami
reprezentujicimi vysku grafu nad timto obdélnickem v roviné.
Co jsou obory integrace?
Nejjednodussim pfistupem je uvazovat pouze obory integrace S,
které jsou dany jako souciny intervali, tj. jsou zadany rozsahem
x €la,blay € [c,d].
Hovorime v této souvislosti o vicerozmérném: intervalu.
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Pokud je S jina ohrani¢ena mnoZina v R?, pracujeme misto ni

s dostate¢né velikou oblasti [a, b] x [c, d], ale upravime nasi funkci
tak, ze f(x,y) = 0 pro véechny body mimo S.

Definice Riemannova integralu vérné sleduje nas postup pro jednu
proménnou.
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Pokud je S jina ohrani¢ena mnoZina v R?, pracujeme misto ni

s dostate¢né velikou oblasti [a, b] x [c, d], ale upravime nasi funkci
tak, ze f(x,y) = 0 pro véechny body mimo S.

Definice Riemannova integralu vérné sleduje nas postup pro jednu
proménnou.

Integral existuje, jestlize pro kazdou volbu posloupnosti déleni =
(nyni ve viech proménnych zdrover) a reprezentantd jednotlivych
krychli¢ek

§i...j € [XisXiq1] X ... x [z}, zi41] CR",

s maximalni velikosti mezi vSemi pouzitymi intervaly jdouci k nule,
budou integralni soucty

Z F(&i.od) (Xit1 — Xi) - (241 — 7).
konvergovat k jedne hodnote, kterou zapisujeme

/f(x,...,z)dx...dz
S
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Pro vSechny spojité funkce f Ize opét dokazat existenci
Riemannova integralu a tento vysledek |ze snadno rozsifit pro

,dostatecné spojité” funkce na , dostatecné rozumnych" oborech
integrace.
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Pro vSechny spojité funkce f Ize opét dokazat existenci
Riemannova integralu a tento vysledek |ze snadno rozsifit pro

,dostatecné spojité” funkce na , dostatecné rozumnych" oborech
integrace.

Omezenou mnozinu S C E, ozna¢ujeme za Riemannovsky
méritelnou, jestlize je jeji charakteristicka funkce, definovana
X(x) =1 pro x € S a x(x) = 0 jinak, Riemannovsky
integrovatelnd.
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Definice Riemannova integralu sice nedava rozumny navod, jak
hodnoty integrali skute¢né vypocist (kromé vyuziti vypocetni
techniky, kdy je pfimé pouziti definice na misté), okamzité ale vede
k zakladnim vlastnostem Riemannova integrélu (srovnejte

s vlastnostmi integralu v jedné proménné):
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Definice Riemannova integralu sice nedava rozumny navod, jak
hodnoty integrali skute¢né vypocist (kromé vyuziti vypocetni
techniky, kdy je pfimé pouziti definice na misté), okamzité ale vede
k zakladnim vlastnostem Riemannova integrélu (srovnejte

s vlastnostmi integralu v jedné proménné):

A

Mnozina Riemannovsky integrovatelnych funkci na vicerozmérném
intervalu S C E, je vektorovym prostorem a Riemanniyv integral je
na ném linedrni formou.

Pokud je obor integrace S zadan jako disjunktni sjednoceni
konecné mnoha Riemannovsky méritelnych obori S;, je integral
funkce f pres S dan souctem integrali pres obory S;.
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Priklad

Vypoctéte dvojny integral

/ xy dxdy
[0,1]x[0,1]

jako limitu integralniho souctu.
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Priklad
Vypoctéte dvojny integral

/ xy dxdy
[0,1]x[0,1]

jako limitu integralniho souctu.

Za nulovou posloupnost déleni uvazime posloupnost (D,)% ;, kde
n-té déleni dostaneme pomoci pfimek x = i/n,y = j/n pro
i,j=1,2,...,n—1, pfi¢emz hodnoty &;; budeme vybirat

z pravych horni rohti délicich ¢tverecka.
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Reseni (dokonceni)

Pak

xy dxdy = lim —— =
/[0,1]><[0,1] n—00 Z n n nn




Integralni pocet vice proménnych
®000

Nasobné integraly

Riemannovsky integrovatelné mnoziny zejména zahrnuji pripady,
kdy Ize S definovat pomoci spojité funkéni zavislosti soufadnic
hrani¢nich bodil tak, ze pro danou prvni souradnici x umime zadat
dvéma funkcemi rozsah dalsi soutadnice y € [p(x), ¥ (x)], poté
rozsah dalsi soufadnice z € [n(x,y),((x, y)] atd. (Zejména tedy

i pfipady, kdy jsou funkce ¢, 1, n, ¢ konstantni.)
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Nasobné integraly

Riemannovsky integrovatelné mnoziny zejména zahrnuji pripady,
kdy Ize S definovat pomoci spojité funkéni zavislosti soufadnic
hrani¢nich bodil tak, ze pro danou prvni souradnici x umime zadat
dvéma funkcemi rozsah dalsi soutadnice y € [p(x), ¥ (x)], poté
rozsah dalsi soufadnice z € [n(x,y),((x, y)] atd. (Zejména tedy

i pfipady, kdy jsou funkce ¢, 1, n, ¢ konstantni.)

V pripadé mnoziny S zadané jako vyse a Riemannovsky
integrovatelné funkce f na S je Riemanniv integral vycislen formuli

/f(x,y,...,z)dx...dz:
S

b Y(x) qESNY
/ / f(x,y,...,z)dz | ...dy | dx
a ©(x) n(xy,---)

v
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PFimym disledkem pro konstatni funkce je:

Véta
Pro vicerozmérny interval S = [a1, b1] X [a2, b2] X ... X [an, bn] @
spojitou funkci f(xi,...,xn) na S je ndsobny integral

/f(xl,...,x,,)dxl...dx,, =
S

:/lb </:2...</anbnf(x1,...,x,,)dx1>...)dx,,

nezavisly na poradi, ve kterém postupné integraci provadime.
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Priklad (nezdvislé meze integrace)

Vypoctéte dvojny integral

/:/ 3(x — 1)? + (y — 2)? + 2 dxdy.
[0,1]x[0,3]
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Priklad (nezdvislé meze integrace)

Vypoctéte dvojny integral

/:/ 3(x — 1)? + (y — 2)? + 2 dxdy.
[0,1]x[0,3]

Reseni

S vyuZitim predchozi véty dostavame

/:/03</013(X—1)2+(y—2)2—|—2dx) dy =

3
:/0 [(x—1)3—|—x(y—2)2—|—2x])1<:0 dy

3
1
2/ (y—2)2+3dy=[g(y—2)3+3y]3=12
0

Stejny vysledek dostaneme i pfi integraci v opacném poradi.
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Priklad (zavislé meze integrace)

Vypoctéte integral
= / xy? dxdy,
S

kde S je plocha v 1. kvadrantu E; ohranicena grafy funkci y = x a

y = x2.
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Priklad (zavislé meze integrace)

Vypoctéte integral
= / xy? dxdy,
S

kde S je plocha v 1. kvadrantu E; ohranicena grafy funkci y = x a

y = x2.

Reseni

Snadno je vidét, Ze grafy se protinaji v bodech [0,0] a [1,1],
pri¢emz pro x € [0,1] je x* < x.
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Priklad (zavislé meze integrace)

Vypoctéte integral
= / xy? dxdy,
S

kde S je plocha v 1. kvadrantu E; ohranicena grafy funkci y = x a

y = x2.

Regeni
Snadno je vidét, Ze grafy se protinaji v bodech [0,0] a [1,1],
pri¢emz pro x € [0,1] je x*> < x. Proto je

1 X 1 1 X
/:/0 </X2 xyzdy> dX:3/0 [xy3]y:X2 dx =

1, 175 X810 1
3/0(X x7) dx 3[5 8]0 40
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Zaména souradnic pri integraci

PFi vypoctu integrali funkci jedné proménné jsme pouzivali
transformace souradnic jako mimoradné silny ndstroj.

Obdobné Ize transformace vyuzivat pro integraly funkci vice
proménnych. Pfipomernme nejdfive, jak je to s transformacemi pro

jednu proménnou:
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Zaména souradnic pri integraci

PFi vypoctu integrali funkci jedné proménné jsme pouzivali
transformace souradnic jako mimoradné silny ndstroj.
Obdobné Ize transformace vyuzivat pro integraly funkci vice
proménnych. Pfipomernme nejdfive, jak je to s transformacemi pro
jednu proménnou:Integrovany vyraz f(x)dx vyjadfuje plochu
obdélni¢ku uréeného (linearizovanym) priristkem proménné x a
hodnotou f(x). Pokud proménnou transformujeme vztahem
x = u(t), vyjadfuje se i linearizovany pfiristek jako
du
dx = Edt
a proto i prislusny prispévek pro integral je vyjadren jako
du
F(u(t) % .
pfi¢emz bud pfedpokladame, Ze znaménko derivace u/(t) je kladné,
nebo dojde k obriaceni mezi integralu, takze ve vysledku se
znaménko neprojevi.
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Intuitivné je postup v n proménnych docela podobny, pouze
musime pouzit znalosti z linearni algebry o objemu
rovnobéznosténd.
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Intuitivné je postup v n proménnych docela podobny, pouze
musime pouzit znalosti z linearni algebry o objemu
rovnobéznosténd.

Véta

Necht G(ty,...,tn) : En — Ep, [x1,..., %] = G(t1, ..., tn), je
spojité diferencovatelné zobrazeni, T a S = G(T) jsou
Riemannovsky méritelné mnozZiny a f : S — R spojitad funkce.
Potom plati

/f(xl,...,x,,)dxl...x,, =
S

/f(G(tl,...,t,,))|det(D1G(t1,...,t,,))\dtl...dtn.
:

Podrobny formalni diikaz nebudeme uvadét, je vsak primocarou
realizaci vySe uvedené Gvahy ve spojeni s definici Riemannova
integralu.
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Abychom si priblizili obsah tvrzeni posledni véty, uvedeme jeho
specialni pfipad pro integral funkce f(x,y) ve dvou proménnych a
transformaci

G(s,t) = (g(s,t), h(s, t)).

Dostavame

dgdh  Ogoh

/G(T) f(va)dxdyz/Tf(g(s, t), h(s, t)) 92t 91 Oe dsdt.
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Abychom si priblizili obsah tvrzeni posledni véty, uvedeme jeho
specialni pfipad pro integral funkce f(x,y) ve dvou proménnych a

transformaci

G(s,t) = (g(s,t), h(s, t)).
Dostavame

_ 0goh Ogoh
/G(T) f(va)dxdy—/Tf(g(s, £):h(s, 1) |52 52 — 52 5| 9sdt:

Konkrétné: spoctéme integral z charakteristické funkce kruznice o
poloméru R (tj. jeji plochu) definovanou v poldrnich soufadnicich.



00®@00000
Abychom si priblizili obsah tvrzeni posledni véty, uvedeme jeho
specialni pfipad pro integral funkce f(x,y) ve dvou proménnych a
transformaci

G(s,t) = (g(s,t), h(s, t)).

Dostavame

_ Og 0h _ 0g Oh
[y iy = [ riats. .m0, 00 |50 - 25

Konkrétné: spoctéme integral z charakteristické funkce kruznice o
poloméru R (tj. jeji plochu) definovanou v poldrnich soufadnicich.
Nejprve spocitdme Jacobiho matici transformace x = r cos ¢,

y =rsinp

dsdt.

Dl - <c9s<p —rsm«p)I
sing  rcosyp

Proto je determinant z této matice roven

det D'G(r, @) = r(sin® ¢ + cos® ) = r.
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MUizeme tedy pfimo poditat pro kruznici S o poloméru R, ktera je
obrazem obdélniku (r,¢) € [0, R] x [0,27] = T:

2r (R R
/dxdy:/ / rdrdgpz/ 2rr dr = TR
S o Jo 0
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Priklad (vyuziti polarnich soufadnic)

Zjednoduste dvojny integral

/:/ f(v/x2 + y?) dxdy
x24y2<1

na jednoduchy prechodem k polarnim souradnicim.
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Priklad (vyuziti polarnich soufadnic)

Zjednoduste dvojny integral
/:/ f(v/x2 + y?) dxdy
x24y2<1

na jednoduchy prechodem k polarnim souradnicim.

Reseni
Z predchoziho vime, Ze pfi transformaci x = rcosp, y = rsinp je
determinant Jacobiho matice roven r. Proto

[ ([0 s) -
:/()lf(r)-r</027r d(p) dr:27r/01f(r)-rdr.
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Casté transformace spouradnic v E3

Valcové souradnice Zobrazeni
G :A{[r,p,z];r>0,0 €[0,27],z € R} — E3 je dano predpisem

X =1rcosp, y=rsing z =z,
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Casté transformace spouradnic v E3

Valcové souradnice Zobrazeni
G :A{[r,p,z];r>0,0 €[0,27],z € R} — E3 je dano predpisem

X =1rcosp, y=rsing z =z,

a tedy
cosp —rsingp 0
DG = [sing rcosp 0
0 1



Integralni pocet vice proménnych
00000®00

Casté transformace spouradnic v E3

Valcové souradnice Zobrazeni
G :A{[r,p,z];r>0,0 €[0,27],z € R} — E3 je dano predpisem

X =1rcosp, y=rsing z =z,

a tedy
cosp —rsingp 0
DG = [sing rcosp 0
0 1

Proto je det D'G = r.
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Casté transformace spouradnic v E3

Sférické souradnice Zobrazeni
G:{[r,0,¢];r>0,0€[0,7],¢ € [0,27]} — E3 je dano predpisem

x =rsinfcosyp, y = rsinfsiny, z=rcosb,
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Casté transformace spouradnic v E3

Sférické souradnice Zobrazeni
G:{[r,0,¢];r>0,0€[0,7],¢ € [0,27]} — E3 je dano predpisem

x =rsinfcosyp, y = rsinfsiny, z=rcosb,
a tedy

sinfcosyp rcosfsing —rsinfsingp
DG = | sinfsing rcosfsing rsinfcosy
cosf —rsinf 0
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Casté transformace spouradnic v E3

Sférické souradnice Zobrazeni
G:{[r,0,¢];r>0,0€[0,7],¢ € [0,27]} — E3 je dano predpisem

x =rsinfcosyp, y = rsinfsiny, z=rcosb,
a tedy

sinfcosyp rcosfsing —rsinfsingp
DG = | sinfsing rcosfsing rsinfcosy
cosf —rsinf 0

Proto je

det DG = r?sin®@sin? ¢ + r? cos? f'sin A cos? o+
+ r? cos? fsin sin® o 4 rsin® 0 cos® p =

=r?sin30 + r’cos?fsinf = r’sinf.
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s
Priklad

Vypoctéte integral

I:/ x2 + y? + z2 dx dy dz,
14

kde mnoZina V je vymezena plochou x> + y? + z° = z.
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Priklad

Vypoctéte integral

I:/ VX% + y? + 22 dx dy dz,
14

kde mnoZina V je vymezena plochou x> + y? + z° = z.

Regeni
Transformaci do sférickych soufadnic dostavame (grafem plochy je
koule se stfedem v [0,0,1/2] a polomérem 1/2) — promyslete meze!

2r  pm/2  pcosf
I:/ / / r-r’sinfdrdddy =
o Jo 0
™

.:10.
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