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Integralni pocet vice proménnych

Plan prednasky

@ Integralni polet vice proménnych
@ Zaména souradnic pfi integraci
o Neéktera vyuZiti integrall vice proménnych ve fyzice



Integralni pocet vice proménnych
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Zaména souradnic pri integraci

PFi vypoctu integrali funkci jedné proménné jsme pouzivali
transformace souradnic jako mimoradné silny ndstroj.

Obdobné Ize transformace vyuzivat pro integraly funkci vice
proménnych. Pfipomernme nejdfive, jak je to s transformacemi pro

jednu proménnou:
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Zaména souradnic pri integraci

PFi vypoctu integrali funkci jedné proménné jsme pouzivali
transformace souradnic jako mimoradné silny ndstroj.
Obdobné Ize transformace vyuzivat pro integraly funkci vice
proménnych. Pfipomernme nejdfive, jak je to s transformacemi pro
jednu proménnou:Integrovany vyraz f(x)dx vyjadfuje plochu
obdélni¢ku uréeného (linearizovanym) priristkem proménné x a
hodnotou f(x). Pokud proménnou transformujeme vztahem
x = u(t), vyjadfuje se i linearizovany pfiristek jako
du
dx = Edt
a proto i prislusny prispévek pro integral je vyjadren jako
du
F(u(t) % .
pfi¢emz bud pfedpokladame, Ze znaménko derivace u/(t) je kladné,
nebo dojde k obriaceni mezi integralu, takze ve vysledku se
znaménko neprojevi.
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Intuitivné je postup v n proménnych docela podobny, pouze
musime pouzit znalosti z linearni algebry o objemu
rovnobéznosténdl.
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Intuitivné je postup v n proménnych docela podobny, pouze
musime pouzit znalosti z linearni algebry o objemu
rovnobéznosténdl.

Necht G(ty,...,tn) : En — Ep, [x1,..., %] = G(t1, ..., tn), je
spojité diferencovatelné zobrazeni, T a S = G(T) jsou
Riemannovsky méritelné mnozZiny a f : S — R spojitad funkce.
Potom plati

/f(xl,...,x,,)dxl...x,, =
S

/f(G(tl,...,t,,))|det(D1G(t1,...,t,,))\dtl...dtn.
:

Podrobny formalni diikaz nebudeme uvadét, je vsak primocarou
realizaci vySe uvedené Gvahy ve spojeni s definici Riemannova
integralu.
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Abychom si priblizili obsah tvrzeni posledni véty, uvedeme jeho
specialni pfipad pro integral funkce f(x,y) ve dvou proménnych a
transformaci

G(s,t) = (g(s,t), h(s, t)).

Dostavame

dgdh Ogoh

/G(T) f(va)dxdyz/Tf(g(s, t), h(s, t)) 92t D1 Oe dsdt.
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Abychom si priblizili obsah tvrzeni posledni véty, uvedeme jeho
specialni pfipad pro integral funkce f(x,y) ve dvou proménnych a
transformaci

G(s,t) = (g(s,t), h(s, t)).

Dostavame

_ Og 0h _ 0g Oh
[y iy = [ riats. .m0 |50 - 505

Konkrétné: spoctéme integral z charakteristické funkce kruznice o
poloméru R (tj. jeji plochu) definovanou v poldrnich soufadnicich.

dsdt.
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Abychom si priblizili obsah tvrzeni posledni véty, uvedeme jeho
specialni pfipad pro integral funkce f(x,y) ve dvou proménnych a

transformaci

G(s,t) = (g(s,t), h(s, t)).
Dostavame

_ 0godh Ogoh
/G(T) f(va)dxdy—/Tf(g(s, £):h(s, 1) |52 52 — 52 g | 9sdt:

Konkrétné: spoctéme integral z charakteristické funkce kruznice o
poloméru R (tj. jeji plochu) definovanou v poldrnich soufadnicich.
Nejprve spocitdme Jacobiho matici transformace x = r cos ¢,

y =rsinp
cos —rsin
DG = ( o2 ‘P> .
singp  rcosy
Proto je determinant z této matice roven

det D'G(r, ) = r(sin® ¢ + cos® ) = r.
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MUizeme tedy pfimo poditat pro kruznici S o poloméru R, ktera je
obrazem obdélniku (r,¢) € [0, R] x [0,27] = T:

2r R R
/dxdy:/ / rdrdgpz/ 2rr dr = TR
S o Jo 0
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Priklad (vyuziti polarnich soufadnic)

Zjednoduste dvojny integral
/:/ f(v/x2 + y?) dxdy
x24y2<1

na jednoduchy prechodem k polarnim souradnicim.
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Priklad (vyuziti polarnich soufadnic)

Zjednoduste dvojny integral
/:/ f(v/x2 + y?) dxdy
x24y2<1

na jednoduchy prechodem k polarnim souradnicim.

Reseni
Z predchoziho vime, Ze pfi transformaci x = rcosp, y = rsinp je
determinant Jacobiho matice roven r. Proto

[ ([0 s) -
:/()lf(r)-r</027r d(p) dr:27r/01f(r)-rdr.
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Casté transformace souradnic v E3

Valcové souradnice Zobrazeni
G :A{[r,p,z];r>0,0€0,27),z € R} — E;3 je ddno predpisem

X="rcosy, y =rsing, z=2z,
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Casté transformace souradnic v E3

Valcové souradnice Zobrazeni
G :A{[r,p,z];r>0,0€0,27),z € R} — E;3 je ddno predpisem

X="rcosy, y =rsing, z=2z,
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Valcové souradnice Zobrazeni
G :{[r,p,z];r>0,p €0,27),z € R} — E3 je dano predpisem

X=1rcosyp, y=rsiny, z=2z,

(r= VX2 +yitgo = §72=2>,
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Valcové souradnice Zobrazeni
G :{[r,p,z];r>0,p €0,27),z € R} — E3 je dano predpisem

X=1rcosyp, y=rsiny, z=2z,

(r= VX2 +yitgo = §72=2>,

a tedy
cosp —rsing 0
D'G=|(sing rcosp O
0 1



Integralni pocet vice proménnych

000000e00000

Valcové souradnice Zobrazeni
G :{[r,p,z];r>0,p €0,27),z € R} — E3 je dano predpisem

X=1rcosyp, y=rsiny, z=2z,

(r= VX2 +yitgo = %,z:z>,

a tedy
cosp —rsing 0
D'G=|(sing rcosp O
0 1

Proto je det D'G = r.
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Casté transformace souradnic v E3

Sférické souradnice Zobrazeni
G:{[r,0,¢];r>0,0 €]0,7],p €[0,27)} — E3 je ddno
predpisem

x =rsinfcosyp, y = rsinfsiny, z=rcosb,
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Casté transformace souradnic v E3

Sférické souradnice Zobrazeni
G:{[r,0,¢];r>0,0 €]0,7],p €[0,27)} — E3 je ddno
predpisem

x =rsinfcosyp, y = rsinfsiny, z=rcosb,
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Sférické soufadnice Zobrazeni
G:{[r,0,¢];r>0,0€0,7],¢ € [0,27)} — E3 je dino
predpisem

x =rsinfcosyp, y = rsinfsiny, z=rcosb,

<r:\/x2+y2+227tg90:y7C°59: 2 >’
X VX2 4+ x? 4 22

a tedy

sinfcosy rcosfsing —rsinfsinyp
DG = [ sinfising rcosfsing rsinfcosyp
cosd —rsind 0
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Sférické souradnice Zobrazeni

G:{[r,0,¢];r>0,0€0,7],¢ € [0,27)} — E3 je dino
predpisem

x =rsinfcosyp, y = rsinfsiny, z=rcosb,

<r: x2+y2+z2,tg<ﬂ=X7C059= 2 >’
X VX2 4+ x? 4 22
a tedy

sinfcosy rcosfsing —rsinfsinyp
DG = [ sinfising rcosfsing rsinfcosyp
cosd —rsind 0

Proto je

det D'G = r?sin®@sin® ¢ 4 r? cos? fsin f cos® o+
+ r? cos? fsin sin® o 4 r?sin® 0 cos® p =

= r?sin30 + r’cos? Osinf = r’siné.
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Vypoctéte objem koule o poloméru R.
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Vypoctéte objem koule o poloméru R.

Reseni

Koule B(R) o poloméru R je dana ve sférickych soufadnicich
(r,0, ) jednoduchou podminkou r < R. Je tedy obrazem intervalu
U =10,R] x [0, 7] x [0,27), pfi¢emz vime, Ze objemovy element
(tj. determinant jakobidnu transformaéniho zobrazeni) je roven
r?sin 6. Proto je objem koule roven
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Vypoctéte objem koule o poloméru R.

Redeni

Koule B(R) o poloméru R je dana ve sférickych soufadnicich
(r,0, ) jednoduchou podminkou r < R. Je tedy obrazem intervalu
U =10,R] x [0, 7] x [0,27), pfi¢emz vime, Ze objemovy element
(tj. determinant jakobidnu transformaéniho zobrazeni) je roven
r?sin 6. Proto je objem koule roven

/1dxdydz:/r25in9drdc9d<p:
B U

R T 27 4
:/ dr/ d9/ r’sinfdy = —R3.
0 0 0 3
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Priklad

Vypoctéte integral

I:/ VX% + y? + 22 dx dy dz,
v

kde mnoZina V je vymezena plochou x> + y? + z° = z.
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Priklad

Vypoctéte integral

I:/ VX% + y? + 22 dx dy dz,
v

kde mnoZina V je vymezena plochou x> + y? + z° = z.

Regeni
Transformaci do sférickych soufadnic dostavame (grafem plochy je
koule se stfedem v [0,0,1/2] a polomérem 1/2) — promyslete meze!

2r  pm/2  pcosf
I:/ / / r-r’sinfdrdddy =
o Jo 0
™

.:10.
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Urcovani mezi integrace

Castym obtiZznym Gkolem je pFi integraci v E3 urlovani
intergaCnich mezi. V tom ndm mize pomoci:

@ prostorova predstavivost
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Urcovani mezi integrace

Castym obtiZznym Gkolem je pFi integraci v E3 urlovani
intergaCnich mezi. V tom ndm mize pomoci:
@ prostorova predstavivost

@ u symetrickych objektli omezeni pouze na vypocet v Casti
objektu
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Urcovani mezi integrace

Castym obtiznym (kolem je pfi integraci v E3 uréovani
intergaCnich mezi. V tom ndm mize pomoci:
@ prostorova predstavivost
@ u symetrickych objektli omezeni pouze na vypocet v Casti
objektu
@ zakresleni fezu objektu vhodnymi rovinami (&asto
x =0,y = 0 nebo z = 0, pfipadné vyuziti SW pro vykresleni
prostorového grafu.
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Vyuziti ve fyzice

Hmotnost télesa
Téleso o objemu V a hustoté v bodé [x, y, z] dané funkci p(x, y, z)
ma hmotnost danou vztahem

M:/ p dxdydz.
v
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Vyuziti ve fyzice

Hmotnost télesa
Téleso o objemu V a hustoté v bodé [x, y, z] dané funkci p(x, y, z)
ma hmotnost danou vztahem

M:/ p dxdydz.
v

vvey

vvry

1 1 1
X0 = /V xp dxdydz, yo = /V ypdxdydz, z0 = ) /V zp dxdydz.
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Vyuziti ve fyzice — pokr.

Moment setrvacnosti
Momentem setrvacnosti télesa vzhledem k dané ose £ je

Iy = / pr® dx dy dz,
v

kde r je funkce zavislosti bodu [x,y, z] od osy /.
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Vyuziti ve fyzice — pokr.

Moment setrvacnosti
Momentem setrvacnosti télesa vzhledem k dané ose £ je

Iy = / pr® dx dy dz,
v

kde r je funkce zavislosti bodu [x,y, z] od osy /.

hustota v bodé [x, y] pfimo imérna vzdalenosti od bodu [a, 0].
— a —
[xT = —2,y7 =0]
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Vyuziti ve fyzice — pokr.

Moment setrvacnosti
Momentem setrvacnosti télesa vzhledem k dané ose £ je

Iy = / pr® dx dy dz,
v

kde r je funkce zavislosti bodu [x, y, z] od osy /.

hustota v bodé [x, y] pfimo imérna vzdalenosti od bodu [a, 0].
— a —
[xT = —2,y7 =0]

Vypoététe moment setrvaénosti homogenniho valce x? + y? < a° o
hustoté pg vzhledem k ose tvorené primkou x = y = z.

4 (#+ 3#7)]




Numericka integrace

Plan prednasky

© Numericka integrace
@ Numerické derivovani
@ Numerickd kvadratura



Numericka integrace

Interpolace a aproximace — opakovani

Interpolace — stanoveni formule pro funkci, kterou mame zadanu
v bodech xg, ..., x,. Formule musi v téchto bodech dodrzet danou

funkéni hodnotu (napf. interpolaéni polynom stupné n). Mimo
interval — extrapolace.



Numericka integrace

Interpolace a aproximace — opakovani

Interpolace — stanoveni formule pro funkci, kterou mame zadanu

v bodech xg, ..., x,. Formule musi v téchto bodech dodrzet danou
funkéni hodnotu (napf. interpolaéni polynom stupné n). Mimo
interval — extrapolace.

Aproximace — stanoveni formule pro funkci, kterou mame zadanu
v bodech X, ..., x,. Formule ma obvykle méné ,stupnil volnosti*
nez n, proto danou funkéni hodnotu obvykle nejde dodrzet.
SnaZime se najit nejlepsi moznou aproximaci podle pfedem daného
kritéria (napf. metoda nejmensich Etverct).



Numericka integrace
Polynomialni interpolace

Lagrangelv interpolac¢ni polynom

f(x) = yolo(x) + y1l1(x) + - - - + yaln(x),

Hj;éi(x - Xj)
Hj;éi(xf — ;)

kde
li(x) =
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Polynomialni interpolace

Lagrangelv interpolac¢ni polynom

f(x) = yolo(x) + y1l1(x) + - - - + yaln(x),

Hj;éi(x - Xj)
Hj;éi(xf )
Hermiteliv interpolacni polynom — kromé funkcnich hodnot
zndme v danych bodech i hodnotu derivace.

kde
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Polynomialni interpolace

Lagrangelv interpolac¢ni polynom

f(x) = yolo(x) + y1l1(x) + - - - + yaln(x),

Hj;éi(x - Xj)

Hj;éi(xf — ;)

Hermiteliv interpolacni polynom — kromé funkcnich hodnot
zndme v danych bodech i hodnotu derivace.

Interpolace (kubickymi) splajny — intepolace po ¢astech
kubickymi polynomy, pricemz v uzlovych bodech poZadujeme
rovnost 1. a 2. derivaci sousednich polynom.

kde
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Polynomialni interpolace

Lagrangelv interpolac¢ni polynom
f(x) = yolo(x) + y1l1(x) 4 - - - + yaln(x),

Hj;éi(x - Xj)

Hj;éi(xf — ;)

Hermiteliv interpolacni polynom — kromé funkcnich hodnot
zndme v danych bodech i hodnotu derivace.

Interpolace (kubickymi) splajny — intepolace po ¢astech
kubickymi polynomy, pricemz v uzlovych bodech poZadujeme
rovnost 1. a 2. derivaci sousednich polynom.
Trigonometricka interpolace — interpola¢ni polynom

kde

A , o
Qn(x) = 70 + Z (Aj cos jx + Bjsin jx),
j=1
jehoz koeficienty obvykle pocitdme pomoci rychlé Fourierovy
transformace — FFT
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Aproximace metodou nejmensich Ctvercli

Slouzi k rekonstrukci funkce f z hodnot fy, ..., f, naméfenych v
uzlovych bodech ag, ..., a, . Tuto rekonstrukci hleddme vzhledem
k danému modelu — dané posloupnosti funkci (obecné vice
proménnych) go(x), ..., &m(x),... — ve tvaru

ym(x) = cigi(x).
j=0

Cilem je pfi tom minimalizovat ,soucet ¢tverca”

n

S (f — ym(ai)?.

i=0
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Aproximace metodou nejmensich Ctvercli

Aplikace — linedrni (multilinearni) regrese ve statistice
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Aproximace metodou nejmensich Ctvercli

Aplikace — linedrni (multilinearni) regrese ve statistice
Typy modeli:

@ gi(x) — obecny polynom stupné j
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Aproximace metodou nejmensich Ctvercli

Aplikace — linedrni (multilinearni) regrese ve statistice
Typy modeli:
@ gi(x) — obecny polynom stupné j

@ gj(x) — ortogonalni polynomy na dané mnoziné bodi
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Aproximace metodou nejmensich Ctvercli

Aplikace — linedrni (multilinearni) regrese ve statistice
Typy modeli:

@ gi(x) — obecny polynom stupné j

@ gj(x) — ortogonalni polynomy na dané mnoziné bodi

@ gj(x) — trigonometricky polynom
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Aproximace metodou nejmensich Ctvercli

10
9_
s y=137x+107
7 R?=091
6_
> 5
4
3,
2,
4
RS d1
0
0 - 4 6
X
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Numerické derivovani

Uvedeno pouze pro tplnost, metody velmi jednoduché, zalozené na
definici derivace. Casto davaji velmi neptesny vysledek. Uvedeme
zde pouze pro pripad funkci jedné proménné, ve vice proménnych
pocitame parcialni derivace analogicky.
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Numerické derivovani

Uvedeno pouze pro tplnost, metody velmi jednoduché, zalozené na
definici derivace. Casto davaji velmi neptesny vysledek. Uvedeme
zde pouze pro pripad funkci jedné proménné, ve vice proménnych
pocitame parcialni derivace analogicky.

Pro vypocet odhadu k-té derivace funkce v daném bodé€, zname-li
hodnoty této funkce v nékolika bodech, Ize vyuZit interpolaci této
funkce, napt. Lagrangeilv interpolaéni polynom.
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Numerické derivovani

V praxi se ¢asto pouzivaji jednoduché nékolikabodové vzorce pro
odhad derivace:
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Numerické derivovani

V praxi se ¢asto pouzivaji jednoduché nékolikabodové vzorce pro
odhad derivace:

Fi(x) ~ Z(F(x + h) = £(x),

> =
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Numerické derivovani

V praxi se ¢asto pouzivaji jednoduché nékolikabodové vzorce pro
odhad derivace:

Fi(x) ~ Z(F(x + h) = £(x),

> =

f'(x) ~ = (f(x+ h) — f(x — h)),

S
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Numerické derivovani

V praxi se ¢asto pouzivaji jednoduché nékolikabodové vzorce pro
odhad derivace:

Fi(x) ~ Z(F(x + h) = £(x),

> =

f'(x) ~ = (f(x+ h) — f(x — h)),

S

nebo pétibodovy vzorec

1

/ ~
PO~ 14

(—F(x + 2h) + 8 (x + h) — 8F (x — h) + f(x — 2h)).
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Numericka integrace (kvadratura)

Numetricka integrace nachazi uplatnéni zejména v nasledujicich
pripadech:

@ integrovanou funkci nezndme pfimo, zname jen jeji hodnoty v
nékterych bodech (napf. z méfeni)



Numericka integrace
[ Jelelololelele]

Numericka integrace (kvadratura)

Numetricka integrace nachazi uplatnéni zejména v nasledujicich
pripadech:
@ integrovanou funkci nezndme pfimo, zname jen jeji hodnoty v
nékterych bodech (napf. z méfeni)
@ integrovana funkce je znama, ale jeji primitivni funkci
(antiderivaci) je obtizné (¢i dokonce nemozné) vyjadrit
jakozto elementarni funkci.
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Numericka kvadratura

PFimo z definice Riemannova integralu — snaha odhadnout plochu
pod kfivkou, objem ,,pod plochou” apod. Podobné jako u
derivovani i zde mlizeme vyuZit interpolacni polynomy.
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Numericka kvadratura

PFimo z definice Riemannova integralu — snaha odhadnout plochu
pod kfivkou, objem ,,pod plochou” apod. Podobné jako u
derivovani i zde mlizeme vyuZit interpolacni polynomy.
Newton-Cotesovy vzorce

Interval [a, b] , nad kterym integrujeme, rozdélime na n stejnych
Casti (délky h) tak, ze v krajnich bodech téchto ¢asti zname
hodnotu integrované funkce. Podle toho, jestli uvazujeme i
hodnoty v krajnich bodech a a b intervalu, rozliSujeme
Newton-Cotesovy formule na uzavrené a otevrené.

Pak , .
/ f(x)dx ~ Zwif(x;),
e i=0

w; jsou vahy (uzavfeny tvar).
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Vahy snadno odvodime napf. pomoci Lagrangeovy interpolace.

/abf(x)dm/abL(x)dx:
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obdélnikové pravidlo (oteviend Newton-Cotesova formule) —
interpolace konstatni funkci

/ff(x)dx%(b—a)f(a—;b).

y
A

v

)

=1
=
x>




lichobéznikové pravidlo (uzaviend Newton-Cotesova formule) —
interpolace linearni funkci




00000e00
Simpsonovo pravidlo (uzaviend Newton-Cotesova formule) —
interpolace kvadratickou funkci

/abf(x)dxz bga [f(a)+4f<a;b> +f(b)}

A
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Pomoci lichobéznikového, resp. Simpsonova pravidla vypoctéte

/2
| = / sin x dx.
0
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Priklad

Pomoci lichobéznikového, resp. Simpsonova pravidla vypoctéte

/2
| = / sin x dx.
0

@ lichobé&znikové pravidlo: / ~ 75 - % ~ 0.785
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Priklad

Pomoci lichobéznikového, resp. Simpsonova pravidla vypoctéte

/2
| = / sin x dx.
0

Reseni

@ lichobéznikové pravidlo: /

@ Simpsonovo pravidlo: /
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Metody Monte Carlo

Obvykle pouzivané u vicerozmérnych integralil, kde je ¢asto
vyrazné presnéjsi a efektivnéjsi nez nasobné pouziti metod na
numerickou integraci jednorozmérnych integrald.
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Metody Monte Carlo

Obvykle pouzivané u vicerozmérnych integralil, kde je ¢asto
vyrazné presnéjsi a efektivnéjsi nez nasobné pouziti metod na
numerickou integraci jednorozmérnych integrald.

Princip — vypocet objemu télesa V uvnitf jednotkové krychle:

@ vygenerujeme nahodny bod uvnitf jednotkové krychle
@ zjistime, zda lezi uvnitf télesa
@ opakujeme

Podil objemu télesa a krychle je pak aproximovan relativni ¢etnosti
jevu, Ze nahodny bod lezi uvnitf télesa.
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Metody Monte Carlo

Integral fab f(x) dx tak aproximujeme pomoci vybéru ndhodnych n
bodi x; z intervalu [a, b], ve kterych ur¢ime funkéni hodnoty.
Pak
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Metody Monte Carlo

Integral fab f(x) dx tak aproximujeme pomoci vybéru ndhodnych n
bodi x; z intervalu [a, b], ve kterych ur¢ime funkéni hodnoty.

Pak ) .
/ F(x) dx ~ b; 23" #(x).
a i=1
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