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Eulerovské grafy a hamiltonovské kruznice

Grafy jednim tahem

Jisté se kazdy setkal s détskou hrickou
Nakresli obrazek jednim tahem.

V feci grafti to znamend najdéte sled, ktery projde vsechny hrany
pravé jednou a kaZdy vrchol alesporni jednou.
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Grafy jednim tahem

Jisté se kazdy setkal s détskou hrickou
Nakresli obrazek jednim tahem.

V feci grafti to znamend najdéte sled, ktery projde vsechny hrany
pravé jednou a kaZdy vrchol alesporni jednou.

Sled, ktery prochazi pravé jednou véemi hranami a zacind a kondci
v jednom vrcholu, se nazyva uzavieny eulerovsky tah.

Grafiim, které takovy sled pfipousti fikime eulerovské.

Hovorime rovnéz o (neuzavieném) eulerovském tahu, kde
vypoustime pozadavek na stejny vychozi a cilovy vrchol.




Eulerovské grafy a hamiltonovské kruznice

Terminologie odkazuje na klasicky pribéh o sedmi mostech ve
mésté Kralovec (Konigsberg, tj. Kaliningrad), které se mély projit
na prochazce kazdy pravé jednou a ditkaz nemoznosti takové
prochazky od Leonharda Eulera z roku 1736.
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Terminologie odkazuje na klasicky pribéh o sedmi mostech ve
mésté Kralovec (Konigsberg, tj. Kaliningrad), které se mély projit
na prochazce kazdy pravé jednou a ditkaz nemoznosti takové
prochazky od Leonharda Eulera z roku 1736.

Situace je zndzornéna na obrazku. Nalevo dobova mapa, napravo
odpovidajici (multi)graf. Vrcholy tohoto grafu odpovidaji ,souvislé
pevniné”, hrany mostim.
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Kupodivu je obecné feseni takového problému dosti snadné, jak
ukazuje nasledujici véta. Samozfejmé také ukazuje, Ze se Euler
zamyslenym zplsobem prochazet nemohl.
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Kupodivu je obecné feseni takového problému dosti snadné, jak
ukazuje nasledujici véta. Samozfejmé také ukazuje, Ze se Euler
zamyslenym zplsobem prochazet nemohl.

Graf G je eulerovsky tehdy a jen tehdy, kdyZ je souvisly a vsechny
vrcholy v G maji sudy stuperi.

Podminka je zrejmé nutna.
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maximalni mozné délky. U
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Kupodivu je obecné feseni takového problému dosti snadné, jak
ukazuje nasledujici véta. Samozfejmé také ukazuje, Ze se Euler
zamyslenym zplsobem prochazet nemohl.

Graf G je eulerovsky tehdy a jen tehdy, kdyZ je souvisly a vsechny
vrcholy v G maji sudy stuperi.

Podminka je zrejmé nutna.
Dostatecnost podminky se ukdze sporem uvazenim tahu v G
maximalni mozné délky. U

Disledek

Graf Ize nakreslit jednim tahem pravé tehdy, kdyZz ma vsechny
stupné vrcholii sudé nebo kdyz existuji pravé dva vrcholy se
stupném lichym.
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Priklad
@ Urcete nejmensi pocet mostil, které je treba v Kralovci
pristavét, aby byl graf eulerovsky.
@ Jaka je situace v Kaliningradu nyni (od dob Eulerovych
doznalo zejména plisobenim valek mésto mnoho zmén)? Byl
by dnes schopen Euler svoji prochazku realizovat?
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Eulerovské orientované grafy

Definice

Orientovany graf (V, E) nazveme eulerovsky, jestlize v ném
existuje uzavreny orientovany tah, ktery obsahuje kazdou hranu
pravé jednou a kazdy vrchol aspon jednou.

Orientované eulerovské grafy lze rovnéz velmi dobre
charakterizovat. K tomu ovisem potiebujeme nékteré nové pojmy.

Definice

Orientovany graf nazveme vyvaZeny, jestlize pro kazdy jeho vrchol
v plati deg , (v) = deg_(v).

Symetrizaci orientovaného grafu (V, E) nazyvame neorientovany
graf (V,E), kde

E = {{x,y};(x,y) € Enebo (y,x) € E}.
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Orientovany graf G je eulerovsky pravé kdyz je vyvdZeny a jeho
symetrizace je souvisly graf (tj. graf G je slabé souvisly).

Analogicky jako v neorientovaném pripadé. O
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Orientovany graf G je eulerovsky pravé kdyz je vyvdZeny a jeho
symetrizace je souvisly graf (tj. graf G je slabé souvisly).

Analogicky jako v neorientovaném pripadé. O

Poznamka

Silné souvisly je takovy orientovany graf G, kde libovolné dva
vrcholy Ize spojit orientovanou cestou (a to v obou smérech).
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Problém Cinského postika (route inspection problem)

Route inspection problem je zobecnénim problému nalezeni
eulerovského tahu. Ukolem je nalézt nejkratdi sled v grafu

s ohodnocenymi hranami, ktery obsahuje kazdou hranu v grafu.
Tento problém ma v souCasnosti mnoho praktického vyuZziti
(analyza DNA, smérovani robotd, svoz odpadu, ...).
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Ziejmé je v pripadé, Ze graf G je eulerovsky, nejkratsim takovym
sledem prislusny eulerovsky tah.
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Problém Cinského postika (route inspection problem)

Route inspection problem je zobecnénim problému nalezeni
eulerovského tahu. Ukolem je nalézt nejkratdi sled v grafu

s ohodnocenymi hranami, ktery obsahuje kazdou hranu v grafu.
Tento problém ma v souCasnosti mnoho praktického vyuZziti
(analyza DNA, smérovani robotd, svoz odpadu, ...).

Ziejmé je v pripadé, Ze graf G je eulerovsky, nejkratsim takovym
sledem prislusny eulerovsky tah.

V opacném pripadé nutné graf obsahuje sudy pocet vrcholi lichého
stupné. Tento graf je tfeba pfidavdnim hran doplnit na eulerovsky
(multi)graf (pozdéji ukazeme, Ze v pripadé stromii to znamend
nutnost zdvojeni vech hran). Snadno Ize ukézat, Ze to Ize udélat
v polynomialnim case jak v orientovaném, tak neorientovaném
pfipadé, v pripadé multigraf( je to vSak problém NP-aplny.
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Hamiltonovské grafy

Obdobny pozadavek na prichod grafem, ovSem tak, abychom
prosli pravé jednou kazdym vrcholem (tj. zaroven nejvyse jednou
kazdou hranou), vede na obtizné problémy. Takovy prichod grafem
je realizovan kruznici, kterd obsahuje vsechny vrcholy grafu G,
hovofime o hamiltonovskych kruZnicich v grafu G. Graf se
nazyva hamiltonovsky, jestlize ma hamiltonovskou kruznici.
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Zatimco (zdanlivé podobné slozity) problém nalezeni eulerovského
tahu je trividlni, zjistit, zda je dany graf hamiltonovsky, je
NP-uaplny problém.
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Hamiltonovské grafy

Obdobny pozadavek na prichod grafem, ovSem tak, abychom
prosli pravé jednou kazdym vrcholem (tj. zaroven nejvyse jednou
kazdou hranou), vede na obtizné problémy. Takovy prichod grafem
je realizovan kruznici, kterd obsahuje vsechny vrcholy grafu G,
hovofime o hamiltonovskych kruZnicich v grafu G. Graf se
nazyva hamiltonovsky, jestlize ma hamiltonovskou kruznici.
Zatimco (zdanlivé podobné slozity) problém nalezeni eulerovského
tahu je trividlni, zjistit, zda je dany graf hamiltonovsky, je
NP-uaplny problém.

V praxi je ovSem problém nalezeni hamiltonovské kruznice (¢i jeho
modifikace — napf. problém obchodniho cestujiciho) podstatou
mnoha problémi v logistice, je proto Casto zadouci nalezeni i
suboptimalniho feSeni (v pfipadé problému obchodniho cestujiciho).
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Priklad (Icosian Game — William Rovan Hamilton)

Naleznéte hamiltonovskou kruznici v grafu tvofeném vrcholy a
hranami pravidelného dodekaedru (dvanactisténu).

Existuje hamiltonovskd kruznice v Petersenové grafu?




Priklad (Icosian Game — William Rovan Hamilton)

Naleznéte hamiltonovskou kruznici v grafu tvofeném vrcholy a
hranami pravidelného dodekaedru (dvanactisténu). 7
Existuje hamiltonovskd kruznice v Petersenové grafu?

Véta (Dirac (1952))

Ma-li v grafu G s n > 3 vrcholy kazdy vrchol stupeii alespori n/2,
Jje G hamiltonovsky.

Véta (Ore (1960))

Ma-li v grafu G s n > 4 vrcholy kaZzda dvojice nesousednich
vrcholii soucet stuprit alespon n, je G hamiltonovsky.
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Uzavérem grafu G v této souvislosti rozumime graf ¢/(G), ktery
dostaneme z G pridanim vSech hran u, v takovych, Zze u, v nejsou
sousedni a deg(u) + deg(v) > n.
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dostaneme z G pridanim vSech hran u, v takovych, Zze u, v nejsou

sousedni a deg(u) + deg(v) > n.

Véta (Bondy,Chvatal (1972))
Graf G je hamiltonovsky, pravé kdyz je cl(G) hamiltonovsky.
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Uzavérem grafu G v této souvislosti rozumime graf ¢/(G), ktery
dostaneme z G pridanim vSech hran u, v takovych, Zze u, v nejsou
sousedni a deg(u) + deg(v) > n.

Véta (Bondy,Chvatal (1972))
Graf G je hamiltonovsky, pravé kdyz je cl(G) hamiltonovsky.

Je vidét, Ze Oreho (a tedy i Diracova) véta je trividlnim disledkem
této véty.
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@ Stromy



Definice

Souvisly graf neobsahujici kruznici, se nazyva strom. Obecné
v grafech nazyvdme vrcholy stupné jedna listy (pfipadné také
koncové vrcholy).
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Souvisly graf neobsahujici kruznici, se nazyva strom. Obecné

v grafech nazyvdme vrcholy stupné jedna listy (pfipadné také
koncové vrcholy). Obecnéji, graf neobsahujici kruznice nazyvame
les.

Tato definice nicméné neni Gplné nejvhodnéjsi pro praktickou
kontrolu — uvedeme proto za chvili hned 5 ekvivalentnich definic.
Nasledujici lemma ukazuje, ze kazdy strom lze vybudovat postupné
z jediného vrcholu pfidavanim listi:



Definice

Souvisly graf neobsahujici kruznici, se nazyva strom. Obecné

v grafech nazyvdme vrcholy stupné jedna listy (pfipadné také
koncové vrcholy). Obecnéji, graf neobsahujici kruznice nazyvame
les.

Tato definice nicméné neni Gplné nejvhodnéjsi pro praktickou
kontrolu — uvedeme proto za chvili hned 5 ekvivalentnich definic.
Nasledujici lemma ukazuje, ze kazdy strom lze vybudovat postupné
z jediného vrcholu pfidavanim listi:

Lemma

Kazdy strom s alespori dvéma vrcholy obsahuje alespori dva listy.
Pro libovolny graf G s listem v jsou ndsledujici tvrzeni
ekvivalentni:

o G je strom;

e G\ v jestrom.




Charakterizace stromt

Pro kazdy graf G = (V, E) jsou ndsledujici podminky ekvivalentni
Q@ G je strom;

@ pro kazdé dva vrcholy v, w grafu G existuje pravé jedna cesta
zv dow;

@ graf G je souvisly, ale vyjmutim libovolné hrany vznikne
nesouvisly graf

Q graf G neobsahuje kruznici, kazdym priddnim hrany do grafu
G vsak jiz kruznice vznikne

@ G je souvisly graf a mezi velikosti mnoZin jeho vrcholi a hran
plati vztah (Euleriv vzorec) |V| = |E| + 1.

Dilkaz jednotlivych implikaci obvykle vedeme indukci podle poctu
vrcholl s vyuzitim lemmatu o vystavbé stromd.



Charakterizace stromt

Pro kazdy graf G = (V, E) jsou ndsledujici podminky ekvivalentni
Q@ G je strom;

@ pro kazdé dva vrcholy v, w grafu G existuje pravé jedna cesta
zv dow;

@ graf G je souvisly, ale vyjmutim libovolné hrany vznikne
nesouvisly graf

Q graf G neobsahuje kruznici, kazdym priddnim hrany do grafu
G vsak jiz kruznice vznikne

@ G je souvisly graf a mezi velikosti mnoZin jeho vrcholi a hran
plati vztah (Euleriv vzorec) |V| = |E| + 1.

Dilkaz jednotlivych implikaci obvykle vedeme indukci podle poctu
vrcholli s vyuZitim lemmatu o vystavbé stromi. Ke stromiim se
vratime pozdé€ji v souvislosti s praktickymi aplikacemi.
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Rovinné grafy

Rovinné grafy

Velice Casto se setkavame s grafy, které jsou nakresleny v roviné.
To znamen3d, ze kazdy vrchol grafu je ztotoznén s néjakym bodem
v roviné a hrany mezi vrcholy v a w odpovidaji spojitym kfivkam
¢ : [0,1] — R2 spojujicim vrcholy ¢(0) = v a ¢(1) = w.

Pokud navic plati, Ze se jednotlivé dvojice hran protinaji nejvyse

v koncovych vrcholech, pak hovofime o rovinném grafu G.
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Rovinné grafy

Velice Casto se setkavame s grafy, které jsou nakresleny v roviné.
To znamen3d, ze kazdy vrchol grafu je ztotoznén s néjakym bodem
v roviné a hrany mezi vrcholy v a w odpovidaji spojitym kfivkam
¢ : [0,1] — R2 spojujicim vrcholy ¢(0) = v a ¢(1) = w.

Pokud navic plati, Ze se jednotlivé dvojice hran protinaji nejvyse

v koncovych vrcholech, pak hovofime o rovinném grafu G.
Otézka, jestli dany graf pfipousti realizaci (nakresleni) jako rovinny
graf, vyvstava velice Casto v aplikacich.



Jednoduchy priklad je nasledujici:

Tti dodavatelé vody, elektfiny a plynu maji kazdy své jedno
pripojné misto v blizkosti tii rodinnych domkd. Chtéji je vSichni
napojit tak, aby se jejich sité nekfizily (tfeba se jim nechce kopat
pfili§ hluboko. .. ). Je to mozné zvladnout? Odpovéd zni ,neni".



Jednoduchy priklad je nasledujici:

Tti dodavatelé vody, elektfiny a plynu maji kazdy své jedno
pripojné misto v blizkosti tii rodinnych domkd. Chtéji je vSichni
napojit tak, aby se jejich sité nekfizily (tfeba se jim nechce kopat
pfili§ hluboko. .. ). Je to mozné zvlddnout? Odpovéd zni ,neni".
Jde o bipartitni Gplny graf K3 3, kde tfi vrcholy predstavuji pfipojna
mista, dalsi tfi pak domky. Hrany jsou linie siti. VSechny hrany
umime zvladnout, jedna posledni ale uz nejde, viz obrazek na
kterém neumime carkovanou hranu nakreslit bez krizeni:



Rovinné grafy

Obecné se da ukdzat tzv. Kuratowského véta:

Graf G je rovinny pravé tehdy kdyz Zadny jeho podgraf neni
izomorfni déleni grafu Ks 3 nebo grafu Ks.
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Obecné se da ukdzat tzv. Kuratowského véta:

Graf G je rovinny pravé tehdy kdyz Zadny jeho podgraf neni
izomorfni déleni grafu Ks 3 nebo grafu Ks.

Jedna implikace je ziejma — délenim rovinného grafu vznika vzdy
opét rovinny graf a jestlize podgraf nelze v roviné nakreslit bez
kfizeni, totéz musi platit i pro cely graf G. Opacny smér dikazu je
naopak velice slozity a nebudeme se jim zde zabyvat.



Obecné se da ukdzat tzv. Kuratowského véta:

Graf G je rovinny pravé tehdy kdyz Zadny jeho podgraf neni
izomorfni déleni grafu Ks 3 nebo grafu Ks.

Jedna implikace je zfejma — délenim rovinného grafu vznika vzdy
opét rovinny graf a jestlize podgraf nelze v roviné nakreslit bez
kfizeni, totéz musi platit i pro cely graf G. Opacny smér dikazu je
naopak velice slozity a nebudeme se jim zde zabyvat.

Problematice rovinnych graf(i je vénovano ve vyzkumu a aplikacich
hodné pozornosti, my se zde omezime pouze na vybrané ilustrace.
Zminme alespoi naokraj, ze existuji algoritmy, které testuji
rovinnost grafu na n vrcholech v ¢ase O(n), coz urdité nejde
pfimou aplikaci Kuratowského véty.



UvaZme (kone&ny) rovinny graf G, véetné& jeho nakresleni v R? a
necht S je mnoZina véech bodii x € R?, které nepatti Z4dné hrang,
ani nejsou vrcholem. MnoZina R2 \ G se rozpadne na disjunktni
souvislé podmnoziny S;, kterym fikime stény rovinného grafu G.
Jedna sténa je vyjimecna — ta jejiz doplnék obsahuje vsechny
vrcholy grafu. Budeme ji fikat neohranicend sténa So. Mnozinu
viech stén budeme oznacovat S = {So, S1, ..., Sk} a rovinny graf
G=(V,ES).



Jako priklad si miZme rozebrat stromy. Kazdy strom je zjevné
rovinny graf, jak je vidét napriklad z moznosti realizovat jej
postupnym pidavanim list k jedinému vrcholu. Samoziejmé také
muzeme pouzit Kuratowského vétu — kdyz neni v G zadna
kruznice, nemiiZze obsahovat jakékoliv déleni grafii K33 nebo Ks.
Protoze strom G neobsahuje zaddnou kruznici, dostdvame pouze
jedinou sténu Sy a to tu neohranicenou. Protoze vime, jaky je
pomér mezi pocty vrcholl a hran pro vSechny stromy, dostavame
vztah

VI —IEl+1S] =2



Rovinné grafy

Vztah mezi pocty hran, stén a vrcholil Ize odvodit pro vSechny
rovinné grafy. Jde o tzv. Euleriiv vztah. VSimnéme si, Ze z ného
zejména vyplyva, Ze poclet stén v rovinném grafu nezavisi na
zplsobu, jaké jeho rovinné nakresleni vybereme.

Necht G = (V, E,S) je souvisly rovinny graf. Pak plati

V| —|E[+]S] =2.




Rovinné grafy

Vztah mezi pocty hran, stén a vrcholil Ize odvodit pro vSechny
rovinné grafy. Jde o tzv. Euleriiv vztah. VSimnéme si, Ze z ného
zejména vyplyva, Ze poclet stén v rovinném grafu nezavisi na
zplsobu, jaké jeho rovinné nakresleni vybereme.

Necht G = (V, E,S) je souvisly rovinny graf. Pak plati

V| —|E[+]S] =2.

Indukci podle poctu hran. O

y




Rovinné grafy si miZzeme dobie predstavit jako namalované na
povrchu koule misto v roviné. Sféra vznikne z roviny tak, ze
pridime jeden bod ,v nekone¢nu®. Opét mizeme stejnym
zplsobem hvofit o sténdch a pro takovyto graf pak jsou vsechny
jeho stény rovnocenné (i sténa Sy je ohranicend).



Rovinné grafy si miZzeme dobie predstavit jako namalované na
povrchu koule misto v roviné. Sféra vznikne z roviny tak, ze
pfiddme jeden bod ,v nekonecnu®. Opét miZzeme stejnym
zplsobem hvofit o sténdch a pro takovyto graf pak jsou vsechny
jeho stény rovnocenné (i sténa Sy je ohranicend).

Naopak, kazdy konvexni mnohostén P C R? si miizeme predstavit
jako graf nakresleny na povrchu koule. Vypusténim jednoho bodu
uvnitf jedné ze stén (ta stane neohrani¢enou sténou Sp) pak
obdrZime rovinny graf jako vyse.



Rovinné grafy, které vzniknou z konvexnich mnohosténd, jsou
zjevné 2—souvislé, protoze kazdé dva vrcholy v konvexnim
mnohouhelniku lezi na spole¢né kruznici. Navic v nich plati, ze
kazda sténa kromé Sy je vnitikem néjaké kruznice a S je vnéjskem
néjaké kruznice. Nazorné se zda i to, ze ve skutecnosti budou grafy
vznikajici z konvexnich mnohothelnikl 3—souvislé.



Rovinné grafy, které vzniknou z konvexnich mnohosténd, jsou
zjevné 2—souvislé, protoze kazdé dva vrcholy v konvexnim
mnohoihelniku lezi na spole¢né kruznici. Navic v nich plati, ze
kazda sténa kromé Sy je vnitikem néjaké kruznice a S je vnéjskem
néjaké kruznice. Nazorné se zda i to, ze ve skutecnosti budou grafy
vznikajici z konvexnich mnohothelnikl 3—souvislé.

Ve skuteCnosti plati dosti ndro¢na Steinitzova véta:

Libovolny vrcholové 3—souvisly rovinny graf G vznika z konvexniho
mnohosténu v R3.




Jako ilustraci kombinatorické prace s grafy odvodime klasifikaci
tzv. pravidelnich mnohosténd, tj. mnohostén(i poskladanych ze
stejnych pravidlnych mnohotihelnikii tak, Ze se jich v kazdém
vrcholu dotyka stejny pocet. Jiz v dobach antického myslitele
Platdna se védélo, Ze jich je pouze pét:



Rovinné grafy
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Jako ilustraci kombinatorické prace s grafy odvodime klasifikaci
tzv. pravidelnich mnohosténd, tj. mnohostén(i poskladanych ze
stejnych pravidlnych mnohotihelnikii tak, Ze se jich v kazdém
vrcholu dotyka stejny pocet. Jiz v dobach antického myslitele
Platéna se védélo, Ze jich je pouze pét:




PreloZime si pozadavek pravidelnosti do vlastnosti prislusného
grafu: chceme aby kazdy vrchol mél stejny stupen d > 3 a zaroven
aby na hranici kazdé stény byl stejny pocet k > 3 vrchol(i.
Oznaéme n pocet vrchol(l, e pocet hran a s pocet stén.

Mame k dispozici jednak vztah provazujici stupné vrchol(i

s poc¢tem hran:

dn =2e



PreloZime si pozadavek pravidelnosti do vlastnosti prislusného
grafu: chceme aby kazdy vrchol mél stejny stupen d > 3 a zaroven
aby na hranici kazdé stény byl stejny pocet k > 3 vrchol(i.
Oznaéme n pocet vrchol(l, e pocet hran a s pocet stén.

Mame k dispozici jednak vztah provazujici stupné vrchol(i

s poc¢tem hran:

dn =2e

a podobné pocitame pocet hran, které ohranicuji jednotlivé stény,
a bereme v Gvahu, Ze kazda je hranici dvou stén, tj.

2e = ks.
Euler(iv vztah pak rika
P h—et 2e 4 2e
=n-— s=——e+—.
d k
Upravou odtud dostavame pro nase znamé d a k vztah
1 1 1 1

d+k_2+



Rovinné grafy
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ProtoZe e a n musi byt pfirozens &isla (tj. zejména je 2 > 0) a
minimum pro d i k je 3, dostavame primou diskusi vsech moZnosti
tento vycet:

d| k| n| e s
3(3| 4| 6| 4
34| 8|12| 6
4|13 6|12| 8
3(5(120]|30] 12
513]12]30]20

Tabulka zadava vSechny moZnosti. Ve skuteCnosti ale také vSechny
odpovidajici pravidelné mnohostény existuji - jiz jsme je vidéli.



Rovinné grafy
[elofe] To]

Maximalni pocet hran

Necht (V, E,S) je rovinny graf s aspofi tfemi vrcholy. Pak

|E| < 3|V| —6.

Rovnost pritom nastdva pro maximalini rovinny graf, tj. rovinny
graf, k némuz nejde pfi zachovani rovinnosti pridat Zadnou hranu.
Pokud navic uvaZovany graf neobsahuje trojiihelnik (tj. Ks jako
podgraf), plati dokonce |E| < 2|V|— 4.




Rovinné grafy
[elofe] To]

Maximalni pocet hran

Véta
Necht (V, E,S) je rovinny graf s aspofi tfemi vrcholy. Pak

|E| < 3|V| —6.

Rovnost pritom nastdva pro maximalini rovinny graf, tj. rovinny
graf, k némuz nejde pfi zachovani rovinnosti pridat Zadnou hranu.
Pokud navic uvaZovany graf neobsahuje trojiihelnik (tj. Ks jako
podgraf), plati dokonce |E| < 2|V|— 4.

Diikaz.

Maximalni rovinny graf ma vSechny stény ohranicené kruznici délky
3, z ¢ehoz plyne 3|S| = 2|E| a odtud jiz pomoci Eulerova vztahu
dostavame prvni tvrzeni. Podobné v druhé c¢asti. [




Dusledek

e Ks neni rovinny;




Dusledek

e Ks neni rovinny;

e Ks3 neni rovinny;




Dusledek

e Ks neni rovinny;

e Ks3 neni rovinny;

e kazdy rovinny graf obsahuje alespori jeden vrchol stupné
nejvyse 5;




Rovinné grafy

[elelele] lole

Dusledek

e Ks neni rovinny;

e Ks3 neni rovinny;

e kazdy rovinny graf obsahuje alespori jeden vrchol stupné
nejvyse 5;

e kazdy rovinny graf bez trojithelniki obsahuje alespori jeden
vrchol stupné nejvyse 3.




Rovinné grafy
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Problém ctyr barev

Jednim z nejznaméjSich kombinatorickych problém(i je otazka:
Je mozné kazdou mapu obarvit 4 barvami?

Tento problém sice na prvni pohled vypada ryze geometricky, ale
da se preformulovat do kombinatorické podoby.

Definice

Mapou nazyvame souvisly rovinny multigraf bez mostti. Normaini
mapou pak mapu, jejiz vsechny vrcholy jsou stupné 3. Obarveni
mapy je funkce, kterd kazdé sténé mapy pfiradi Cislo (barvu).




Problém Ctyf barev byl rozresen teprve po vice nez sto letech
badani — mnoho matematik(i na prezentovany diikaz stile pohlizi
s despektem, protoZe je zalozen na provéreni velkého mnozstvi
pfipad(i pomoci pocitace. Elementarnimi kombinatorickymi
prostiedky je mozné alespon dokdzat moznost obarveni normalnich
map péti barvami — viz literatura.

Véta (Appel, Haken (1976))

KaZdou normalni mapu je mozZné obarvit pomoci Ctyr barev.




