Matematika III A

4. ledna 2008 (UCO: )

Hodnoceni:

Bonus Teorie 1. 2. 3. 4. >

Na kazdy priklad ziskate nezaporny pocet bodi.
Potfebné minimum (véetné bonusu) je 15 bodt.
Na praci mate 90 minut.

Teorie: (6krat +1 bod: tj. spravné 1 bod, chybné —1 bod, bez odpovédi 0)
Odpovézte (skrtnutim nehodiciho se ano nebo ne na patficném fadku), zda jsou pravdiva nasle-
dujici tvrzeni (¢téte velmi pozorné!):

ano — ne Spojita funkce nabyva na kompaktni mnoziné svého absolutniho extrému vyhradné
v nékterém stacionarnim bodé.

ano — ne Mnozina {[z,y] € Fy; 2? + y* < 1} je oteviena.

ano — ne [ v kone¢ném grafu muze existovat nekonecny tah.

ano — ne Graf o n vrcholech, ktery neobsahuje kruznice a mé n — 1 hran, je nutné stromem.
ano — ne Orientovany graf je eulerovsky, pravé kdyz je vyvazeny a slabé souvisly.

ano — ne Uplny bipartitni graf K, 4 neni rovinny.

Piiklady:

1.

4.

(8 bodit) Pomoci metody Lagrangeovych multiplikitori naleznéte stacionérni body funkce
cos® z + cos® Y

na mnoziné M dané rovnici x —y = 7. Urcete (a zdiivodnéte), jde-li o extrémy a v kladném
ptipadé i jakého typu jsou tyto extrémy (maximum, resp. minimum). Hodnotu funkce v téchto
bodech urcovat nemusite.

. (6 bodti) Na obrazku 1 je uveden tok v dané siti (¢isla f/c udavaji soucasny tok a kapacitu

dané hrany). Zjistéte, je-li uvedeny tok maximalni, pokud ano, své tvrzeni zdivodnéte. Pokud
maximalnim tokem neni, maximalni tok najdéte a sviij postup podrobné popiste. Uvedte
néktery minimalni fez v dané siti.

. (6 bodt) Urdete soufadnice t&7isté homogenni desticky, ohraniené grafy kiivek y = 2% a
r+y=2.
(4 body) Nakreslete 2 neizomorfni grafy majici skdre (2, 3, 3,3, 3, 3,5). Zdavodnéte.
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Obr. 1: Obrazek k piikladu na tok v sitich (1 = zdroj, 8 = stok).



Navod k fesSeni:

Teorie: a) NE - extrém mtiZze byt i na hranici nebo v bodech, kde neni funkce diferencovatelné;
b) ANO - jde o otevieny kruh; ¢) NE - v tahu se nemohou opakovat hrany, kterych je konecné
mnoho; d) ANO - zakladni charakterizacni véta; e) ANO; f) ANO - Kuratowského véta.

1. L\, z,y) = cos’z + cos®>y — Nz —y — 7/4). Pak

L = —sin2x — A =0,
L, = —sin2y+ X\ =0,
T
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odkud sin 2z +sin(2z — § = 0, tj. sin 2z —cos 2z = 0, a tedy 2z = § + k7. Dostavame vSechny
stacionarni body
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Derivaci vazebné podminky dostaneme dz — dy = 0 a vypoc¢teme druhy diferencial Lagran-

geovy funkce
d’L(\, z,y) = —2cos 2x(dx)? + 2 cos 2y(dy)>.

Odtud plyne, ze pro k liché je druhy diferencial zaporny a v prislusnych bodech nastava
minimum, pro k sudé pak maximum (pozn: v tomto piikladu jsme podminku z derivace
vazebné podminky nevyuzili, obecné je ale t¥eba ji vzit v Gvahu).

2. 1 - 2 — 3 — 4 — 8 je nenasycena (neorientovana) cesta o kapacité 4, po upravé toku jiz
dostaneme maximalni tok o kapacité 32, coz vidime z existence fezu (2,4), (6,4), (3,8), (5,8)
téze velikosti (je tedy tento fez minimdlni).

Vv

3. Nejprve vypocteme priseciky [—2,4] a [1, 1] obou kiivek. Soufadnice téZisté vypocteme po-

moci vztaht
M = //dxdy—// drdy = -- _2
-2
TJC:M//A:dedy:---:—

1 8
T:— — e = —,
Y M//Ayd:cdy 5

(vypocty prislusnych integralt jsou pfimocaré, proto je neuvadime). Vhodna kontrola sprav-
nosti je rovnéz, ze v pripadé konvexniho utvaru lezi tézisté vzdy uvniti néj.

4. Snadné — napf. pridanim vrcholu stupné 5 k Cy, resp. C3 U Cs.



Matematika III B

4. ledna 2008 (UCO: )

Hodnoceni:

Bonus Teorie 1. 2. 3. 4. >

Na kazdy priklad ziskate nezaporny pocet bodi.
Potfebné minimum (véetné bonusu) je 15 bodt.
Na praci mate 90 minut.

Teorie: (6krat +1 bod: tj. spravné 1 bod, chybné —1 bod, bez odpovédi 0)
Odpovézte (skrtnutim nehodiciho se ano nebo ne na patficném fadku), zda jsou pravdiva nasle-
dujici tvrzeni (¢téte velmi pozorné!):

(a)
(b)

ano — ne Jsou-li vSechny hlavni minory matice A zaporné, je A negativné definitni.

ano — ne Existuje-li limita funkce f : E, — R v daném bodé, pak je f v tomto bodé
spojita.
ano — ne Spojita diferencovatelna funkce nabyva na kompaktni mnoziné svého absolutniho

extrému vyhradné v nékterém stacionarnim nebo hrani¢nim bodé.

ano — ne Je-li hessian funkce f v daném staciondrnim bodé pozitivné definitni, je tento
bod lokalnim minimem f.

ano — ne Graf, v némz mezi kazdymi dvéma vrcholy existuje alespon jedna cesta, je nutné
lesem.

ano — ne Existuje pravé 80 homomorfismi z P, (cesta délky 2) do K5 (uplny graf o 5
vrcholech).

Priklady:

1.

(8 bodit) Urcete objem télesa daného podminkami:

r,y,2>0, t4+y+2<2 22 4+9y* <2

. (6 bodi) Naleznéte maximalni kostru grafu na obrazku, uvedte ndzev a struény popis algo-

ritmu, ktery pouzivate. Dale vhodnym zptisobem zapiste jednotlivé provadéné akce.

. (6 bodt) Na kuzelosecce o rovnici

2 +3y? — 20 +6y—8=0

najdéte vSechny body, v nichz je normaéala rovnobézna s osou y. Pro kazdy nalezeny bod zapiste
obecnou rovnici te¢ny k dané kiivce v tomto bodé.

(4 body) Udejte ptiklad grafu, ktery obsahuje pravé 8 artikulaci a 5 most.
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Obr. 1: Obrazek k prikladu na hledani kostry.



Navod k fesSeni:
Teorie: a) NE — negativné definitvni je, pokud se znaménka minoru st¥idaji, po¢inaje zapornym;
b) NE — pro existenci limitu neni vitbec tfeba, aby dany bod patfil do definiéniho oboru; ¢) ANO;

d) ANO; e) NE — premisa implikuje souvislost, aby slo o les, musel by graf byt navic stromem; f)
ANO - 5-4-4 = 80.

1. Viz téz pf. 107 z demonstrac¢nich cviceni. S vyuzitim transformace do valcovych soutadnic
(nezapomenout na jakobian!) vyjde

z V2  2—r(cos p+sin p) 4
V:/ / / rdzdrdcp:F——\/E-
0 0 0 3

2. Vice moznosti, maximalni kostra ma 10 hran a soucet ohodnoceni 44.

3. Piiklad na implicitné definované funkce (Sel ale Fesit i s vyuzitim stfedoskolskych znalosti
o kuzeloseckach). Norméla funkce implicitné definované pomoci F(x,y) = 0 v bodé a se
snadno spocitd jako hodnota diferencidlu dF'(a). V nasem ptipadé dF(a) = (F(a), F;(a)) =
(2x9 — 2,6y + 6), kde xg,yo jsou soutadnice bodu a. ProtoZze ma byt normaéla rovnobézna
s osou ¥y, musi byt 2zo —2 = 0 (na yo z toho neplynou zddné podminky, to dopocitame tak,
aby bod a lezel na dané kuZelosecce). Hledané body jsou [1,—3],[1, 1], v nichZ jsou ziejmé
te¢nami (kolmymi na norméalu) pfimky y = —3, resp. y = 1.

4. Mnoho mozZnosti.



