Matematika III A )
4. ledna 2008 (UCO: )

Hodnoceni:
Bonus Teorie L. 2. 3. 4. >

Na kazdy piiklad ziskdte nezaporny pocet bodu.
Potfebné minimum (véetné bonusu) je 15 bodu.
Na préaci mate 90 minut.

Teorie: (6krat +1 bod: tj. spravné 1 bod, chybné —1 bod, bez odpovédi 0)
Odpovézte (skrtnutim nehodiciho se ano nebo ne na patiicném radku), zda jsou pravdiva nésledujici
tvrzeni (¢téte velmi pozorné!):

a) ano — ne Jsou-li vSechny vlastni hodnoty (¢isla) matice A zadporné, je A negativné definitni.
b) ano — ne Rovinny graf o 5 vrcholech a 5 hrandch mé prave 2 stény.
c) ano — ne Existuje-li limita funkce f: E, — R v daném bodé, pak je jednoznacné urcena.

(

d) ano — ne Je-li A staciondrnim bodem funkce f, pak je bud jejim lokélnim maximem nebo
minimem.

N

(
(
(

(e) ano — ne Kazd4 cesta v grafu je zaroven tahem.

(f) ano — ne Existujf alespon 2 neizomorfni kubické (kazdy vrchol stupné 3) grafy o 6 vrcholech.

Priklady:

1. (6 bodu) S vyuzitim integralniho poctu odvodte vzorec pro obsah obecného lichobézniku
s vrcholy o soufadnicich A = [0,0], B = [b,0], C = [¢,v], D = [d,v].
(Pozn: teseni primo vyuzivajici znalost vzorce pro obsah lichobéziniku bude povaZovdino za
nesprdvné!)

2. (6 bodu) Uvedte algoritmus na nalezeni{ maximalniho parovan{ v bipartitnim grafu (tj. na
nalezeni maximalni podmnoziny mnoziny hran, z niz zddné dvé hrany nesdili spoleény vrchol).
Pomoci tohoto algoritmu naleznéte maximalni parovani v grafu na obrazku 1 (pfi provadeéni
algoritmu dodrzujte zasadu, ze pri vybirani z nékolika vrcholu algoritmus vzdy vybere ten

cvN s

3. (6 bodu) S vyuzitim vytvotrujicich funkei feste rekurenci

3
In = Gn—1 + 1In-2 90 = 0, 1 =4.

4. (6 bodu) Pomoci diferencidlu odhadnéte hodnotu sou¢inu sin 31° tg 44°. Pti vypoctu pracujte
s obloukovou mirou (tj. 1° =

T

15"



Obr. 1: Obrazek k ptrikladu na parovani.

Navod k reSenti:

Teorie: a) ANO - jsou-li vSechny vlastni hodnoty kladné (zdporné), je matice pozitivné (nega-
tivné) definitni; b) NE - chybi predpoklad souvislosti; ¢) ANO — dokaze se snadno z definice limity;
d) NE - muze byt také inflexnim bodem nebo sedlovyn bodem; e) ANO - pokud se neopakuji
vrcholy, jisté se nemohou opakovat ani hrany; f) ANO - napf. K33 a “Sestitthelnik” s vhodnymi
tfemi uhloptickami.

1. Integrujeme nejprve ve sméru osy x mezi rameny lichobéznika, poté pro y jdouci od 0 do v:
y(c=b)
+bdxdy = fov (M b de> dy=---=v (b—l—c—d) '

v v
S = fO f?!_d v 2
2. Resenf bud pfevedenim na hledédni maximélniho toku v odvozené siti nebo pomoci “madarského”
algoritmu z prednasky. Maximalni parovani ma 4 hrany, které snadno najdeme, ale pfi
predepsaném postupu podle velikosti je nezbytné “se vracet”.

3. Vyjadiime rekurenci tak, aby platila pro vSechna prirozena n véetné 0 a 1:

3
In = Gn-1 + Zgn—2 + 4[” = 1]’

Vynéasobime obé strany x", secteme ptes vSechna n € N a dostaneme rovnici
3
G(z) = zG(x) + 1$2G(5L’) + 4.

Upravou snadno dostaneme

4x
Glr)= ———.
(@) 11—z —3g2
Tuto racionélni lomenou funkci upravime na soucet parcialnich zlomku (rozlozime jmenovatele
na sou¢in kotenovych ¢initeli a napt. metodou neurcitych kkoeficinu nalezneme ¢itatele):
G(z) = A/(1 — 32) + B/(1 + 3z), z ¢choz rozndsobenim a porovnanim koeficienta u 2° a
x!, piip. dosazenim vhodnych hodnot za x dostaneme A = 2, B = —2. Vysledné funkce

rozvineme do fady (jde o funkce tvaru 1/(1 — cx)).

Celkem o\ N )
gn=2- (5) -2 (7) = oo (3" = (=1)").




4. f(z,y) =sinxtgy, tedy f, =cosztgy a f, =sinz/ cos? y. Pak
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Matematika III B

4. ledna 2008 (UCO: )

Hodnoceni:

Bonus Teorie 1. 2. 3. 4. >

Na kazdy piiklad ziskate nezdporny pocet bodu.
Potfebné minimum (véetné bonusu) je 15 bodu.
Na préaci mate 90 minut.

Teorie: (6krat +1 bod: tj. spravné 1 bod, chybné —1 bod, bez odpovédi 0)
Odpovézte (skrtnutim nehodicitho se ano nebo ne na patiiéném radku), zda jsou pravdiva nésledujici
tvrzeni (¢téte velmi pozorné!):

(a)
(b)

ano — ne Graf K, neni rovinny.

ano — ne Existuje v Petersenové grafu hamiltonovska cesta (tj. cesta prochézejici kazdym
vrcholem praveé jednou)?

ano — ne Kazda Cauchyovskd posloupnost bodu v E,, je i konvergentni.
ano — ne Funkce e” je exponencidlni vytvorujici funkei posloupnosti samych jednicek.
ano — ne Plyne z existence diferencidlu f v bodé a jeji spojitost v tomto bodé?

ano — ne Libovolna spojitd funkce nabyva na kompaktni mnoziné svého absolutniho
extrému vyhradné v nékterém stacionarnim nebo hranié¢nim bodé.

Priklady:

1.

(6 bodu) Najdéte rovnice teéné roviny a normdly k plose dané implicitné rovnici
x
z=y+1In-—
z

v bodé (e, 0,1).

. (6 bodu) Uvedte Floyduv algoritmus pro nalezeni nejkratsich cest mezi vSemi dvojicemi

vrcholu. Tento algoritmus pouzijte na orientovany graf na obrazku 1. Jednotlivé mezivypocty
zapisujte do matic. Uved'te, jak se v prubéhu vypoctu detekuji cykly zdporné délky.

. (6 bodu) Urcete kolika zpusoby je mozné naplnit tasku n kusy ovoce, pricemz jednotlivé kusy

téhoz druhu nerozliSujeme a navic:

e jablek musi byt sudy pocet,
e bananu musi byt nasobek 5,

e pomerance musi byt nejvyse 4 a

e hruska muze byt pouze jedna (nebo zadna). (Ndapovéda: vytvorujici funkce)
(6 bodu) Pomoci lichobéznikového pravidla odhadnéte uréity integral f07 % s vyuzitim hod-

not integrované funkce v uzlech 0, 1,2, 3,5, 7. Z charakteru integrované funkce odvod'te, jestli
tento odhad bude vyssi nebo nizsi nez skutecna hodnota integralu.



Obr. 1: Obrazek k ptikladu na hleddni minimalnich cest.

Navod k teSeni:

Teorie: a) NE - je rovinny — snadno se nakresli; b) ANO - cesta existuje (snadno), hufe se
dokaze neexistence hamiltonovské kruznice; ¢) ANO - kazdd konvergentni posloupnost v E, mé
limitu (E, je tzv. uplny prostor); d) ANO - je snadno vidét z rozvoje do fady; oby€ejnou funkei
samych jednicek je ptitom 1/(1 — z); e) ANO - existence diferencidlu je nejsilnéjsi z postupné
budovanych pozadavku, z nichz zadny ke spojitosti nestacil (parcidlni derivace, smérové derivace);
f) NE - chybi pozadavek diferencovatelnosti, protiptikladem je napt. oby¢ejna absolutni hodnota,
kterd zadny stacionarni bod nema, ale absolutni minimum ano.

1. Oznacme F(x,y,2) = In? + y — z. Normdlovy vektor k plose z = z(x,y) dané implicitné
rovnici F'(z,y,2) = 0 v bodé A = [e,0,1] se spocita jako (F,(A), F,(A), F,(A)). Protoze
F,=21 F =1 F =—-1-1je (F/(A),F)(A),F.(A)) = (1/e,1,-2). Normalu muzeme tedy
snadno vyjadiit v parametrickém tvaru

n=le0,1]+t-(1/e,1,-2).

Normalovy vektor ndm zdroven udava koeficienty v obecné rovnici tetné roviny (nebot ta je
kolmé na normélu)

1
-x+y—2z=c,
e
kde ¢ uréime tak, aby v dané roviné lezel i bod A (dosazenim snadno ¢ = —1, rovnice teéné

roviny je tedy £ -z +y—2z+1=0.
Jinak: Budeme nejprve hledat te¢nou rovinu ve tvaru
(z — 20) = z(x — m0) + 2, (¥ — %)

a z ni pak obdobné jako vyse odvodime rovnici normaly. Parcidlni derivace funkce z = z(z, y)
pritom dostaneme “derivovanim” implicitni rovnice (pfitom se ale na z divame jako na funkci
x a y) a vyjadifenim hledanych parcidlnich derivaci. Derivaci podle z dostaneme:

zz—2x2, 0
il =
r 22 e
odkud 2, = prgEEat Podobné podle y:
-z

z
— —2 41—z =0,
Tz



a tedy z, = ;37. Dosazenim x = e,y = 0, 2 = 1 dostaneme pifslusné parcidlni derivace v bodé
A a tedy i rovnici te¢né roviny.
. Floyd-Warshalluv algoritmus pouziva nasledujici myslenku (vrcholy oéislované 1,... v :

Postupné klademe k = 1,...,v a v kaZdé iteraci cyklu najdeme nejkratsi cestu z i do j, s
vlastnosti, Ze po cesté muzeme navstivit pouze vrcholy od 1 do k. Toho lze snadno docilit dalsi
dvojici vnorengch cyklu pro vSechna i a pro vSechna j, kdy uvniti provedeme aktualizaci

cesta(i, j) = min(cesta(i, j), cesta(i, k) + cesta(k, j)).

Zaporny cyklus se detekuje, jakmile se na diagondle objevi zaporné ¢islo.

V nasem piipadé algoritmus (pfi maticovém zapisu) vypada takto:

0 4 -3 o 0 4 -3 o — 0 4 -3 o
-3 0 =7 o© N -3 0 =7 o© N -3 0 =7 o© -
o~ 10 0 3 o~ 10 0 3 7 10 0 3
5 6 6 0 5 6 2 0 3 6 -1 0
0 4 -3 0 0 4 -3 0
N -3 0 =7 -4 N -3 0 =7 —4
7 10 0 3 — 6 9 0 3
3 6 -1 0 3 6 -1 0 —

. Vysledkem je koeficient u 2" v fadé

(142’ 42"+ - ) (142 +2" %4 ) (I+e+a’+2°+2t) (1+z) = 5 = 1420430 +4a’+ -

1
=)
a tedy odpovéd je n + 1.

. Poc¢itame obsahy lichobézniku se zakladnami urcenymi ptislusnymi uzlovymi body:
T de . B B .
b e (145 + G+ +3G+H DTG+ +H(E+3E) =242 =2 Odhad je vySsi nez
pocitany integral (In8), protoze integrovand funkce 1/(1+ x) je na daném intervalu konvexni.



