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Náhodné grafy (Erdös-Renyi)

Pravd¥podobnostní modely graf·

De�nice
G (n, p) model náhodného grafu: M¥jme graf s n vrcholy, pak
neorientovaná hrana vznikne mezi dvojicí vrchol·
s pravd¥podobností p, nezávisle na ostatních dvojicích uzl·.

Pravd¥podobnost, ºe graf G má k hran je dána výrazem

pk(1− p)(
n

2)−k

Pravd¥podobnost, ºe graf G ∈ G (n, p) obsahuje k hran
má binomické rozloºení((

n

2

)
k

)
pk(1− p)(

n
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Prahy náhodných graf·

V¥ta

M¥jme model náhodného grafu G (n, p) a nech´ p = c log n

n
.

Je-li c > 1, pak prakticky v²echny grafy nemají izolované
(nespojené) vrcholy. Je-li c < 1, pak prakticky v²echny grafy
mají alespo¬ jeden izolovaný vrchol.

D·kaz si pouze nazna£íme:
Nech´ X je po£et izolovaných vrchol· v grafu
G ∈ G (n, p).
Pak horní hranice E [X ] = n(1− p)(n−1) ≈ n(1−c)

Pravd¥podobnost, ºe X = 0 je p°ibliºn¥ 1
E [X ]

.
E [X ] se blíºí 0, pokud c > 1, tedy po£et izolovaných
vrchol· se blíºí 0.
Naopak, pro c < 1 se E [X ] blíºí nekone£nu, a tedy
pravd¥podobnost, ºe graf G nemá izolovaný uzel, se
blíºí 0.
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Náhodné geometrické grafy

De�nice
Rozho¤me n bod· náhodn¥ na jednotkovou sí´. Náhodný
geometrický graf G (n, r) má n uzl· odpovídající n bod·m
a dva uzly jsou spojeny hranou pokud jsou ve vzdálenosti
men²í nebo rovné r . Vzdálenost mezi dv¥ma body u = (x1, y1)
a v = (x2, y2) je de�nována jako
d(u, v) = max(|x1 − x2|, |y1 − y2|).

Jedná se o oblíbený model senzorových sítí.
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Souvislost

V¥ta

Pokud r ≥
√

c log n

n
, kde c je konstanta > 4, pak G (n, r) je

asymptoticky prakticky ur£it¥ souvislý graf, tj.
Pravd¥podobnost(G (n, r) je souvislý graf) se blíºí 1 jak se n
blíºí nekone£nu.

D·kaz je nazna£en dále:
Rozd¥lme jednotkovou sí´ na schránky velikosti r/2× r/2.
Po£et p°ihrádek je 4/r 2 (r < 1).
G (n, r) je souvislé, pokud ºádná p°ihrádka není prázdná.

Nech´ r =
√

c log n

n
, pak pravd¥podobnost, ºe p°ihrádka je

prázdná je men²í nebo rovna n−c/4.
Nech´ X je po£et prázdných p°ihrádek. Pak
E [X ] ≤ n1−c/4, tj. E [X ] se blíºí nule, pokud c > 4.
Pravd¥podobnost(X > 0) ≤ E [X ]→ 0.
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Power-law grafy

De�nice
Power law je jakýkoliv polynomiální vztah, který nezávisí na
m¥°ítku. Pro dv¥ prom¥nné se nej£ast¥ji vyjad°uje vztahem

f (x) = axk + o(xk)

kde a a k jsou konstanty a o(xk) je asymptoticky malá (tj.
zanedbatelná) funkce x.

Pro reálné sít¥ platí následující empirické tvrzení:
Distribuce stupn¥ vrcholu sít¥ sleduje power law, tj. po£et
vrchol· stupn¥ k je ck−β.
P°íklady:

Internet a WWW: β = 2, 1
Sociální sít¥ (nap°. cita£ní grafy): β = 3
Biologické sít¥ (grafy interakce protein·): β = 2, 5

V¥t²ina graf· reprezentujících reálný sv¥t má β ∈ 〈1, 4〉.
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Power-law grafy � p°íklad

Obrázek: P°íklad sít¥ ilustrující v¥deckou spolupráci � vrcholy reprezentují
autory v¥deckých prací, hrany spole£né publikace autor·.
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Prohledávání v nestrukturovaných sítích

Máme rozsáhlou sí´ (graf), kaºdý uzel nese n¥jaká data. Jak
najdeme hledaná data?

Centrální index
Napster
Snadné, ale ne²káluje (Google má > 100.000 server·)

Decentralizované
Gnutella: Primitivní hledání: záplava
Chyt°ej²í algoritmy

Základ výzkumu v oblasti peer to peer sítí
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Gnutella

Protokol: záplava dotaz·
Ping/Pong

Uzel se hlásí p°i p°ipojení do sít¥ a dále pr·b¥ºn¥
P°ipojení: najdi n¥jakého £lena, po²li ping zprávu a sbírej pong
zprávy

Dotaz
Údaje o úsp¥chu se vrací cestou, kterou putoval dotaz
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Gnutella � charakter sít¥

Power-law distribuce stup¬· uzl·
Je zcela nezávislá na distribucí uzl· v Internetu

Prohledávání zaloºeno na záplav¥
Nastavena délka prohledávání (zpravidla 7)
Vysoce neefektivní

Obrovská spot°eba pásma (kapacity hran)
Obrovský po£et redundantních zpráv
Paralelní aktivita uºivatel·: lokální zát¥º roste lineárn¥
s velikostí sít¥
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Decentralizace

Co m·ºeme ovlivnit:
Topologii peer to peer sít¥
Umíst¥ní objekt· (replikací)

Power-law sít¥
Základní principy:

Je-li distribuce stupn¥ vrcholu pk , pak distribuce stupn¥
soused· je úm¥rná kpk .
Uzly mohou snadno uchovávat indexy objekt· soused·

D·sledky
Uzly s vysokým stupn¥m je moºné snadno najít
Tyto uzly drºí údaje (index) o velké £ásti sít¥
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Prohledávání v power-law sítích

Náhodná procházka (RW, Random Walk)
Nevracet se do naposled nav²tíveného uzlu

Náhodná procházka ovlivn¥ná stupn¥m vrcholu (DS)
Za£ni v je²t¥ nenav²tíveném vrcholu s nejvy²²ím stupn¥m
Následn¥ sestupuj na uzly s niº²ím stupn¥m
Dokazateln¥ nejlep²í pokrytí
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Prohledávání v power-law sítích � shrnutí

Maximální �exibilita (libovolný algoritmus shody � nap°. full
textové prohledávání) vykoupeno nep°íli² vysokou efektivitou

Výhody
Sublineární £asová sloºitost

Nevýhody
Problém s nalezením vzácných objekt·
Velmi vysoká zát¥º uzl· s vysokým stupn¥m
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Modi�kace algoritm·

Expanze rozsahu
Záplava s postupn¥ nar·stajícím TTL (dokud se objekt
nenajde nebo nedosáhne hranice)
Smyslem je nezaplavit p°íli² velkou £ást sít¥ okamºit¥

K-walker
K nezávislých náhodných procházek, ºádná záplava
R·zné varianty

Nap°. kontrola: po kaºdých 4 krocích dotaz, zda druzí nena²li
cíl
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Dal²í vlastnosti

Distribuce dotazu
Podíl dotaz· na jednotlivé objekty

Uniformní: v²echny objekty jsou stejn¥ populární
Power-law: malý po£et objekt· je mimo°ádn¥ populární

Replikace
Kopie rozeslány po síti: populárn¥j²í objekty se snáze naleznou
(a jejich hledání mén¥ zatíºí sí´)
Replikace zpravidla úm¥rná popularit¥

Optimální replikace je úm¥rná odmocnin¥ frekvence dotaz·

PB165 � Grafy a sít¥



Motivace dal²ích roz²í°ení

Výhody nestrukturovaných sítí
Robustnost a fault tolerance
Nemají omezení na typ dotaz·

Záplava je velmi neefektivní
Náhodné procházky

Lep²í neº záplava
Stále nep°íli² efektivní bez dodate£né podpory (nap°.
algoritmus DS uvedený vý²e)
Hlavním problémem je rozloºení zát¥ºe (p°íli² mnoho práce
d¥lají uzly s vysokým stupn¥m)
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Nový p°ístup

Replikace p°es sousedy
Adaptace topologie

Zajistit, aby v¥t²ina uzl· byla blízko uzl·m s vysokým stupn¥m
Dynamická adaptace

Kaºdý uzel se snaºí zlep²it své sousedy
Podle posledních dotaz· ºádá konkrétní uzly, zda jej
nevezmou za své sousedy

�ízení toku
Modi�kace protokolu prohledávání

Náhodná procházka p°es uzly s vysokou kapacitou (ne
stupn¥m)
Neexistuje souvislost mezi kapacitou a stupn¥m uzlu
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�ízení toku

Výb¥r uzlu ovlivn¥n existencí tokenu
Tokeny p°id¥lovány podle kapacity uzl·

D·v¥ryhodnost: sd¥luje uzel korektn¥ svou kapacitu?

P°i prohledávání se soust°e¤ na sousedy s nejv¥t²í
kapacitou a volným tokenem
Tímto zp·sobem p°ispíváme k dynamickému rozloºení
zát¥ºe
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Shrnutí

Hlavní komponenty úsp¥²ného prohledávání
Vlastní algoritmus prohledávání
Topologie (p°ekryvová sí´)
Strategie tvorby replik
�ízení toku

V²echny tyto komponenty lze ovlivnit
Topologie a replikace jsou ovlivn¥ny agregovaným
chováním uºivatel·
Stále nedostate£né pro °ídce se vyskytující objekty
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Strukturované sít¥/prohledávání

Distributed hash tables (distribuované hash tabulky)
�e²ení pro ú£inné hledání i °ídce se vyskytujících objekt·

Hash tabulky
Rychlé a levné nalezení dat indexovaných podle klí£e
Vý²e jsme neomezovali zp·sob vyhledání dat
Pokud pouºijeme hash tabulky, pak ztrátu obecnosti musíme
n¥jak kompenzovat (ale £asto i vyhledání podle klí£e � nap°.
název objektu � pln¥ sta£í)

Ob¥tujeme obecnost za efektivitu a rychlost
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Distribuované hash tabulky

Hash tabulky v p2p sítích: hledáme data podle klí£e
P°edpokládáme, ºe data jsou uloºena v distribuovaných
uzlech (ne v poli)
D·sledky:

Pouºijeme p°ekryvovou sí´ která spojuje uzly pro nás vhodným
zp·sobem
Po£et uzl· neznáme a navíc se m¥ní v £ase
Pracujeme s idealizovanými vlastnostmi

Hash funkce mapuje na idealizovaný prostor
Samotný prostor je mapován na uzly dynamicky
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Hlavní principy

P°i°adíme klí£i jedine£ný uzel
Nalezneme tento uzel rychle a snadno v p°ekryvové síti
Zavedeme replikaci (více uzl· pro jeden objekt/klí£)
Rozloºení zát¥ºe m·ºe dynamicky m¥nit p°i°azení klí£e

Nejroz²í°en¥j²í jednoduchá implementace: Chord
Velmi populární (více jak 3000 citací).
P°ekryvová sí´: orientovaná kruºnice
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Chord: principy

Uzly spojeny do orientované kruºnice
Kaºdý uzel zná svého p°edch·dce a následníka

Klí£e i uzly hashovány SHA-1 (160 bitové ID),
identi�kátory jsou rovnom¥rn¥ rozloºeny po celém
prostoru
Klí£e jsou p°i°azeny uzl·m s pouºitím konzistentního
hashování

Náhodnost: Kaºdý uzel dostane zhruba stejný po£et objekt·
Lokalita: P°idání £i ubrání uzlu znamená, ºe O(1/N) klí£·
získá nové p°i°azení uzl·m

Vlastní vyhledávání:
Sloºitost O(logN) vym¥n¥ných zpráv je moºné dosáhnout p°i
znalosti jen O(logN) uzl· (plus p°edch·dce a následníka uzlu,
který iniciuje hledání)
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Vyhledávání v Chordu

Naivní:
Po²lu dotaz p°edch·dci nebo následníku (podle identi�kátoru);
rekurzivn¥ pokra£uji

Moºnost optimalizace:
Kaºdý uzel má tzv. �nger table

Obsahuje log
2
n − 1 poloºek (n je po£et uzl· v Chord síti)

Kaºdá poloºka nese £íslo uzlu, na n¥mº je k + 2i−1-tý klí£ (k
je identi�kátor aktuálního uzlu).

Vyhledávání
Nalezni v tabulce uzel, který bu¤ obsahuje klí£ nebo p°edchází
uzlu, který klí£ obsahuje.
P°ejdi na tento uzel a pokra£uj stejným zp·sobem
Celkem O(logN) p°echod· (zpráv)
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Chord � p°íklad
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Chord � p°idání uzlu

Striktní algoritmus
Nový uzel musí nalézt svého p°edch·dce, následníka a naplnit
�nger tabulku
Musí rovn¥º oznámit svou existenci v²em uzl·m, kte°í by na
n¥j m¥li ukazovat ze své �nger tabulky
Zvládnutelné v O(logN) £ase, ale velmi sloºitým protokolem.

Relaxovaný algoritmus
Vyuºívá toho, ºe údaje ve �nger tabulce nemusí být p°esné

V nejhor²ím p°ípad¥ se prohledávání redukuje na naivní
algoritmus

Stabiliza£ní protokol: p°epo£tení �nger tabulky (periodicky
kaºdý uzel)
P°idání uzlu: nalezne následníka a spustí stabiliza£ní protokol
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Chord � reakce na výpadky uzl·

Replikací
Místo jednoho následníka si drºíme r následník·

Alternativní cesty
Pokud uzel nep°ebere hledání, vyuºij p°edchozí uzel z �nger
tabulky nebo uzel s nejbliº²í replikou
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Sdílení soubor·

Hybridní p°ístup
DHT pro mén¥ £asté objekty
Náhodná procházka pro populární objekty

Gnutella a vzácné objekty:
41% dotaz· nalezen jen mén¥ jak 10 objekt·
18% dotaz· nenalezne ºádný objekt (p°itom jen 6%
dotaz· vedlo na neexistující objekty)

Nutno identi�kovat vzácné objekty a ty zp°ístupnit p°es DHT
Také moºné £asové omezení:
Jestli náhodná procházka nenalezne objekt do 30 s, p°epni
na DHT

PB165 � Grafy a sít¥


