Pisemna zkouska MA010 Grafy: 9.1. 2008, var A

Identifikace Na vypracovani mate 100 minut, celkem ziskate <
UCO: 17415+ 20+ 20 bodii. Reseni musi byt na tomtéz listu
papiru jako je zadani, pii nedostatku mista pouZijte
druhou stranu papiru. Kazdy list papiru musite pode-
psat! Je zakazano pouzit kalkulacky a jiné el. pfistroje
véetné mobilii. Pracujte samostatné. Povolen je 1 list
A4 viastnoruc¢né psanych poznamek k predmétu.

JMENO:

Poloha v mistnosti:

1). Dén je nésledujici jednoduchy graf na 10 vrcholech.

Vasim tdkolem je zjistit, kolik vzajemné neisomorfnich grafii miaze vzniknout z tohoto grafu pridanim jed-
noho nového vrcholu x a (jediné) hrany z x do nékterého ptavodniho vrcholu. Svou odpovéd aspoii struéné
zdtivodnéte.

Vzorové vysledky (feseni):

Vysledem je 4 vzajemné neisomorfnich grafi. Valna vétsina z vas spravné odhalila, Ze zalezi jediné
na tom, kolik “nesymetrickych” vrcholi nakresleny graf obsahuje. Pfesné receno, kolik je vrcholovych
orbit grupy automorfism.

Pritom ve variantach B,D bylo pomérné snadnéjsi ty spravné symetrie nalézt, ale jen mélokdo
se vyrovnal i s pozadavkem zdivodnéni, tedy vysvétlit i pro¢ dalsi symetrie nejsou. (To byl Gasty
davod ztraty bodi i pfi spravné uréeném poctu.)

Ve variantach A,C bylo vice symetrii k objeveni, které jen néktefi nasli a ostatni pak vétsinou méli
odpovédi jako 5 nebo 6 ziskané z objeveni té snadnéjsi (zrcadlové) symetrie. Pokud vsak postup byl
spravné systematicky a jedinou chybou bylo neobjeveni té dodateéné “skryté” symetrie, udéloval
jsem také dost hodné bodi. (Podivejte se na svij ptiklad znovu...)

2). Je dan jednoduchy graf na 11 vrcholech:

Vasim tkolem je zodpovédét spravné nasledujici t¥i otdzky o tomto grafu. V odpoveédi nestaci uvést jen spravny
vysledek, ale nutné je i struéné zdivodnéni jeho spravnosti (na pfiloZeném obrazku).



a) Jak velka je jeho nejvétsi nezdvisld mnozina?

b) Nakreslete libovolny jednoduchy graf, ktery ma stejnou posloupnost stupiit jako zadany graf a pfitom
je nesouvisly.

c¢) Jaka je barevnost naseho grafu? Nazapomeiite korektné zdavodnit.

Vzorové vysledky (feseni):

3).

a) Jeho nejvétsi nezavislda mnozina ma 5 vrchola (kolem stfedového).
b) S nakreslenim pozadovaného grafu nebyl obvykle problém.

c) Barevnost grafu je 4, obarveni neni obtizné. Potésili jste mé, Ze vétSina i spravné zdivodnila,
pro¢ graf nelze obarvit 3 barvami: Vnéjsi Cs vyzaduje 3 barvy a az na symetrii je takové obarveni
jednozna¢né (to je klicové). Pak vrcholy kolem stiedového také dostanou 3 rizné barvy, jak lze
zdvodnit z obrazku, a prostfedni vrchol uz étvrtou barvu vyzaduje.

Za kazdou ¢ast bylo po 5 bod1, pfi¢emz hlavnim diivodem ubirani bodd bylo nedostate¢né zdtvod-

vvvvvv

obdrzeli +1 bod navic.

Méjme konecnou mnozinu uzavienych intervalti na realné ose. Nad témito intervaly definujeme graf nasledovneé:
Vrcholy jsou nase intervaly a hrany spojuji pravé ty dvojice intervald, které jsou disjunktni. Grafy definované
popsanym zptisobem nazvéme mimo-intervalové. (Jsou to vlastné doplitky lépe zndmych intervalovych graft.)

a) Podejte zde elementérni dikaz faktu, Ze barevnost mimo-intervalového grafu je vzdy rovna velikosti jeho
nejvetsi kliky.

b) Popiste efektivni algoritmus (pocitajici v polynomidlnim ¢ase) pro urceni barevnosti vstupniho mimo-
intervalového grafu.

Vzorové vysledky (feseni):

Da se Fici, ze nikdo ¢ast a) spravné neudélal. Pokusy barvit vrcholy od nejvyssich stupmit a podobné
jsou predem odsouzeny k nezdaru, nebot problém barevnosti je NP-tiplny. Aby byl va$ postup barveni
pouzitelny, musi podstatnym zpusobem vyuZivat strukturu dané intervalové reprezentace. Bohuzel
vSak ani pozorovani, Ze kazdy dalsi vrchol  mimo nejvétsi kliku je s nékterym vrcholem v kliky
nespojeny k ni¢emu nevede, nebot i kdyz z obarvime stejnou barvou jako v, takovych z miize byt
vice a nékteré z nich budou jako intervaly disjunktni, tudiZ nemiZete vSem pfifadit stejnou barvul!

Spravnym piistupem bylo nejprve udélat algoritmus pro ¢ast b). To se nékterym povedlo velmi
pékné. Opét vSak bylo mnoho pokust snazicich se prohledavat kliky nebo barvit hladové podle
stupnt vrcholi, které byly pfedem odsouzeny k nezdaru (opét je divodem NP-tplnost problému
barevnosti i kliky).

Spravny barvici algoritmus je nasledovny:

% Intervaly si sefadime podle zac¢atki zleva. Stétec si namoéime do barvy 1.

* Méjme Stétec namoceny barvou c. Postupujeme smérem doprava. Dokud objevujeme jen nové
zacatky intervalti, barvime je vSechny barvou c.

* Jakmile narazime na konec nékterého intervalu barvy c¢ (intervalti barev < ¢ si nevs§imame),
barvu si zménime na ¢ + 1 a pokracujeme pfedchozim.

Snadnou analjzou tohoto algoritmu nejen ukdzeme jeho korektnost, ale také vidime, Ze posloupnost
vybranych intervall, po kterych jsme ménili barvy, tvori kliku, takZe pocet pouzitych barev je roven
velikosti nejvétsi kliky.

Studenti mifici neperspektivnimi sméry jsem odménoval drobnymi par body, vyssi bodovani do-
stavali nakonec jen ti, ktefi se aspon priblizili k podani vyse uvedeného algoritmu. Ovsem pozor,
byly mnohé marné pokusy o algoritmus, které na prvni pohled mohou vypadat podobné, ale jejich
spole¢nou chybou bylo, Ze barvu 1 pouzivali pro vsechny dalsi intervaly prekryvajici se s prvnim. To
samoziejmeé nelze, ty dalsi intervaly mohou byt mezi sebou disjunktni. Klicovou myslenkou postupu
je, ze k dalsi barvé musime prejit, jakmile néktery interval prvni skonéi, a pokud u vas tato myslenka
neni obsazena, body za takovy pokus nebudou.



4). Dokazte platnost nasledujiciho tvrzeni:

Hrany (v8echny!) kazdého jednoduchého neorientovaného grafu G lze zorientovat tak, aby do kazdého jeho
vrcholu v € V(G) stupné d, pfichézelo nejvyse [d,/2] Sipek. ([ ] je horni celd ¢4st.)

Pro¢ analogické tvrzeni neplati s nejvyse |d, /2] pfichazejicimi Sipkami?

Vzorové vysledky (feseni):

Nejprve se podivame na druhou otazku za 5 bodu, kterou skoro kazdy zvladl. Staci se podivat na
graf K5 se stupni 1, do kazdého jeho vrcholu by muselo pfichazet 0 hran, coZ nelze.

Hlavni otézka uz dopadala hife. Néktefi se k ni snazili pfistupovat pres kresleni grafu jednim
tahem a zorientovani tohoto tahu, ale délalo jim problém se vyrovnat s vrcholy lichych stupni. Jini
zkouseli dtikaz indukci pfes pocet vrchold, ale tém se vibec nepovedl indukéni krok, takze takové
pokusy byly neuznatelné. D4 se to i tak, ale pro indukéni predpoklad se musi hrany pridavaného
vrcholu vhodné “pfemostit”.

Nejhezci feSeni vymyslelo par studentil, ktefi si v§imli vyznamné role zorientovanych kruznic.
(Bohuzel nikdo z nich ani toto hezké feSeni nedotahl do formalné spravného dikazu.) Formalné
postupujeme indukci podle poc¢tu kruznic ¢i poc¢tu hran grafu. Stromy zorientujeme snadno podle
pozadavku (od kofene k listiim). Jinak vezmeme kruznici, odebereme jeji hrany a indukci zbytek
zorientujeme. K tomu pifiddme tuto kruznici zorientovanou do cyklu.

7 15 bodt na tuto ¢ast bylo udélovano podle zasluh, tedy podle pfiblizeni se k néjakému spravnému
dikazu.



Pisemna zkouska MA010 Grafy: 9.1. 2008, var B

Identifikace Na vypracovani mate 100 minut, celkem ziskate <

UCO: 17415+ 20+ 20 bodii. Reseni musi byt na tomtéz listu

papiru jako je zadani, pii nedostatku mista pouZijte

druhou stranu papiru. Kazdy list papiru musite pode-

psat! Je zakazano pouzit kalkulacky a jiné el. pfistroje

Poloha v mistnosti: vCetné mobilii. Pracujte samostatné. Povolen je 1 list
A4 viastnoruc¢né psanych poznamek k predmétu.

JMENO:

1). Dén je nésledujici jednoduchy graf na 10 vrcholech.

Vasim tdkolem je zjistit, kolik vzajemné neisomorfnich grafii miaze vzniknout z tohoto grafu pridanim jed-
noho nového vrcholu x a (jediné) hrany z x do nékterého ptavodniho vrcholu. Svou odpovéd aspoii struéné
zdtivodnéte.

Vzorové vysledky (feseni):

Vysledem je 6 vzajemné neisomorfnich grafii. Valna vétsina z vas spravné odhalila, ze zalezi jediné
na tom, kolik “nesymetrickych” vrcholi nakresleny graf obsahuje. Pfesné receno, kolik je vrcholovych
orbit grupy automorfism.

Pritom ve variantach B,D bylo pomérné snadnéjsi ty spravné symetrie nalézt, ale jen mélokdo
se vyrovnal i s pozadavkem zdivodnéni, tedy vysvétlit i pro¢ dalsi symetrie nejsou. (To byl Gasty
davod ztraty bodi i pfi spravné uréeném poctu.)

Ve variantach A,C bylo vice symetrii k objeveni, které jen néktefi nasli a ostatni pak vétsinou méli
odpovédi jako 5 nebo 6 ziskané z objeveni té snadnéjsi (zrcadlové) symetrie. Pokud vsak postup byl
spravné systematicky a jedinou chybou bylo neobjeveni té dodateéné “skryté” symetrie, udéloval
jsem také dost hodné bodi. (Podivejte se na svij ptiklad znovu...)

2). Je dan jednoduchy graf na 11 vrcholech:

Vasim tkolem je zodpovédét spravné nasledujici t¥i otdzky o tomto grafu. V odpoveédi nestaci uvést jen spravny
vysledek, ale nutné je i struéné zdivodnéni jeho spravnosti (na pfiloZeném obrazku).



a) Jak velka je nejdelsi kruznice v tomto grafu?

b) Nakreslete libovolny jednoduchy graf, ktery ma stejnou posloupnost stupiit jako zadany graf a pfitom
jej lze obarvit dvéma barvami.

c¢) Jaka je barevnost naseho grafu? Nazapomeiite korektné zdavodnit.

Vzorové vysledky (feseni):

3).

a) Nejdelsi kruznice v tomto grafu mé vSech 11 vrchold. Zajimavé, ze? Jen malokdo ji naSel.
b) S nakreslenim pozadovaného grafu nebyl obvykle problém.

c) Barevnost grafu je 4, obarveni neni obtizné. Potésili jste mé, Ze vétSina i spravné zdivodnila,
pro¢ graf nelze obarvit 3 barvami: Vnéjsi Cs vyzaduje 3 barvy a az na symetrii je takové obarveni
jednozna¢né (to je klicové). Pak vrcholy kolem stiedového také dostanou 3 rizné barvy, jak lze
zdvodnit z obrazku, a prostfedni vrchol uz étvrtou barvu vyzaduje.

Za kazdou ¢ast bylo po 5 bod1, pfi¢emz hlavnim diivodem ubirani bodd bylo nedostate¢né zdtvod-

vvvvvv

obdrzeli +1 bod navic.

Méjme konecnou mnozinu uzavienych intervalti na realné ose. Nad témito intervaly definujeme graf nasledovneé:
Vrcholy jsou nase intervaly a hrany spojuji pravé ty dvojice intervald, které jsou disjunktni. Grafy definované
popsanym zptisobem nazvéme mimo-intervalové. (Jsou to vlastné doplitky lépe zndmych intervalovych graft.)

a) Podejte zde elementérni dikaz faktu, Ze barevnost mimo-intervalového grafu je vzdy rovna velikosti jeho
nejvetsi kliky.

b) Popiste efektivni algoritmus (pocitajici v polynomidlnim ¢ase) pro urceni barevnosti vstupniho mimo-
intervalového grafu.

Vzorové vysledky (feseni):

Da se Fici, ze nikdo ¢ast a) spravné neudélal. Pokusy barvit vrcholy od nejvyssich stupmit a podobné
jsou predem odsouzeny k nezdaru, nebot problém barevnosti je NP-tiplny. Aby byl va$ postup barveni
pouzitelny, musi podstatnym zpusobem vyuZivat strukturu dané intervalové reprezentace. Bohuzel
vSak ani pozorovani, Ze kazdy dalsi vrchol  mimo nejvétsi kliku je s nékterym vrcholem v kliky
nespojeny k ni¢emu nevede, nebot i kdyz z obarvime stejnou barvou jako v, takovych z miize byt
vice a nékteré z nich budou jako intervaly disjunktni, tudiZ nemiZete vSem pfifadit stejnou barvul!

Spravnym piistupem bylo nejprve udélat algoritmus pro ¢ast b). To se nékterym povedlo velmi
pékné. Opét vSak bylo mnoho pokust snazicich se prohledavat kliky nebo barvit hladové podle
stupnt vrcholi, které byly pfedem odsouzeny k nezdaru (opét je divodem NP-tplnost problému
barevnosti i kliky).

Spravny barvici algoritmus je nasledovny:

% Intervaly si sefadime podle zac¢atki zleva. Stétec si namoéime do barvy 1.

* Méjme Stétec namoceny barvou c. Postupujeme smérem doprava. Dokud objevujeme jen nové
zacatky intervalti, barvime je vSechny barvou c.

* Jakmile narazime na konec nékterého intervalu barvy c¢ (intervalti barev < ¢ si nevs§imame),
barvu si zménime na ¢ + 1 a pokracujeme pfedchozim.

Snadnou analjzou tohoto algoritmu nejen ukdzeme jeho korektnost, ale také vidime, Ze posloupnost
vybranych intervall, po kterych jsme ménili barvy, tvori kliku, takZe pocet pouzitych barev je roven
velikosti nejvétsi kliky.

Studenti mifici neperspektivnimi sméry jsem odménoval drobnymi par body, vyssi bodovani do-
stavali nakonec jen ti, ktefi se aspon priblizili k podani vyse uvedeného algoritmu. Ovsem pozor,
byly mnohé marné pokusy o algoritmus, které na prvni pohled mohou vypadat podobné, ale jejich
spole¢nou chybou bylo, Ze barvu 1 pouzivali pro vsechny dalsi intervaly prekryvajici se s prvnim. To
samoziejmeé nelze, ty dalsi intervaly mohou byt mezi sebou disjunktni. Klicovou myslenkou postupu
je, ze k dalsi barvé musime prejit, jakmile néktery interval prvni skonéi, a pokud u vas tato myslenka
neni obsazena, body za takovy pokus nebudou.



4). Dokazte platnost nasledujiciho tvrzeni:

Hrany (v8echny!) kazdého jednoduchého neorientovaného grafu G lze zorientovat tak, aby do kazdého jeho
vrcholu v € V(G) stupné d, pfichézelo nejvyse [d,/2] Sipek. ([ ] je horni celd ¢4st.)

Pro¢ analogické tvrzeni neplati s nejvyse |d, /2] pfichazejicimi Sipkami?

Vzorové vysledky (feseni):

Nejprve se podivame na druhou otazku za 5 bodu, kterou skoro kazdy zvladl. Staci se podivat na
graf K5 se stupni 1, do kazdého jeho vrcholu by muselo pfichazet 0 hran, coZ nelze.

Hlavni otézka uz dopadala hife. Néktefi se k ni snazili pfistupovat pres kresleni grafu jednim
tahem a zorientovani tohoto tahu, ale délalo jim problém se vyrovnat s vrcholy lichych stupni. Jini
zkouseli dtikaz indukci pfes pocet vrchold, ale tém se vibec nepovedl indukéni krok, takze takové
pokusy byly neuznatelné. D4 se to i tak, ale pro indukéni predpoklad se musi hrany pridavaného
vrcholu vhodné “pfemostit”.

Nejhezci feSeni vymyslelo par studentil, ktefi si v§imli vyznamné role zorientovanych kruznic.
(Bohuzel nikdo z nich ani toto hezké feSeni nedotahl do formalné spravného dikazu.) Formalné
postupujeme indukci podle poc¢tu kruznic ¢i poc¢tu hran grafu. Stromy zorientujeme snadno podle
pozadavku (od kofene k listiim). Jinak vezmeme kruznici, odebereme jeji hrany a indukci zbytek
zorientujeme. K tomu pifiddme tuto kruznici zorientovanou do cyklu.

7 15 bodt na tuto ¢ast bylo udélovano podle zasluh, tedy podle pfiblizeni se k néjakému spravnému
dikazu.



Pisemna zkouska MA010 Grafy: 9.1. 2008, var C

Identifikace Na vypracovani mate 100 minut, celkem ziskate <

UCO: 17415+ 20+ 20 bodii. Reseni musi byt na tomtéz listu

papiru jako je zadani, pii nedostatku mista pouZijte

druhou stranu papiru. Kazdy list papiru musite pode-

psat! Je zakazano pouzit kalkulacky a jiné el. pfistroje

Poloha v mistnosti: vCetné mobilii. Pracujte samostatné. Povolen je 1 list
A4 viastnoruc¢né psanych poznamek k predmétu.

JMENO:

1). Dén je nésledujici jednoduchy graf na 10 vrcholech.

Vasim tdkolem je zjistit, kolik vzajemné neisomorfnich grafii miaze vzniknout z tohoto grafu pridanim jed-
noho nového vrcholu x a (jediné) hrany z x do nékterého ptavodniho vrcholu. Svou odpovéd aspoii struéné
zdtivodnéte.

Vzorové vysledky (feseni):

Vysledem je 3 vzajemné neisomorfnich grafi. Valna vétsina z vas spravné odhalila, ze zalezi jediné
na tom, kolik “nesymetrickych” vrcholi nakresleny graf obsahuje. Pfesné receno, kolik je vrcholovych
orbit grupy automorfism.

Pritom ve variantach B,D bylo pomérné snadnéjsi ty spravné symetrie nalézt, ale jen mélokdo
se vyrovnal i s pozadavkem zdivodnéni, tedy vysvétlit i pro¢ dalsi symetrie nejsou. (To byl Gasty
davod ztraty bodi i pfi spravné uréeném poctu.)

Ve variantach A,C bylo vice symetrii k objeveni, které jen néktefi nasli a ostatni pak vétsinou méli
odpovédi jako 5 nebo 6 ziskané z objeveni té snadnéjsi (zrcadlové) symetrie. Pokud vsak postup byl
spravné systematicky a jedinou chybou bylo neobjeveni té dodateéné “skryté” symetrie, udéloval
jsem také dost hodné bodi. (Podivejte se na svij ptiklad znovu...)

2). Je dan jednoduchy graf na 11 vrcholech:

Vasim tkolem je zodpovédét spravné nasledujici t¥i otdzky o tomto grafu. V odpoveédi nestaci uvést jen spravny
vysledek, ale nutné je i struéné zdivodnéni jeho spravnosti (na pfiloZeném obrazku).



a) Jak velka je nejkratsi kruznice v tomto grafu?

b) Nakreslete libovolny jednoduchy graf, ktery ma stejnou posloupnost stupiit jako zadany graf a pfitom
obsahuje dva vrcholy ve vzdalenosti 4 od sebe.

c¢) Jaka je barevnost naseho grafu? Nazapomeiite korektné zdavodnit.

Vzorové vysledky (feseni):

3).

a) Nejkratsi kruznice v tomto grafu je Cj.
b) S nakreslenim pozadovaného grafu nebyl obvykle problém.

c) Barevnost grafu je 4, obarveni neni obtizné. Potésili jste mé, Ze vétSina i spravné zdivodnila,
pro¢ graf nelze obarvit 3 barvami: Vnéjsi Cs vyzaduje 3 barvy a az na symetrii je takové obarveni
jednozna¢né (to je klicové). Pak vrcholy kolem stiedového také dostanou 3 rizné barvy, jak lze
zdvodnit z obrazku, a prostfedni vrchol uz étvrtou barvu vyzaduje.

Za kazdou ¢ast bylo po 5 bod1i, pfi¢emz hlavnim diivodem ubirani bod bylo nedostate¢né zdtvod-

vvvvvv

obdrzeli +1 bod navic.

Méjme konecnou mnozinu uzavienych intervalti na realné ose. Nad témito intervaly definujeme graf nasledovneé:
Vrcholy jsou nase intervaly a hrany spojuji praveé ty dvojice intervald, které jsou disjunktni. Grafy definované
popsanym zptisobem nazvéme mimo-intervalové. (Jsou to vlastné doplitky lépe zndmgch intervalovych graft.)

a) Podejte zde elementérni dikaz faktu, Ze barevnost mimo-intervalového grafu je vzdy rovna velikosti jeho
nejvetsi kliky.

b) Popiste efektivni algoritmus (pocitajici v polynomidlnim ¢ase) pro urceni barevnosti vstupniho mimo-
intervalového grafu.

Vzorové vysledky (feseni):

Da se Fici, ze nikdo ¢ast a) spravné neudélal. Pokusy barvit vrcholy od nejvyssich stupmit a podobné
jsou predem odsouzeny k nezdaru, nebot problém barevnosti je NP-tiplny. Aby byl va$ postup barveni
pouzitelny, musi podstatnym zpusobem vyuZivat strukturu dané intervalové reprezentace. Bohuzel
vSak ani pozorovani, Ze kazdy dalsi vrchol  mimo nejvétsi kliku je s nékterym vrcholem v kliky
nespojeny k ni¢emu nevede, nebot i kdyz z obarvime stejnou barvou jako v, takovych z miize byt
vice a nékteré z nich budou jako intervaly disjunktni, tudiZ nemiZete vSem pfifadit stejnou barvul!

Spravnym piistupem bylo nejprve udélat algoritmus pro ¢ast b). To se nékterym povedlo velmi
pékné. Opét vSak bylo mnoho pokust snazicich se prohledavat kliky nebo barvit hladové podle
stupnt vrcholi, které byly pfedem odsouzeny k nezdaru (opét je divodem NP-tplnost problému
barevnosti i kliky).

Spravny barvici algoritmus je nasledovny:

% Intervaly si sefadime podle zac¢atki zleva. Stétec si namoéime do barvy 1.

* Méjme Stétec namoceny barvou c. Postupujeme smérem doprava. Dokud objevujeme jen nové
zacatky intervalti, barvime je vSechny barvou c.

* Jakmile narazime na konec nékterého intervalu barvy c¢ (intervalti barev < ¢ si nevs§imame),
barvu si zménime na ¢ + 1 a pokracujeme pfedchozim.

Snadnou analjzou tohoto algoritmu nejen ukdzeme jeho korektnost, ale také vidime, Ze posloupnost
vybranych intervall, po kterych jsme ménili barvy, tvori kliku, takZe pocet pouzitych barev je roven
velikosti nejvétsi kliky.

Studenti mifici neperspektivnimi sméry jsem odménoval drobnymi par body, vyssi bodovani do-
stavali nakonec jen ti, ktefi se aspon priblizili k podani vyse uvedeného algoritmu. Ovsem pozor,
byly mnohé marné pokusy o algoritmus, které na prvni pohled mohou vypadat podobné, ale jejich
spole¢nou chybou bylo, Ze barvu 1 pouzivali pro vsechny dalsi intervaly prekryvajici se s prvnim. To
samoziejmeé nelze, ty dalsi intervaly mohou byt mezi sebou disjunktni. Klicovou myslenkou postupu
je, ze k dalsi barvé musime prejit, jakmile néktery interval prvni skonéi, a pokud u vas tato myslenka
neni obsazena, body za takovy pokus nebudou.



4). Dokazte platnost nasledujiciho tvrzeni:

Hrany (v8echny!) kazdého jednoduchého neorientovaného grafu G lze zorientovat tak, aby do kazdého jeho
vrcholu v € V(G) stupné d, pfichézelo nejvyse [d,/2] Sipek. ([ ] je horni celd ¢4st.)

Pro¢ analogické tvrzeni neplati s nejvyse |d, /2] pfichazejicimi Sipkami?

Vzorové vysledky (feseni):

Nejprve se podivame na druhou otazku za 5 bodu, kterou skoro kazdy zvladl. Staci se podivat na
graf K5 se stupni 1, do kazdého jeho vrcholu by muselo pfichazet 0 hran, coZ nelze.

Hlavni otézka uz dopadala hife. Néktefi se k ni snazili pfistupovat pres kresleni grafu jednim
tahem a zorientovani tohoto tahu, ale délalo jim problém se vyrovnat s vrcholy lichych stupni. Jini
zkouseli dtikaz indukci pfes pocet vrchold, ale tém se vibec nepovedl indukéni krok, takze takové
pokusy byly neuznatelné. D4 se to i tak, ale pro indukéni predpoklad se musi hrany pridavaného
vrcholu vhodné “pfemostit”.

Nejhezci feSeni vymyslelo par studentil, ktefi si v§imli vyznamné role zorientovanych kruznic.
(Bohuzel nikdo z nich ani toto hezké feSeni nedotahl do formalné spravného dikazu.) Formalné
postupujeme indukci podle poc¢tu kruznic ¢i poc¢tu hran grafu. Stromy zorientujeme snadno podle
pozadavku (od kofene k listiim). Jinak vezmeme kruznici, odebereme jeji hrany a indukci zbytek
zorientujeme. K tomu pifiddme tuto kruznici zorientovanou do cyklu.

7 15 bodt na tuto ¢ast bylo udélovano podle zasluh, tedy podle pfiblizeni se k néjakému spravnému
dikazu.
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Pisemna zkouska MA010 Grafy: 9.1. 2008, var D

Identifikace Na vypracovani mate 100 minut, celkem ziskate <

UCO: 17415+ 20+ 20 bodii. Reseni musi byt na tomtéz listu

papiru jako je zadani, pii nedostatku mista pouZijte

druhou stranu papiru. Kazdy list papiru musite pode-

psat! Je zakazano pouzit kalkulacky a jiné el. pfistroje

Poloha v mistnosti: vCetné mobilii. Pracujte samostatné. Povolen je 1 list
A4 viastnoruc¢né psanych poznamek k predmétu.

JMENO:

1). Dén je nésledujici jednoduchy graf na 10 vrcholech.

Vasim tdkolem je zjistit, kolik vzajemné neisomorfnich grafii miaze vzniknout z tohoto grafu pridanim jed-
noho nového vrcholu x a (jediné) hrany z x do nékterého ptavodniho vrcholu. Svou odpovéd aspoii struéné
zdtivodnéte.

Vzorové vysledky (feseni):

Vysledem je 5 vzajemné neisomorfnich grafii. Valna vétsina z vas spravné odhalila, Ze zalezi jediné
na tom, kolik “nesymetrickych” vrcholi nakresleny graf obsahuje. Pfesné receno, kolik je vrcholovych
orbit grupy automorfism.

Pritom ve variantach B,D bylo pomérné snadnéjsi ty spravné symetrie nalézt, ale jen mélokdo
se vyrovnal i s pozadavkem zdivodnéni, tedy vysvétlit i pro¢ dalsi symetrie nejsou. (To byl Gasty
davod ztraty bodi i pfi spravné uréeném poctu.)

Ve variantach A,C bylo vice symetrii k objeveni, které jen néktefi nasli a ostatni pak vétsinou méli
odpovédi jako 5 nebo 6 ziskané z objeveni té snadnéjsi (zrcadlové) symetrie. Pokud vsak postup byl
spravné systematicky a jedinou chybou bylo neobjeveni té dodateéné “skryté” symetrie, udéloval
jsem také dost hodné bodi. (Podivejte se na svij ptiklad znovu...)

2). Je dan jednoduchy graf na 11 vrcholech:

Vasim tkolem je zodpovédét spravné nasledujici t¥i otdzky o tomto grafu. V odpoveédi nestaci uvést jen spravny
vysledek, ale nutné je i struéné zdivodnéni jeho spravnosti (na pfiloZeném obrazku).
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a) Jak velkd je nejmensi podmnozina X jeho vrcholt takové, ze kazdy jeho vrchol mimo X ma néjakého
souseda v X7

b) Nakreslete libovolny jednoduchy graf, ktery ma stejnou posloupnost stupii jako zadany graf a pfitom
obsahuje trojihelnik.

¢) Jaka je barevnost naseho grafu? Nazapomeiite korektné zdivodnit.

Vzorové vysledky (feseni):

3).

a) Nejmensi podmnozina X jeho vrcholt takova, ze kazdy jeho vrchol mimo X mé néjakého
souseda v X, ma 3 vrcholy.

b) S nakreslenim pozadovaného grafu nebyl obvykle problém.

c) Barevnost grafu je 4, obarveni neni obtizné. Potésili jste mé, Ze vétSina i spravné zdivodnila,
pro¢ graf nelze obarvit 3 barvami: Vnéjsi Cs vyzaduje 3 barvy a aZz na symetrii je takové obarveni
jednozna¢né (to je klicové). Pak vrcholy kolem stiedového také dostanou 3 rizné barvy, jak lze
zduvodnit z obrazku, a prostredni vrchol uz ¢tvrtou barvu vyzaduje.

Za kazdou ¢ast bylo po 5 bod1, pfi¢emz hlavnim déivodem ubirani bod bylo nedostate¢né zdtvod-

vvvvvv

obdrzeli +1 bod navic.

Méjme koneénou mnozinu uzavienych intervalt na realné ose. Nad témito intervaly definujeme graf néasledovné:
Vrcholy jsou nage intervaly a hrany spojuji pravé ty dvojice intervali, které jsou disjunktni. Grafy definované
popsanym zpisobem nazvéme mimo-intervalové. (Jsou to vlastné dopliiky lépe zndmych intervalovych grafi.)

a) Podejte zde elementéarni dikaz faktu, ze barevnost mimo-intervalového grafu je vzdy rovna velikosti jeho
nejvetsi kliky.

b) Popiste efektivni algoritmus (pocitajici v polynomidlnim ¢ase) pro urceni barevnosti vstupniho mimo-
intervalového grafu.

Vzorové vysledky (feseni):

D4 se Fici, ze nikdo ¢ast a) spravné neudélal. Pokusy barvit vrcholy od nejvyssich stupiit a podobné
jsou pfedem odsouzeny k nezdaru, nebot problém barevnosti je NP-tiplny. Aby byl vas postup barveni
pouzitelny, musi podstatnym zpiisobem vyuzivat strukturu dané intervalové reprezentace. Bohuzel
vSak ani pozorovani, Ze kazdy dalsi vrchol  mimo nejvétsi kliku je s nékterym vrcholem v kliky
nespojeny k ni¢emu nevede, nebot i kdyz x obarvime stejnou barvou jako v, takovych z miize byt
vice a nékteré z nich budou jako intervaly disjunktni, tudiZ nemiZete vSem pfifadit stejnou barvu!

Spravnym piistupem bylo nejprve udélat algoritmus pro ¢ast b). To se nékterym povedlo velmi
pékné. Opét vSak bylo mnoho pokust snazicich se prohledavat kliky nebo barvit hladové podle
stupnt vrcholi, které byly pfedem odsouzeny k nezdaru (opét je divodem NP-tplnost problému
barevnosti i kliky).

Spravny barvici algoritmus je néasledovny:

% Intervaly si sefadime podle zac¢atki zleva. Stétec si namoéime do barvy 1.

* Méjme stétec namoceny barvou c. Postupujeme smérem doprava. Dokud objevujeme jen nové
zacatky intervall, barvime je vSechny barvou c.

* Jakmile narazime na konec nékterého intervalu barvy c¢ (intervalti barev < ¢ si nevs§imame),
barvu si zménime na ¢ + 1 a pokracujeme pfedchozim.

Snadnou analyzou tohoto algoritmu nejen ukazeme jeho korektnost, ale také vidime, Zze posloupnost
vybranych intervall, po kterych jsme ménili barvy, tvori kliku, takZe pocet pouzitych barev je roven
velikosti nejvétsi kliky.

Studenti mifici neperspektivnimi sméry jsem odménoval drobnymi par body, vyssi bodovani do-
stavali nakonec jen ti, ktefi se aspon priblizili k podani vyse uvedeného algoritmu. Ovsem pozor,
byly mnohé marné pokusy o algoritmus, které na prvni pohled mohou vypadat podobné, ale jejich
spole¢nou chybou bylo, Ze barvu 1 pouzivali pro vSechny dalsi intervaly prekryvajici se s prvnim. To
samoziejmeé nelze, ty dalsi intervaly mohou byt mezi sebou disjunktni. Kli¢ovou myslenkou postupu
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je, ze k dalsi barvé musime prejit, jakmile néktery interval prvni skonéi, a pokud u vas tato myslenka
neni obsazena, body za takovy pokus nebudou.

Dokazte platnost nasledujiciho tvrzeni:

Hrany (vSechny!) kazdého jednoduchého neorientovaného grafu G lze zorientovat tak, aby do kazdého jeho
vrcholu v € V(G) stupné d,, prichdzelo nejvyse [d,/2] sipek. ([ | je horni celd ¢ast.)

Pro¢ analogické tvrzeni neplati s nejvyse |d, /2| ptichdzejicimi Sipkami?

Vzorové vysledky (feseni):

Nejprve se podivame na druhou otézku za 5 bodu, kterou skoro kazdy zvladl. Stacéi se podivat na
graf Ko se stupni 1, do kazdého jeho vrcholu by muselo prichazet 0 hran, coZ nelze.

Hlavni otazka uz dopadala hiife. Nékteri se k ni snazili pfistupovat pfes kresleni grafu jednim
tahem a zorientovani tohoto tahu, ale dé€lalo jim problém se vyrovnat s vrcholy lichych stupnd. Jini
zkouseli dikaz indukci pres pocet vrcholi, ale tém se viibec nepovedl indukéni krok, takze takové
pokusy byly neuznatelné. Da se to i tak, ale pro indukéni predpoklad se musi hrany pridavaného
vrcholu vhodné “premostit”.

Nejhez¢i feSeni vymyslelo par studenti, ktefi si v§imli vyznamné role zorientovanych kruznic.
(Bohuzel nikdo z nich ani toto hezké feseni nedotahl do formdlné spravného diikazu.) Forméalné
postupujeme indukci podle poc¢tu kruznic ¢ poctu hran grafu. Stromy zorientujeme snadno podle
pozadavku (od kofene k listiim). Jinak vezmeme kruZnici, odebereme jeji hrany a indukei zbytek
zorientujeme. K tomu priddme tuto kruznici zorientovanou do cyklu.

7 15 bodu na tuto ¢ast bylo udélovano podle zasluh, tedy podle pribliZeni se k néjakému spravnému
dikazu.



