12. Testovani nezavislosti nahodnych veli¢in

12.1. Motivace (vysvétleni pojmi nominalni, ordindlni, intervalové a pomérova ndhodna
veli¢ina, motivace k testovani nezavislosti)

12.2. Definice (definice kontingencni tabulky)

12.3. Véta (véta o testové statistice K)

12.4. Poznamka (podminky dobré aproximace)

12.5. Definice (definice Cramérova koeficientu, vyznam jeho hodnot: mezi 0 az 0,1 ...
zanedbatelna zavislost, mezi 0,1 az 0,3 ... slaba zavislost, mezi 0,3 az 0,7 ... stfedni zavislost,
mezi 0,7 az 1 ... silna zavislost. )

12.6. Priklad: V sociologickém prizkumu byl z uchazect o studium na vysokych skolach
pofizen ndhodny vybér rozsahu 360. Mimo jiné se zjiStovala socialni skupina, ze které

uchaze¢ pochazi a typ Skoly, na kterou se hlasi. Vysledky jsou zaznamenany v kontingenc¢ni
tabulce:

Typ Skoly | Socidlni skupina| n;
| I [III| IV
univerzitni [50] 30 | 10| 50 | 140
technicky |30| 50 [20] 10 | 110
ekonomicky [10] 20 [30| 50 | 110
N 90[100]60]110]360

Na asymptotické hladiné vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu o nezavislosti typu skoly a
socialni skupiny. Vypoctéte Cramérav koeficient.

ReSeni:

Nejprve vypocteme vSech 12 teoretickych Cetnosti:

n,n, 140090 _ 35, n,n, 1400000 _ 38,9, n,n, 140060 _ 233, n,n, _140010 _ 08,
n 360 n 360 n 360 n 360

n,n, _ 110090 _ 27, n,n, _110000 _ 30,6, n,n; 110060 _ 183, n,n, _110010 _ 33,6,
n 360 n 360 n 360 n 360

n,n, _110090 _ 275, n,n, _110000 _ 30,6, n,n, _110060 _ 183, n,n, _110010 _ 33.6.
n 360 n 360 n 360 n 360

Vidime, Ze podminky dobré¢ aproximace jsou splnény, vSechny teoretické Cetnosti prevysuji
¢islo 5.
Nyni dosadime do vzorce pro testovou statistiku K:
2 2 2
(50-35)° , (30-389) . 4 (50 -33,6)
35 389 33,6
K > 12,6, hypotézu o nezavislosti typu skoly a socidlni skupiny zamitdme na asymptotické

hlading vyznamnosti 0,05. Cramértv koeficient: V = _| 376%;2 =0,3267 . Hodnota Cramérova

K= =76,84,1=3,5=4,x%0s5(6) = 12,6. Protoze

koeficientu svédci o tom, ze mezi veliCinami X a Y existuje stfedn¢ silna zavislost.

12.7. Definice (definice Ctyipolni kontingenc¢ni tabulky)



12.8. Véta (veéta o testove statistice K pro Ctyfpolni tabulky)

12.9. Poznamka: U ctyfpolni KT Ize rovnéz pouzit nésledujici podminky dobré aproximace:
atb>5,c+d>(a+c)3.

12.10. Priklad: U 135 uchazect o studium na jistou fakultu byl hodnocen dojem, jakym
zapusobili na komisi u ustni ptijimaci zkousky. Na asymptotické hladiné vyznamnosti 0,05
testujte hypotézu, ze pfijeti na fakultu nezavisi na dojmu u ptijimaci zkousky.

prijeti dojem n;.
dobry | Spatny
ano 17 11 28
ne 39 58 | 97
N 56 69 125

ReSeni:

Ovétime splnéni podminek dobré aproximace:

atb=28>5c+d=97>(a+c)/3=56/3=18,66—v poradku

Dosadime do zjednoduseného vzorce pro testovou statistiku K:
_ n(ad - be)’ _ 12501738 -1139)°

(a+b)c+d)a+c)b+d) 2897 36 [69

Kriticky obor: W = (X%0.s (1), 0) = (3,841,0).

Protoze testova statistika se nerealizuje k kritickém oboru, nulovou hypotézu nezamitame na

asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05.

=3,6953

12.11. Definice (definice podilu Sanci)

12.12. Véta (asymptoticky interval spolehlivosti pro podil Sanci a jeho vyuziti k testovani
hypotézy o nezavislosti)

12.13. Ptiklad: Pro tdaje z ptikladu 12.10. vypoctéte a interpretujte podil Sanci, sestrojte 95%
asymptoticky interval spolehlivosti pro podil Sanci a s jeho pomoci testujte hypotézu, ze
piijeti na fakultu nezavisi na dojmu u piijimaci zkousky.

ReSeni:
ad _ 17058 st e g s y e o .
OR = be = 1139 =2,298 . Podil Sanci nam tik4, ze uchazec, ktery zaptsobil na komisi
c

dobrym dojmem, ma4 asi 2,3 x vétsi Sanci na piijeti nez uchazec, ktery zaptisobil Spatnym
dojmem. Provedeme dal$i pomocné vypocty:
In OR =0,832,

\/l+l+l+l:\/i+l+i+i:0,439,u0975:1,96
a b c d V17 11 39 58 ’

Dosadime do vzorcii pro meze asymptotického intervalu spolehlivosti pro podil Sanci:

Ind =InOR - l +l +l+lul_a/2 =0,832-0,4390,96 = -0,028
a b ¢ d

Inh :anR+1/l +l+l+lul_a/2 =0,832+0,439,96 =1,692
a b ¢ d




Po odlogaritmovani dostaneme:

d=¢"""=0,972,h =" =5,433

Protoze interval (0,972; 5,433) obsahuje ¢islo 1, na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05
nezamitame hypotézu o nezavislosti dojmu u ptijimaci zkousky a piijeti na fakultu.

12.14. Poznamka: Pro Ctyfpolni tabulku navrhl R. A. Fisher ptesny (exaktni) test nezavislosti
znamy jako Fisherlv faktoridlovy test. (Je popsan napf. v knize K. Zvara: Biostatistika,
Karolinum, Praha 1998.) Jestlize p-hodnota pro tento test < a, pak hypotézu o nezavislosti
zamitdme na hladin€ vyznamnosti a.

12.15. Definice (definice Spearmanova koeficientu pofadové korelace, vyznam jeho hodnot)
12.16. Véta (véta o testovani hypotézy o poradové nezavislosti velic¢in X, Y)

12.17. Véta (asymptotickd varianta testu)

12.18. Ptiklad: Dva 1ékati hodnotili stav sedmi pacientl po témz chirurgickém zékroku.
Postupovali tak, ze nejvyssi potradi dostal nejtézsi pripad.

Cislo pacienta 11213]4]5]6|7
Hodnoceni 1. 1ékate |4|1|6(5(|3|2|7
Hodnoceni 2. lékare |42 |5|6(1|3|7

Vypoctéte Spearmantiv koeficient rs a na hladin€é vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze

hodnoceni obou Iékatil jsou poradoveé nezavisla.

Reseni:

=m0 - A (1-2) +(6-5) +(5-6) +(3-1)2 + (2-3) + (7-7)?| = 0.857.
7‘7 - 1)

Kriticka hodnota: 159 95(7) = 0,745. Protoze 0,857 > 0,745, nulovou hypotézu zamitdme na

hladin€ vyznamnosti 0,05.

12.19. Definice (definice Pearsonova koeficientu korelace)
12.20. Véta (véta o vlastnostech koeficientu korelace)
12.21. Definice (definice vybérového koeficientu korelace)

12.22. Poznamka: Vlastnosti Pearsonova koeficientu korelace uvedené v 13.3. se prenase;ji i
na vybérovy koeficient korelace.

12.23. Véta (véta o koeficientu korelace dvourozmérného normalniho rozlozeni)
12.24. Véta (testovani hypotézy o nezdvislosti)

12.25. Ptiklad: Méame k dispozici vysledky testli ze dvou predméti zjisténé u osmi ndhodné
vybranych studentti ur¢itého oboru.

Cislo studenta 1 2 3 4 5 6 |7 |8
PoCetbodi v 1.testu |80 |50 |36 |58 [42 |60 |56 |68
Pocet bodit ve 2. testu |65 [60 |35 [39 |48 |44 [48 |61




Na hladin€ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze vysledky obou testl nejsou kladné
korelované.

Reseni:

Nejprve se musime presveédcit, ze uvedené vysledky 1ze povaZzovat za realizace ndhodného
vybéru z dvourozmérného normélniho rozlozeni. Lze tak uc€init orientaéné pomoci
dvourozmérného teckového diagramu. Tecky by mély vytvoftit elipsovity obrazec, protoze
vrstevnice hustoty dvourozmérného normalniho rozlozeni jsou elipsy.
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Obrazek sveédci o tom, zZe predpoklad dvourozmérné normality je opravnény a Ze mezi pocty
bodl z 1. a 2. testu bude existovat urcity stupen pfimé linearni zavislosti.

Testujeme Hy: p = 0 proti pravostranné alternativé H;: p > 0.

Vypoctem zjistime: Rjx = 0,6668, T =2,1917. V tabulkach najdeme ty95(6) = 1,9432. Kriticky
obor: W = <1,9432; 00). Protoze T W, hypotézu o neexistenci kladné korelace vysledki z 1.

a 2. testu zamitdme na hladiné vyznamnosti 0,05.
12.26. Véta (test o porovnani koeficientu korelace s danou konstantou)

12.27. Ptiklad: U 600 vzorkt rudy byl stanoven obsah Zeleza dvéma analytickymi metodami
s vybérovym koeficientem korelace 0,85. V literatufe se uvadi, ze koeficient korelace téchto
dvou metod ma byt 0,9. Na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu

Hop: p=10,9 proti H;: p #0,9.

ReSeni:

1. 1+0,85 1. 1+09 0,9
Z=-In— 2 =12562, U=|12562-~In—> ——— /600 -3 = -5,2976, u
2 1-085 ( 2 1-09 2(600- 1)] 0om

=1,96, W = (— co, — 1,96> O <1,96, 00). Protoze U0 W, Hy zamitdme na asymptotické hlading

vyznamnosti 0,05.

12.28. Véta (test o porovnani dvou koreficientii korelace)

12.29. Priklad: Lékatsky vyzkum se zabyval sledovanim koncentraci latek A a B v moci
pacientil trpicich ur€itou ledvinovou chorobou. U 100 zdravych jedinct €inil vybérovy
korela¢ni koeficient mezi koncentracemi obou latek 0,65 a u 142 osob trpicich zminénou
chorobou byl 0,37. Na asymptotické hladiné¢ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze korelacni
koeficienty v obou skupindch se nelisi.

ReSeni:



* + -
=0,7753,Z = lln1 0,37 =0,3884, U= 0,7753~0,3834 =2,9242 , 19975
2 1-0,65 2 1-037 141
100-3 ' 142-3
=1,96, W = (— co, — 1,96> 0 <1,96, 00). Protoze U L0 W, Hp zamitdme na asymptotické hladiné

vyznamnosti 0,05.

1, 140,65

12.30. Véta (véta o asymptotickém intervalu spolehlivosti pro koeficient korelace)

12.31. Ptiklad: Pracovnik personalniho odd¢€leni urcité firmy zkouma4, zda existuje vztah mezi
poctem dni absence za rok (veli¢ina Y) a vékem pracovnika (veli¢ina X). Proto nahodné
vybral udaje o 10 pracovnicich.

Cprac.|1 [2 |3 |4 |5 |6 |7 [8 ]9 |10
X 27161/37[23]46]58]29]36|64 40
Y 15/6 |10]18]9 |7 [14]11]5 |8

Za predpokladu, ze uvedené tidaje tvoii ¢iselné realizace ndhodného vybéru rozsahu 10
z dvourozmérného normalniho rozloZeni, vypoctéte vybérovy korelaéni koeficient a na
hladiné vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze X a Y jsou nezavislé nahodné veli¢iny.
Sestrojte 95% asymptoticky interval spolehlivosti pro skute¢ny korela¢ni koeficient p.
ReSeni:

Ptedpoklad o dvourozmérné normalité dat ovétime orientaéné pomoci dvourozmérného
teCkového diagramu.
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Vzhled diagramu svéd¢i o tom, ze predpoklad je opravnény.

Testujeme Hy: p = 0 proti H;: p # 0. Vypocitame R, =-0,9325, tedy mezi vékem pracovnika
a poctem dntli pracovni neschopnosti existuje silné nepiima linedrni zavislost. Testova
statistika: T = -7,3053, kvantil to75(8) = 2,306, kriticky obor W = (— 00,—2,306) [ (2,306,0).
Jelikoz T [0 W, zamitdme na hladin€¢ vyznamnosti 0,05 hypotézu o nezavislosti veli¢in X a Y.

1+R -
Vypo&itame Z = 1Ry 1, 1205525 -1,6772 . Meze 95% asymptotického

intervalu spolehlivosti pro p jsou tgh(— 16772 + 1,96

7

j , tedy -0,9842 <p <-0,7336

s pravdépodobnosti ptiblizné 0,95.



