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Matematika II – 2. p̌rednáška
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jedné proměnné, MU Brno, 2003, 215 s., ISBN 80-210-3121-2
(rovněž na
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Splajny

I u polynomiálńıch interpolaćı s derivacemi pǒrád z̊ustávaj́ı
problémy zḿıněné už v p̌ŕıpadě jednoduchých interpolaćı hodnot –
složitost výpočt̊u a nestabilita. Nav́ıc p̌ribývá problém spojený
s odhadem derivaćı pokud je zadána pouze množina hodnot.
Použit́ı derivaćı však podb́ıźı jednoduché vylepšeńı metodiky –
splajny.
Nab́ıźı se tedy využit́ı malých polynomiálńıch kousk̊u, které ale
muśıme umět rozumně navazovat.
Nejjednoduš̌śı je propojeńı vždy dvou sousedńıch bodů lineárńım
polynomem. Tak se nejčastěji zobrazuj́ı data. Z pohledu derivaćı to
znamená, že budou na jednotlivých úsećıch konstantńı a pak se
skokem změńı.
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O něco sofistikovaněǰśı možnost́ı je p̌redepsat v každém bodě
hodnotu a derivaci, tj. pro dva body budeme ḿıt 4 hodnoty a
jednoznačně t́ım urč́ıme Hermite̊uv polynom 3. stupně, viz výše.
Tento polynom pak můžeme použ́ıt pro všechny hodnoty nezávislé
proměnné mezi krajńımi hodnotami x0 < x1. Hovǒŕıme o intervalu
[x0, x1]. Takové polynomiálńı p̌ŕıbĺıžeńı po kouskách už bude ḿıt tu
vlastnost, že derivace na sebe budou navazovat.
V praxi ale neńı pouhé navazováńı prvńı derivace dostatečné (viz
ťreba koleje tramvaj́ı) a nav́ıc p̌ri namě̌rených datech neḿıváme
hodnoty derivaćı k dispozici. Př́ımo se proto vnucuje pokus
využ́ıvat pouze zadané hodnoty ve dvou sousedńıch bodech, ale
požadovat zároveň rovnost prvńıch i druhých derivaćı u sousedńıch
kousk̊u polynomů ťret́ıho stupně!
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Kubický interpolačńı splajn

Definition

Necht’ x0 < x1 < · · · < xn jsou reálné (nebo racionálńı) hodnoty, ve
kterých jsou zadány požadované hodnoty y0, . . . , yn. Kubickým
interpolačńım splajnem pro toto zadáńı je funkce S : R→ R
(nebot S : Q→ Q), která splňuje následuj́ıćı podḿınky:

zúžeńı S na interval [xi−1, xi ] je polynom Si ťret́ıho stupně,
i = 1, . . . , n

Si (xi−1) = yi−1 a Si (xi ) = yi pro všechny i = 1, . . . n,

S ′i (xi ) = S ′i+1(xi ) pro všechny i = 1, . . . , n − 1,

S ′′i (xi ) = S ′′i+1(xi ) pro všechny i = 1, . . . , n − 1.
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Kubický splajn pro n + 1 bodů sestává z n kubických polynomů, tj.
máme k dispozici 4n volných parametr̊u (prvńı definičńı podḿınka).
Daľśı podḿınky p̌ritom zadávaj́ı 2n + (n− 1) + (n− 1) rovnost́ı, tj.
dva parametry z̊ustávaj́ı volné. Při praktickém použit́ı se dodávaj́ı
p̌redpisy pro prvńı derivace v krajńıch bodech (tzv. úplný splajn)
nebo jsou druhé derivace zadány jako nula (tzv. p̌rirozený splajn).
Výpočet celého splajnu už neńı bohužel tak jednoduchý jako
u nezávislých výpočt̊u Hermiteových polynomů ťret́ıho stupně,
protože data se proĺınaj́ı vždy mezi sousedńımi intervaly.
Výpočty splajnů jsou však základem taǩrka všech grafických
baĺıčk̊u pracuj́ıćıch s ǩrivkami, proto je pochopeńı principu jejich
fungováńı velmi důležité. Ti z vás, ktěŕı t́ıhnout k poč́ıtačové
grafice, se s t́ımto pojmem určitě ještě setkaj́ı.
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Aproximace je narozd́ıl od interpolace postup, který bere ohled na
to, že pracujeme s potenciálně nep̌resnými vstupńımi daty, a
nesnaž́ı se proto trefit p̌resně do zadaných bodů, ale výstupem je
funkce, která má ze zadané ťŕıdy funkćı (ve vhodném smyslu)
nejmenš́ı vzdálenost od zadaných bodů. Častým p̌ŕıpadem je
rovněž situace, kdy řeš́ıme tzv. p̌reurčenou soustavu rovnic, tj.
máme v́ıce rovnic než neznámých (nap̌r. z výše uvedených důvodů
nechceme aproximovat n + 1 daných bodů hodnotami polynomu
stupně n ale stupně nižš́ıho).
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Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u

Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u je založena na tom, že hledáme funkci
z dané množiny (nap̌r. lineárńı polynomy, kvadratické polynomy,
polynomy stupně nejvýše n, ale i mnohé jiné funkce v závislosti na
zvoleném modelu), jej́ıž hodnoty v daných bodech x1, . . . , xn maj́ı
nejmenš́ı součet druhých mocnin vzdálenost́ı od zadaných
hodnot y1, . . . , yn.
Tato metoda se velmi často objevuje ve zejména ve statistice
(regresńı analýza).
Ukažme si použit́ı této metody v nejjednoduš̌śım p̌ŕıpadě, kdy
máme dáno n bodů ([x1, y1], . . . , [xn, yn]) a hledáme p̌ŕımku, která
nejlépe vystihuje rozložeńı těchto bodů.
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Hledáme tedy funkci tvaru f (x) = a · x + b s neznámými a, b ∈ R
tak, aby hodnota

n∑
i=1

(f (xi )− yi )
2

byla minimálńı.
S pomoćı odhadů nebo základńıch metod diferenciálńıho počtu
(toho budeme schopni za několik týdnů) lze snadno odvodit
následuj́ıćı tvrzeńı.

Věta

Mezi p̌ŕımkami tvaru f (x) = a · x + b má nejmenš́ı součet čtverc̊u
vzdálenost́ı funkčńıch hodnot v bodech x1, . . . , xn od hodnot yi

funkce splňuj́ıćı

a
∑

x2
i + b

∑
xi =

∑
xiyi

a
∑

xi + b · n =
∑

yi
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Reálná č́ısla

Reálná č́ısla zavedeme v podstatě intuitivně jako obrazy bodů na
p̌ŕımce, kde vyznač́ıme bod 0 označuj́ıćı počátek a rozhodneme o
kladném směru (doprava). Znač́ıme R. Matematicky lze reálná
č́ısla zavést pomoćı axiomů.
Připoměňme si nyńı vlastnosti (axiomy) reálných č́ısel včetně
souvislost́ı uspǒrádáńı a ostatńıch relaćı. Děĺıćı čáry v tabulce
naznačuj́ı, jak axiomy postupně zaručuj́ı, že jsou reálná č́ısla
komutativńı grupou v̊uči sč́ıtáńı, že R \ {0} je komutativńı grupa
v̊uči násobeńı, R je pole, množina R spolu s operacemi +, · a s
relaćı uspǒrádáńı je tzv. uspǒrádané pole a konečně posledńımu
axiomu můžeme rozumět tak, že R je dostatečně husté, tj. nechyb́ı
nám tam body, jako nap̌r. druhá odmocnina ze dvou v č́ıslech
racionálńıch.
Zároveň si uvědomujme, které z axiomů plat́ı pro Q a C.
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(R1) (a + b) + c = a + (b + c), pro všechny a, b, c ∈ R
(R2) a + b = b + a, pro všechny a, b ∈ R
(R3) existuje 0 ∈ R takový, že pro všechny a ∈ R plat́ı a + 0 = a
(R4) pro všechny a ∈ R existuje opačný prvek (−a) ∈ R takový,

že plat́ı a + (−a) = 0

(R5) (a · b) · c = a · (b · c), pro všechny a, b, c ∈ R
(R6) a · b = b · a pro všechny a, b ∈ R
(R7) existuje 1 ∈ R takový, že pro všechny a ∈ R plat́ı 1 · a = a
(R8) pro každý a ∈ R, a 6= 0 existuje inverzńı prvek a−1 ∈ R

takový, že plat́ı a · a−1 = 1

(R9) a · (b + c) = a · b + a · c , pro všechny a, b, c ∈ R
(R10) relace ≤ je úplné uspǒrádáńı, tj. reflexivńı, antisymetrická,

tranzitivńı a úplná relace na R
(R11) pro a, b, c ∈ R plat́ı, že z a ≤ b vyplývá a + c ≤ b + c
(R12) pro všechny a, b ∈ R, a > 0, b > 0, plat́ı také a · b > 0

(R13) každá neprázdná ohraničená množina A ⊂ R má supremum.
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Horńı a dolńı závory, suprema a infima

Pojem suprema má smysl pro každou uspǒrádanou množinu, my se
zde omeźıme na reálná č́ısla.
Necht’ je dána neprázdná množina A ⊆ R. Prvek b ∈ R nazveme

horńı závorou množiny A, pokud ∀ x ∈ A : x ≤ b,

tj. pokud je prvek b věťśı (nebo roven) než všechny prvky v
množině A. Obdobně se definuje dolńı závora množiny A, tj. je to
prvek a ∈ R s vlastnost́ı, že a ≤ x pro všechny x ∈ A.
Řekneme, že množina A je shora ohraničená (shora omezená),
pokud má A alespoň jednu horńı závoru. Podobně se definuje
zdola ohraničená (zdola omezená) množina A. Množina A je
ohraničená (omezená), pokud je A současně zdola i shora
ohraničená. Viz p̌ŕıklady reálných interval̊u.
Nejmenš́ı horńı závora množiny A se nazývá supremum množiny A.
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Tj. prvek b ∈ R je supremum množiny A, pokud jsou splněny
následuj́ıćı dvě podḿınky:

∀ x ∈ A : x ≤ b (tj. b je horńı závora množiny A),

je-li y ∈ R horńı závora množiny A, potom je b ≤ y (tj. b je
nejmenš́ı horńı závora).

Supremum množiny A znač́ıme jako b = sup A.
Obdobně se definuje infimum množiny A, neboli je to nejvěťśı dolńı
závora množiny A, znač́ıme a = inf A.

Př́ıklad

Je-li A libovolný z interval̊u (0, 1), [0, 1], [0, 1) nebo (0, 1], potom
je vždy

sup A = 1 a inf A = 0.

Má-li množina A nejvěťśı (resp. nejmenš́ı) prvek b, potom je
b = sup A (resp. b = inf A). Zat́ımco nejvěťśı či nejmenš́ı prvek
nemuśı v A existovat, i když je množina A ohraničená, supremum a
infimum existuj́ı (v ohraničeném p̌ŕıpadě) vždy (jak je vidět z výše
uvedeného axiomu R19).
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Limita

V tomto odstavci se budeme podrobně zabývat situaćı, kdy se
nějaké hodnoty funkce (nebo posloupnosti) bĺıž́ı k nějakému č́ıslu
či k ±∞. To pak p̌rirozeně vede k zavedeńı pojmu limita.

Př́ıklad

K p̌ribĺıžeńı pojmu limita může dob̌re posloužit již známý pojem
infima či suprema. Zřejmě je 0 = inf(0, 1), 1 = sup(0, 1), a
p̌ritom ani jedno z č́ısel 0, 1 v množině (0, 1) nelež́ı. Uvažujme
posloupnost bodů{

1

n

}∞
n=2

=

{
1

2
,

1

3
,

1

4
, . . .

}
∈ (0, 1)

pro zvyšuj́ıćı se n. Potom vid́ıme, že se hodnoty této posloupnosti
nekonečně bĺıž́ı k hodnotě infima (k nule), ale nikdy této hodnoty
nedosáhnou. Podobně toto plat́ı pro posloupnost{

n−1
n

}∞
n=2

=
{

1
2 ,

3
4 ,

4
5 , . . .

}
∈ (0, 1) a hodnotu suprema 1.
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Limita funkce

Podobně jako v p̌ŕıpadě reálných posloupnost́ı (tj. vlastně funkćı
N→ R) je asi intuitivně žrejmé, co je ḿıněno limitou funkce v
bodě x0 .

Funkce f (x) má limitu L v bodě x0, pokud se funkčńı hodnoty
f (x) libovolně bĺıž́ı k č́ıslu L, když je x dostatečně bĺızko k x0.

Př́ıklad

Uvád́ıme r̊uzné druhy limit – vlastńı/nevlastńı limita ve
vlastńım/nevlastńım bodě.

(a) Pro funkci f (x) = 3x + 1 máme
limx→3(3x + 1) = 10, limx→∞(3x + 1) =∞.

(b) Pro funkci f (x) = 1
x2 máme (viz obr.)

limx→0
1
x2 =∞, limx→∞

1
x2 = 0, limx→−∞

1
x2 = 0.

(c) Co je limx→0
1
x ?
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Okoĺı bodu

Okoĺım bodu a ∈ R nazýváme libovolný otev̌rený interval O,
který a obsahuje.
Je-li okoĺı definované jako interval Oδ(a) = (a− δ, a + δ) pro
kladné č́ıslo δ, hovǒŕıme o δ-okoĺı bodu a (a v p̌ŕıpadě množiny
O \ {a} o ryźım (též prstencovém) okoĺı bodu a).
Pro diskusi limit je vhodné rozš́ı̌rit množinu reálných č́ısel R
(vlastńıch bod̊u) o dvě nekonečné hodnoty ±∞ (nevlastńı body),
R∗ = R ∪ {±∞} . Pro tyto účely si zavád́ıme i pravidla pro
poč́ıtáńı s těmito formálně p̌ridanými hodnotami pro libovolná
konečná č́ısla a ∈ R:

a +∞ =∞
a−∞ = −∞

a · ∞ =∞, je-li a > 0

a · ∞ = −∞, je-li a < 0

Okoĺım nekonečna, resp. −∞, rozuḿıme interval (a,∞), resp.
(−∞, a).
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Limita

Definice

Bud’ x0, L ∈ R∗. Funkce f (x) má v bodě x0 limitu L, ṕı̌seme

lim
x→x0

f (x) = L,

pokud pro každé okoĺı O(L) bodu L existuje okoĺı O(x0) bodu x0

tak, že pro všechna x ∈ O(x0) \ {x0} je f (x) ∈ O(L).

Poznámka

To, že požadujeme, aby x 6= x0, znamená, že limita nezáviśı na
hodnotě funkce v bodě x0!, tj. zaj́ımaj́ı nás pouze hodnoty v
ryźım okoĺı bodu x0.
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Př́ıklad

Ukažte z definice, že limx→3(3x + 1) = 10.

Řešeńı

Bud’ ε > 0 libovolné. Chceme naj́ıt č́ıslo δ > 0 takové, aby
|y − 10| < ε, kdykoliv bude 0 < |x − 3| < δ. Tedy∣∣(3x + 1)− 10

∣∣ < ε, tj. |3x − 9| < ε, tj. |x − 3| < ε

3
.

Stač́ı tedy vźıt δ := ε
3 , p̌ŕıpadně libovolné jiné δ splňuj́ıćı

0 < δ ≤ ε
3 .
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Př́ıklad

Ukažte z definice, že limx→∞
1
x = 0.

Řešeńı

Bud’ ε > 0 libovolné. Chceme naj́ıt č́ıslo a > 0 takové, aby
|y − 0| < ε, kdykoliv bude x > a. Tedy
| 1x | < ε, tj. 1

x < ε, tj. x > 1
ε . Stač́ı tedy vźıt a := 1

ε ,
p̌ŕıpadně libovolné jiné a splňuj́ıćı a ≥ 1

ε .

Ve vlastńıch bodech x0 se můžeme bĺıžit k bodu x0 také jen zprava
nebo jen zleva, tj. v definici limity použijeme v pouze pravé ryźı
okoĺı bodu x0 nebo pouze levé ryźı okoĺı bodu x0. Dostáváme pak
pojmy limity zprava a limity zleva.
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Př́ıklad

Pro funkci sgn x (signum=znaménko) definovanou jako

sgn x :=


1, pro x > 0,

−1, pro x < 0,

0, pro x = 0,

plat́ı
lim

x→0+
sgn x = 1, lim

x→0−
sgn x = −1.

Př́ıklad

Pro funkci 1
x plat́ı

lim
x→0+

1

x
=∞, lim

x→0−

1

x
= −∞.
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Limita posloupnosti

Jestliže je funkce f je definována pouze pro p̌rirozená č́ısla,
hovǒŕıme o limitách posloupnost́ı reálných nebo komplexńıch
č́ısel. Zřejmě má smysl prát se pouze po limitách v ∞ (tj. jediným
hromadným bodem N je ∞) a ṕı̌seme pro f (n) = an

lim
n→∞

an = a.

Podle definice to pak znamená, že pro každé okoĺı O(a) limitńı
hodnoty a existuje index N ∈ N takový, že an ∈ O(a) pro všechny
n ≥ N. Ve skutečnosti jsme tedy v tomto speciálńım p̌ŕıpadě
p̌reformulovali definici konvergence posloupnosti. Ř́ıkáme také, že
posloupnost an konverguje k a.
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Kdy limita neexistuje?

skok – funkce má obě jednostranné limity vlastńı, které jsou
ale r̊uzné (viz funkce sgn),
nekonečný skok – funkce má obě jednostranné limity, p̌ričemž
alespoň jedna z nich je nevlastńı (tj. ±∞), tyto jednostranné
limity jsou ale r̊uzné (viz funkce 1/x ),
oscilace – nap̌r. funkce f (x) = sin 1

x v bodě x0 = 0.

Př́ıklad

Dirichletova funkce

q(x) :=

{
1, pro x ∈ Q (tj. pro x racionálńı),

0, pro x 6∈ Q (tj. pro x iracionálńı),

nemá limitu v žádném bodě x0 ∈ R∗, protože v libovolném okoĺı
zvoleného bodu x0 se nacházej́ı jak racionálńı, tak iracionálńı č́ısla,
a tedy tato funkce zde nabývá hodnot 1 i 0 (a tedy zde nemůže
ḿıt limitu).
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Vlastnosti limit

Věta

1 Funkce f (x) má v bodě x0 ∈ R∗ nejvýše jednu limitu.

2 Má-li f (x) vlastńı limitu L ∈ R v bodě x0 ∈ R∗, potom je f (x)
na nějakém ryźım okoĺı bodu x0 ohramičená.

3 Limita existuje, právě když existuj́ı obě jednostranné limity a
jsou si rovny, tj.

lim
x→x0

f (x) = L ⇔ lim
x→x+

0

f (x) = L = lim
x→x−0

f (x).
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Vlastnosti limit

Věta

Jsou-li
lim

x→x0

f (x) = L, lim
x→x0

g(x) = M,

kde L,M ∈ R (pouze vlastńı limity!) a x0 ∈ R∗, potom

lim
x→x0

[
f (x)± g(x)

]
= L±M,

lim
x→x0

f (x) . g(x) = L .M,

lim
x→x0

f (x)

g(x)
=

L

M
, pokud M 6= 0,

lim
x→x0

∣∣f (x)
∣∣ =

∣∣ lim
x→x0

f (x)
∣∣ = |L|.
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Vlastnosti limit

Věta (O ťrech limitách)

Necht’ x0, L ∈ R∗. Je-li g(x) ≤ f (x) ≤ h(x) na nějakém ryźım okoĺı
bodu x0 a je-li

lim
x→x0

g(x) = L = lim
x→x0

h(x),

potom také existuje limita funkce f (x) a je rovna č́ıslu L, tj.

lim
x→x0

f (x) = L.

Př́ıklad

Rozhodněte, jestli má funkce x sin 1
x limitu v bodě x0 = 0.

Řešeńı

Protože je funkce sin x ohraničená (jedničkou shora a ḿınus
jedničkou zdola), pro x 6= 0 plat́ı nerovnosti −|x | ≤ x sin 1

x ≤ |x |.
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Spojitost

Spojitost funkce je důležitým znakem jej́ıho chováńı. Uvid́ıme, že
spojité funkce maj́ı témě̌r všechny d̊uležité vlastnosti.

Definice

Funkce f (x) je spojitá v bodě x0 ∈ R, jestliže existuje v tomto
bodě vlastńı limita L, v bodě x0 existuje funkčńı hodnota f (x0) a
tato dvě č́ısla jsou si rovna, tj. limx→x0 f (x) = f (x0).
Obdobně spojitost zprava a zleva. Funkce f je spojitá na množině
A, jestliže je spojitá ve ve všech bodech x0 ∈ A (p̌ŕıp.
jednostranně).

Př́ıklad

Z vlastnost́ı limity snadno plyne, že každý polynom (a tedy i každý
splajn) je spojitou funkćı na celém R. Každá racionálńı lomená
funkce je pak spojitá ve všech bodech, kde je nenulový jmenovatel.
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Př́ıklad

1 Funkce f (x) =
√

4− x2 je spojitá na intervalu [−2, 2], tj.
f ∈ C [−2, 2].

2 Funkce f (x) = 1
x je spojitá na intervalu (−∞, 0), na intervalu

(0,∞), ale neńı spojitá na intervalu (−∞,∞) (tedy na R).
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Vlastnosti spojitých funkćı

Vlastnosti

1 Jsou-li funkce f (x) a g(x) spojité v bodě x0, pak jsou zde
spojité i funkce

(f ± g)(x), f (x) . g(x),
f (x)

g(x)
pro g(x0) 6= 0.

2 (Věta o záměnnosti limitńıho p̌rechodu a funkce.) Necht’

x0 ∈ R∗. Je-li limx→x0 g(x) = M a je-li funkce f (y) spojitá v
bodě y0 = M, potom

lim
x→x0

f
(
g(x)

)
= f
(

lim
x→x0

g(x)
)

= f (M).

3 (Spojitost složené funkce.) Je-li funkce g(x) spojitá v bodě x0

a je-li funkce f (y) spojitá v bodě y0 = g(x0), potom je
složená funkce (f ◦ g)(x) = f

(
g(x)

)
spojitá v bodě x0.
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Vlastnosti spojitých funkćı

Věta (Weierstrassova)

Je-li funkce f (x) spojitá na intervalu [a, b], tj. na uzav̌reném
konečném intervalu, potom je na tomto intervalu ohraničená a
nabývá v něm své nejmenš́ı a nejvěťśı hodnoty.

Věta (Bolzanova)

Je-li funkce f (x) spojitá na intervalu [a, b], tj. na uzav̌reném
konečném intervalu, potom f (x) nabývá v tomto intervalu všech
hodnot mezi svou nejmenš́ı a nejvěťśı hodnotou.

Důsledek

Je-li funkce f (x) spojitá na intervalu [a, b] a maj́ı-li hodnoty f (a) a
f (b) r̊uzná znaménka, pak existuje bod c ∈ (a, b) tak, že plat́ı
f (c) = 0, tj. rovnice f (x) = 0 má v intervalu (a, b) alespoň jedno
řešeńı
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Základńı limity

Př́ıklad

Určete

lim
x→0

sin x

x
.

Řešeńı

Pro x ∈ (0, π2 ) plat́ı sin x < x < tg x (viz obr.).
A protože je pro tato x hodnota sin x > 0, je

1 <
x

sin x
<

1

cos x
, tj. cos x <

sin x

x
< 1.

Jelikož je funkce cos x spojitá (v nule), obě strany nerovnosti se
pro x → 0+ bĺıž́ı k 1, a tedy podle věty o ťrech limitách je

lim
x→0+

sin x

x
= 1.

Protože je funkce sin x
x sudá, exsituje také limita zleva a je rovna 1,

tj.
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