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Spojitost Př́ır̊ustky do ZOO Derivace

Spojitost

Spojitost funkce je důležitým znakem jej́ıho chováńı. Uvid́ıme, že
spojité funkce maj́ı témě̌r všechny d̊uležité vlastnosti.

Definice

Funkce f (x) je spojitá v bodě x0 ∈ R, jestliže existuje v tomto
bodě vlastńı limita L, v bodě x0 existuje funkčńı hodnota f (x0) a
tato dvě č́ısla jsou si rovna, tj. limx→x0 f (x) = f (x0).
Obdobně spojitost zprava a zleva. Funkce f je spojitá na množině
A, jestliže je spojitá ve ve všech bodech x0 ∈ A (p̌ŕıp.
jednostranně).

Př́ıklad

Z vlastnost́ı limity snadno plyne, že každý polynom (a tedy i každý
splajn) je spojitou funkćı na celém R. Každá racionálńı lomená
funkce je pak spojitá ve všech bodech, kde je nenulový jmenovatel.
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Př́ıklad

1 Funkce f (x) =
√

4− x2 je spojitá na intervalu [−2, 2], tj.
f ∈ C [−2, 2].

2 Funkce f (x) = 1
x je spojitá na intervalu (−∞, 0), na intervalu

(0,∞), ale neńı spojitá na intervalu (−∞,∞) (tedy na R).
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Vlastnosti spojitých funkćı

Vlastnosti

1 Jsou-li funkce f (x) a g(x) spojité v bodě x0, pak jsou zde
spojité i funkce

(f ± g)(x), f (x) . g(x),
f (x)

g(x)
pro g(x0) 6= 0.

2 (Věta o záměnnosti limitńıho p̌rechodu a funkce.) Necht’

x0 ∈ R∗. Je-li limx→x0 g(x) = M a je-li funkce f (y) spojitá v
bodě y0 = M, potom

lim
x→x0

f
(
g(x)

)
= f
(

lim
x→x0

g(x)
)

= f (M).

3 (Spojitost složené funkce.) Je-li funkce g(x) spojitá v bodě x0

a je-li funkce f (y) spojitá v bodě y0 = g(x0), potom je
složená funkce (f ◦ g)(x) = f

(
g(x)

)
spojitá v bodě x0.
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Vlastnosti spojitých funkćı

Věta (Weierstrassova)

Je-li funkce f (x) spojitá na intervalu [a, b], tj. na uzav̌reném
konečném intervalu, potom je na tomto intervalu ohraničená a
nabývá v něm své nejmenš́ı a nejvěťśı hodnoty.

Věta (Bolzanova)

Je-li funkce f (x) spojitá na intervalu [a, b], tj. na uzav̌reném
konečném intervalu, potom f (x) nabývá v tomto intervalu všech
hodnot mezi svou nejmenš́ı a nejvěťśı hodnotou.

Důsledek

Je-li funkce f (x) spojitá na intervalu [a, b] a maj́ı-li hodnoty f (a) a
f (b) r̊uzná znaménka, pak existuje bod c ∈ (a, b) tak, že plat́ı
f (c) = 0, tj. rovnice f (x) = 0 má v intervalu (a, b) alespoň jedno
řešeńı
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Spojitost inverzńı funkce

Věta

Je-li funkce f (x) spojitá a ryze monotónńı (tj. stále roste nebo
stále klesá) na intervalu I , potom je také inverxńı funkce f −1(x)
spojitá a ryze monotónńı na intervalu J := f (I ).

Poznámka

Z této věty snadno vyplyne spojitost cyklometrických funkćı
arcsin x , arccos x , arctg x , arccotg x (na p̌ŕıslušných intervalech) a
dále spojitost logaritmických funkćı (jakmile je později definujeme).
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Body nespojitosti

Rozlǐsujeme následuj́ıćı typy nespojitosti (v bodech x0 ∈ R):

Odstranitelná nespojitost

Existuje vlastńı limita limx→x0 f (x), ale tato limita je r̊uzná od
f (x0) (p̌ŕıpadně f (x0) neńı v̊ubec definována). Tento typ
nespojitosti lze odstranit p̌redefinováńım (p̌ŕıpadně dodefinováńım)
hodnoty f (x0).

Př́ıklad

Funkce f (x) = x2−4
x−2 má v bodě x0 = 2 odstanitelnou

nespojitost (v podstatě je f (x) = x + 2 pro x 6= 2).

Funkce f (x) = sin x
x má v bodě x0 = 0 odstanitelnou

nespojitost.
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Body nespojitosti – pokr.

skok (nespojitost prvńıho druhu)

Existuj́ı vlastńı jednostranné limity limx→x+
0

f (x) a limx→x−0
f (x),

ale tyto jednostranné limity jsou r̊uzné (p̌ritom v̊ubec nezálež́ı na
hodnotě f (x0)).

Př́ıklad

Funkce f (x) = sgn x má v bodě x0 = 0 nespojitost typu skok.

Nespojitost druhého druhu

Alespoň jedna jednostranná limita je bud’ nevlastńı nebo neexistuje.

Př́ıklad

Funkce

f (x) =
1

x2
, f (x) = sin

1

x

maj́ı v bodě x0 = 2 nespojitost druhého druhu.
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Racionálńı (lomená) funkce

Necht’ f a g jsou dva polynomy, které mohou ḿıt i komplexńı
hodnoty (tj. p̌ripoušt́ıme výrazy anxn + · · ·+ a0 s komplexńımi
ai ∈ C, ale dosazujeme jen reálné hodnoty za x). Pak funkce

h : R \ {x ∈ R, g(x) = 0} → C, h(x) = f (x)
g(x) je dob̌re definována

ve všech reálných bodech kromě kǒrenů polynomu g . Takové
funkce nazýváme racionálńı (lomené) funkce.
Racionálńı funkce jsou spojité ve všech bodech svého definičńıho
oboru. V bodech, kde definovány nejsou mohou ḿıt

konečnou limitu, když jde o společný kǒren polynomů f i g (a
v tomto p̌ŕıpadě rozš́ı̌reńım jejich definice o limitńı hodnotu v
tomto bodě dostaneme funkci i v tomto bodě spojitou)

nekonečnou limitu, když limity zprava a zleva v tomto bodě
jsou stejné

r̊uzné nekonečné limity zprava a zleva.
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h(x) =
(x − 0.05a)(x − 2− 0.2a)(x − 5)

x(x − 2)(x − 4)

s hodnotami a = 0 a a = 5/3.
Obrázek vlevo tedy zobrazuje racionálńı funkci (x − 5)/(x − 4).
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Mocninné funkce

Polynomy jsou seskládány z jednoduchých mocninných funkćı
x 7→ xn s p̌rirozeným č́ıslem n = 0, 1, 2, . . . . Samožrejmý smysl má
také funkce x 7→ x−1 pro všechny x 6= 0. Tuto definici rozš́ı̌ŕıme na
obecnou mocninnou funkci s n ∈ R.
Pro n = −a s a ∈ N definujeme

x−a = (xa)−1 = (x−1)a.

Dále jistě chceme, aby ze vztahu bn = x pro n ∈ N vyplývalo

b = x
1
n . Je ťreba ale ově̌rit, že taková b skutečně existuj́ı pro dané

x . Předpokládejme x > 0 a označme B množinu
B = {y ∈ R, y > 0, yn ≤ x}. To je žrejmě shora ohraničená
množina a lze ově̌rit, že pro b = sup B skutečně plat́ı požadovaná
rovnost.
Zdůvodnili jsme tedy existenci xa pro všechny x > 0 a a ∈ Q.
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Mocninná funkce – pokračováńı

Konečně, pro a ∈ R, x > 1 klademe

xa = sup{xy , y ∈ Q, y ≤ a}.

Pro 0 < x < 1 bud’ definujeme analogicky (je ťreba si jen pohrát s
nerovńıtky) nebo klademe p̌ŕımo xa = ( 1

x )−a. Pro x = 1 je pak
1a = 1 pro libovolné a.
Obecnou mocninnou funkci x 7→ xa máme tedy dob̌re definovanou
pro všechny x ∈ [0,∞) a a ∈ R.
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Exponenciálńı funkce

Naši konstrukci funkce xa ale můžeme také č́ıst následuj́ıćım
způsobem: Pro každé pevné reálné c > 0 existuje dob̌re definovaná
funkce na celém R, y 7→ cy . Této funkci ř́ıkáme exponenciálńı
funkce o základu c .
Na obrázćıch vid́ıme funkce x 7→ ax a x 7→ xb pro jednu konkrétńı
hodnotu a = 2.5167 a b = 4.5833.
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Z našich definic je vcelku žrejmé, že mocninné i exponenciálńı
funkce jsou spojité na celých svých definičńıch oborech. Zároveň se
ze spojitosti definice pomoćı suprem množin hodnot zjevně p̌renáš́ı
základńı vlastnosti platné pro racionálńı č́ısla, a, x , y :

ax · ay = ax+y , (ax)y = ax ·y .
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Eulerovo č́ıslo

Př́ıklad

Určete limitu posloupnosti an =
(
1 + 1

n

)n
pro n→∞.

Řešeńı

Z binomického rozvoje je žrejmé, že pro každé kladné č́ıslo b a
p̌rirozené n plat́ı (1 + b)n > 1 + nb, dostáváme proto pro dva po
sobě jdoućı členy naš́ı posloupnosti pod́ıl

(1 + 1
n )n

(1 + 1
n−1 )n−1

=
(n2 − 1)nn

n2n(n − 1)
=

(
1− 1

n2

)n n

n − 1
> (1−1

n
)

n

n − 1
= 1.

Je tedy naše posloupnost rostoućı. Zároveň stejným výpočtem
ově̌ŕıme, že posloupnost č́ısel bn = (1 + 1

n )n+1 = (1 + 1
n )(1 + 1

n )n

je klesaj́ıćı a jistě je bn > an.
Ově̌rili jsme tedy existenci limity poslounosti an (a zároveň vid́ıme,
že je rovna limitě klesaj́ıćı posloupnosti bn).
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Definice

Limita

e = lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n

je jedńım z nejdůležitěǰśıch č́ısel v matematice (vedle nuly, jedničky
a Ludolfova č́ısla π). Nazýváme jej Eulerovým č́ıslem e.

Poznámka

O č́ıslu e lze dokázat, že je iracionálńı a transcendentńı (tj. neńı
kǒrenem nenulového polynomu s celoč́ıselnými koeficienty) –
podobně jako Ludolfovo č́ıslo π.
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Přirozený logaritmus

Exponenciálńı funkce ex je všude dob̌re definována a prostá, proto
existuje všude i jej́ı funkce inverzńı. Označujeme ji ln x a ř́ıkáme j́ı
p̌rirozený logaritmus nebo logaritmus se základem e.
Je definována vztahem

eln x = x .

Z vlastnost́ı mocninných funkćı:

ln(x · y) = ln x + ln y , ln xy = y · ln x .

Pro obecnou exponenciálńı funkci ax se základem a 6= 1, a > 0
také existuje všude inverzńı funkce. Ř́ıkáme j́ı logaritmus p̌ri
základu a, ṕı̌seme loga x .
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Limity p̌ŕıslušńık̊u ZOO

Př́ıklad

Určete

lim
x→0

sin x

x
.

Řešeńı

Pro x ∈ (0, π
2 ) plat́ı sin x < x < tg x (viz obr.).

A protože je pro tato x hodnota sin x > 0, je

1 <
x

sin x
<

1

cos x
, tj. cos x <

sin x

x
< 1.

Jelikož je funkce cos x spojitá (v nule), obě strany nerovnosti se
pro x → 0+ bĺıž́ı k 1, a tedy podle věty o ťrech limitách je

lim
x→0+

sin x

x
= 1.

Protože je funkce sin x
x sudá, exsituje také limita zleva a je rovna 1,

tj.
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Př́ıklad

Určete

lim
x→0

1− cos x

x
.

Řešeńı

Dosazeńım za x = 0 dostaneme, že tato limita je typu
∣∣0

0

∣∣.
lim
x→0

1− cos x

x
= lim

x→0

(
1− cos x

x
· 1 + cos x

1 + cos x

)
=

= lim
x→0

(
1− cos2 x

x
· 1

1 + cos x

)
= lim

x→0

(
sin2 x

x
· 1

1 + cos x

)
=

= lim
x→0

(
sin x

x︸ ︷︷ ︸
→ 1

· sin x︸︷︷︸
→ 0

· 1

1 + cos x︸ ︷︷ ︸
→ 1

2

)
= 1 . 0 .

1

2
= 0.



Spojitost Př́ır̊ustky do ZOO Derivace

Př́ıklad

Určete

lim
x→0

ex − 1

x
.

Řešeńı

Dosazeńım za x = 0 dostaneme, že tato limita je typu
∣∣0

0

∣∣.
Pomoćı nerovnosti 1 + x

x+1 < ex < 1 + x
1−2x , pro x ∈ (0, 1

2 ),

neboli 1
x+1 <

ex−1
x < 1

1−2x , pro x ∈ (0, 1
2 ), dostaneme z věty o

ťrech limitách, že limx→0+
ex−1

x = 1. Podobně, plat́ı
1

1−2x <
ex−1

x < 1
x+1 , pro x ∈ (−1

2 , 0), a tedy podle věty o

ťrech limitách plat́ı limx→0−
ex−1

x = 1. Celkově tedy dostaneme

lim
x→0

ex − 1

x
= 1.
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Př́ıklad

Určete

lim
x→0

ln(1 + x)

x
.

Řešeńı

Z p̌redchoźıho p̌ŕıkladu v́ıme, že pro malé x je ex − 1 ≈ x , tedy je
ex ≈ 1 + x . Logaritmováńım obou stran dostaneme, že
x ≈ ln(1 + x). Tedy plat́ı, že

lim
x→0

ln(1 + x)

x
= 1.
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Př́ıklad

Určete

lim
x→0

ax − 1

x
.

Řešeńı

Dosazeńım za x = 0 dostaneme, že tato limita je typu
∣∣0

0

∣∣.
Pomoćı rovnosti ax = e ln ax

= ex ln a dostaneme

lim
x→0

ax − 1

x
= lim

x→0

ex ln a − 1

x ln a︸ ︷︷ ︸
→ 1

· ln a = ln a,

a tedy je

lim
x→0

ax − 1

x
= ln a.
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Derivace

Definice

Necht’ f je reálná nebo komplexńı funkce s definičńım oborem
A ⊂ R a x0 ∈ A. Jestliže existuje limita

lim
x→x0

f (x)− f (x0)

x − x0
= a

pak ř́ıkáme, že f má v bodě x0 derivaci a. Ṕı̌seme často a = f ′(x0)
nebo a = df

dx (x0) p̌ŕıpadně a = d
dx f (x0).

Derivace funkce je vlastńı, resp. nevlastńı, když je takovou
p̌ŕıslušná limita.
Jednostranné derivace (tj. derivaci zprava a zleva) definujeme
zcela stejně pomoćı limity zprava a zleva.
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Analyzujme diferečńı pod́ıl (viz obr.)

f (x)− f (x0)

x − x0
= tgϕ,

což je směrnice sečny procházej́ıćı body M = [x0, f (x0)] a
N = [x , f (x)]
Pokud se x bĺıž́ı k x0 (tj. bod N se bĺıž́ı k bodu M), sečna MN se
stává tečnou v bodě M, a tedy je

f ′(x0) = lim
x→x0

f (x)− f (x0)

x − x0

směrnićı tečny v bodě M = [x0, f (x0)].
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Př́ıklad

Určete rovnici tečny ke grafu funkce f (x) = 1/x v bodě x0 = 1.

Řešeńı

Směrnici tečny źıskáme vypočteńım p̌ŕıslušné limity

lim
x→1

1
x − 1

x − 1
= lim

x→1

1−x
x

x−1
1

=

= lim
x→1

1− x

x (x − 1)
= lim

x→1

−1

x
= −1.

Rovnici tečny pak dostaneme ze vztahu

y − f (x0) = f ′(x0)(x − x0),

tj.
y = −x + 2.
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Poznámka

Derivace f ′(x0) (jako limita) je vždy limitou typu 0
0 .

Každá funkce má v libovolném bodě x0 nejvýše jednu derivaci.

Hodnota f ′(x0) popisuje rychlost změny funkce f (x) v bodě
x0 (r̊ust nebo pokles a současně velikost tohoto r̊ustu nebo
poklesu).

Polož́ıme-li h := x − x0, dostaneme

f ′(x0) = lim
x→x0

f (x)− f (x0)

x − x0
= lim

h→0

f (x0 + h)− f (x0)

h
.

Tečna y = f (x0) + f ′(x0)(x − x0) dob̌re aproximuje funkci f
v dostatečně malém okoĺı bodu x0.

Aby mohla ḿıt funkce f (x) derivaci v bodě x0, muśı být
definována na nějakém okoĺı bodu x0 (včetně bodu x0)!

f ′(x0) někdy ṕı̌seme jako df
dx (x0), nebo jako f ′(x)

∣∣
x=x0

.
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Př́ıklad

Určete derivaci funkce f (x) =
√

x v bodech x0 ∈ D(f ).

Řešeńı

Zřejmě je D(f ) = [0,∞). Pro x0 > 0 je

f ′(x0) = lim
x→x0

√
x −√x0

x − x0
= lim

x→x0

(√
x −√x0

x − x0
·
√

x +
√

x0√
x +
√

x0

)
=

= lim
x→x0

x − x0

(x − x0) (
√

x +
√

x0)
= lim

x→x0

1√
x +
√

x0
=

1

2
√

x0
.

Pro x0 = 0 derivace neexistuje (je to krajńı bod definičńıho oboru,
a tud́ıž v něm neexistuje limita – existuje zde pouze limita zprava).
Vypočtěme tedy derivaci zprava:

f ′+(0) = limx→0+

√
x−
√

0
x−0 = limx→0+

√
x

x = limx→0+
1√
x

=∞.
Funkce f (x) =

√
x tedy má v počátku nevlastńı pravostrannou

derivaci f ′+(0) =∞, neboli tečna v bodě x0 = 0 je svislá p̌ŕımka.
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Již na prvńı p̌rednášce jsme pomoćı binomické věty odvodili vztah
pro derivaci monomů

(xn)′ = nxn−1,

podobně můžeme odvodit vztahy pro derivaci daľśıch
elementárńıch funkćı.
Pokud se na bod x0 budeme d́ıvat jako na proměnnou, potom
můžeme derivaci chápat jako zobrazeńı, které každému bodu x
p̌rǐrad́ı hodnotu f ′(x) (pokud je tato hodnota vlastńı). Tedy f ′(x)
je opět funkce proměnné x , p̌ričemž pro jej́ı definičńı obor plat́ı, že

D(f ′) ⊆ D(f ).

Tedy prozat́ım odvozené vztahy pro derivace můžeme shrnout jako

(xn)′ = nxn−1, n ∈ N,
(

1

x

)′
= − 1

x2
, (

√
x)′ =

1

2
√

x
.

Má-li funkce f (x) derivaci v každém bodě množiny (nap̌r.
intervalu) I , pak ř́ıkáme, že f (x) je diferencovatelná na I . Nap̌r. xn

je diferencovatelná na R, nebo 1
x je diferencovatelná na (0,∞) a

na (−∞, 0).
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Derivace v praxi

rychlost

Je-li s(t) poloha hmotného bodu na p̌ŕımce v čase t, potom je
výraz

celková dráha

celkový čas
=

s(t)− s(t0)

t − t0

roven pr̊uměrné rychlosti za časový úsek [t0, t]. Zřejmě je pak

lim
t→t0

s(t)− s(t0)

t − t0
= s ′(t0)

rychlost v okamžiku t0, a tedy je

v(t) = s ′(t), rychlost je derivace dráhy.

Zde je nutné vźıt v úvahu, že rychlost v(t) má znaménko, tj.
v(t) > 0 ve směru pohybu, kdy se s(t) zvěťsuje a v(t) < 0, když
se s(t) zmenšuje.
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zrychleńı

Protože je zrychleńı a(t) změna rychlosti, podobně plat́ı, že

lim
t→t0

v(t)− v(t0)

t − t0
= v ′(t0)

je zrychleńı v okamžiku t0, a tedy je

a(t) = v ′(t), zrychleńı je derivace rychlosti.
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výkon

Protože plat́ı, že

výkon =
změna práce

změna času
,

je
P(t) = W ′(t), výkon je derivace práce.

proud

Protože plat́ı, že

elektrický proud =
změna napět́ı

změna času
,

je
I (t) = U ′(t), proud je derivace napět́ı.
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Vlastnosti a pravidla derivaćı

V tomto odstavci odvod́ıme základńı vlastnosti funkce a jej́ı
derivace a pravidla pro poč́ıtáńı derivaćı.

Věta

Má-li f (x) v bodě x0 vlastńı derivaci f ′(x0), potom je funkce f (x)
spojitá v bodě x0.

Důkaz.

Chceme ukázat, že limx→x0 f (x) = f (x0). Protože existuje vlastńı
f ′(x0) je

lim
x→x0

f (x) = lim
x→x0

[f (x)− f (x0) + f (x0)] =

= lim
x→x0

(
f (x)− f (x0)

x − x0︸ ︷︷ ︸
→ f ′(x0)

· (x − x0)︸ ︷︷ ︸
→ 0

+ f (x0)︸ ︷︷ ︸
→ f (x0)

)
= f ′(x0) . 0 + f (x0) = f (x0).

Je tedy f (x) spojitá v bodě x0.
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Pravidla pro derivace

Věta

1 Pravidlo konstantńıho násobku:[
c · f (x)

]′
= c · f ′(x).

2 Pravidlo součtu a rozd́ılu:[
f (x)± g(x)

]′
= f ′(x)± g ′(x).

3 Pravidlo součinu:[
f (x) . g(x)

]′
= f ′(x) . g(x) + f (x) . g ′(x).

4 Pravidlo pod́ılu:[
f (x)

g(x)

]′
=

f ′(x) . g(x)− f (x) . g ′(x)

[g(x)]2
.
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Důkaz.

Pravidla (i) a (ii) jsou triviálńı z definice derivace (jako limity).
Ukážeme pravidlo součinu:

(f . g)′(x0) = lim
x→x0

f (x) . g(x)− f (x0) . g(x0)

x − x0

= lim
x→x0

f (x) . g(x)− f (x0) . g(x) + f (x0) . g(x)− f (x0) . g(x0)

x − x0

= lim
x→x0

{
f (x)− f (x0)

x − x0︸ ︷︷ ︸
→ f ′(x0)

· g(x)︸︷︷︸
→g(x0)

+ f (x0)︸ ︷︷ ︸
→f (x0)

· g(x)− g(x0)

x − x0︸ ︷︷ ︸
→ g ′(x0)

}

= f ′(x0) . g(x0) + f (x0) . g ′(x0),


	Spojitost
	Prírustky do ZOO
	Derivace

