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Spojitost

Spojitost

Spojitost funkce je dileZitym znakem jejiho chovéni. Uvidime, Ze
spojité funkce maji témé&¥ viechny dileZité vlastnosti.

Definice

Funkce f(x) je spojita v bod& xo € R, jestliZze existuje v tomto
bod& vlastni limita L, v bod& xq existuje funk&ni hodnota f(xp) a
tato dv& &isla jsou si rovna, tj. limy_, f(x) = f(xo).

Obdobné spojitost zprava a zleva. Funkce f je spojitd na mnoZiné
A, jestliZe je spojitd ve ve vech bodech xg € A (pfFip.
jednostranng).

| A

P¥iklad

Z vlastnosti limity snadno plyne, Ze kazdy polynom (a tedy i kazdy
splajn) je spojitou funkci na celém R. Kazda raciondlni lomena
funkce je pak spojitd ve viech bodech, kde je nenulovy jmenovatel.




@ Funkce f(x) = V4 — x? je spojitd na intervalu [—2,2], tj.
feC[-22].

@ Funkee f(x) = 1 je spojita na intervalu (—o0,0), na intervalu
(0,00), ale neni spojitd na intervalu (—oo, c0) (tedy na R).




Spojitost

Vlastnosti spojitych funkci

Vlastnosti

@ Jsou-li funkece f(x) a g(x) spojité v bod& xp, pak jsou zde
spojité i funkce
f(x)
ftg)(x), f(x).g(x), ——= prog(xp) #0.
(f£g)(x), f(x) &(x) 2(3) (x0)
@ (Vé&ta o zdm&nnosti limitniho prechodu a funkce.) Necht
xo € R*. Je-li limy_, g(x) = M a je-li funkce f(y) spojita v
bodé yo = M, potom
lim f(g(x)) = f( lim g(x)) = f(M).
X—X0 X—X0
© (Spojitost slozené funkce.) Je-li funkce g(x) spojitd v bod& xq
a je-li funkce f(y) spojitd v bod& yp = g(xp), potom je
slozend funkee (f o g)(x) = f(g(x)) spojitd v bod& xg.




Spojitost

Vlastnosti spojitych funkci

Véta (Weierstrassova)

Je-li funkce f(x) spojita na intervalu [a, b], tj. na uzavfeném
kone¢ném intervalu, potom je na tomto intervalu ohrani¢end a
nabyva v ném své nejmensi a nejvétsi hodnoty.

Véta (Bolzanova)

Je-li funkce f(x) spojita na intervalu [a, b], tj. na uzavfeném
kone&ném intervalu, potom f(x) nabyvd v tomto intervalu vsech
hodnot mezi svou nejmensi a nejvétsi hodnotou.

Disledek

Je-li funkce f(x) spojita na intervalu [a, b] a maji-li hodnoty f(a) a
f(b) riznd znaménka, pak existuje bod c € (a, b) tak, Ze plati
f(c) =0, tj. rovnice f(x) = 0 md v intervalu (a, b) alespori jedno
reseni




Spojitost

Spojitost inverzni funkce

Je-li funkce f(x) spojita a ryze monotdnni (tj. stale roste nebo
stdle klesd) na intervalu I, potom je také inverxni funkce f~1(x)
spojitd a ryze monotdnni na intervalu J := f(1).

Poznamka

Z této véty snadno vyplyne spojitost cyklometrickych funkci
arcsin x, arccos x, arctg x, arccotg x (na pfislusnych intervalech) a
dale spojitost logaritmickych funkci (jakmile je pozd&ji definujeme).




Spojitost

Body nespojitosti

Odstranitelna nespojitost

Existuje vlastni limita limy_,, f(x), ale tato limita je rizn3 od
f(xo) (p¥ipadn& f(xp) neni viibec definovana). Tento typ
nespojitosti ze odstranit ptedefinovanim (p¥ipadn& dodefinovanim)
hodnoty f(xp).

Priklad

¥}
|
\,

o Funkce f(x) = X=} m3 v bod& xo = 2 odstanitelnou

nespojitost (v podstaté je f(x) = x + 2 pro x # 2).

o Funkce f(x) = 2% m3 v bod& xo = 0 odstanitelnou
nespojitost.




Spojitost

Body nespojitosti — pokr.

skok (nespojitost prvniho druhu)
Existuji vlastn jednostranné limity lim, _ f(x) a Iimx%xof f(x),

ale tyto jednostranné limity jsou rGzné (p¥itom vilbec nezdleZi na
hodnoté f(xp)).

Funkce f(x) = sgnx ma v bod& xo = 0 nespojitost typu skok.

Nespojitost druhého druhu

Alespofi jedna jednostrannd limita je bud nevlastni nebo neexistuje.

Funkce

f(x) ==, f(x):sin%

maji v bod& xg = 2 nespojitost druhého druhu.



P¥irastky do ZOO
©0000000000000

Raciondlni (lomend) funkce

Necht f a g jsou dva polynomy, které mohou mit i komplexn{
hodnoty (tj. pfipoustime vyrazy a,x"” + - -+ ap s komplexnimi
a; € C, ale dosazujeme jen redlné hodnoty za x). Pak funkce
h:R\{x €R,g(x) =0} - C, h(x) = % je dobte definovana
ve v8ech redlnych bodech kromé kofenii polynomu g. Takové
funkce nazyvame racionalni (lomené) funkce.
Raciondlni funkce jsou spojité ve viech bodech svého defini¢niho
oboru. V bodech, kde definovany nejsou mohou mit
@ kone¢nou limitu, kdyZ jde o spoletny kofen polynomi f i g (a
v tomto p¥ipad& rozsitenim jejich definice o limitni hodnotu v
tomto bod& dostaneme funkci i v tomto bodé spojitou)

@ nekoneénou limitu, kdyZ limity zprava a zleva v tomto bodé
jsou stejné

@ riizné nekone€né limity zprava a zleva.




P¥irastky do ZOO
0®000000000000

a=0. a=1.6667
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P¥irastky do ZOO
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Mocninné funkce




P¥irastky do ZOO
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Mocninna funkce — pokracovani




P¥irastky do ZOO
0000@000000000

Exponencidlni funkce

a=25167 b=4.5833
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P¥irastky do ZOO

000000e@0000000

Eulerovo ¢&islo

Priklad

Urgete limitu posloupnosti a, = (1 + )" pro n — oo.

Regeni

Z binomického rozvoje je zfejmé, Ze pro kazdé kladné ¢islo b a
prirozené n plati (1 + b)" > 1 + nb, dostdvdme proto pro dva po
sobé jdouci &leny nasi posloupnosti podil

1+37)" _(P=1)™ _ <1_1>"”>(1_1) " _h

11)"—1 n2n(n — 1) n? -1 n“n—1

(

Je tedy naSe posloupnost rostouci. Zarover stejnym V)'/poétem
ov&¥ime, Ze posloupnost &isel b, = (1 + 1)1 = (1+ L)1+ L)n
je klesajici a jisté je b, > a,.

Ovéfili jsme tedy existenci limity poslounosti a, (a zaroven vidime,
Ze je rovna limité klesajici posloupnosti b,).




P¥irastky do ZOO
0000000800000

Definice

Limita

1 n
e= lim <1 + )
n— o0 n

je jednim z nejdilezit&jsich &isel v matematice (vedle nuly, jednitky
a Ludolfova ¢&isla 7). Nazyvame jej Eulerovym ¢&islem e.

Poznamka

O ¢&islu e Ize dokazat, Ze je iraciondlni a transcendentni (tj. neni
kofenem nenulového polynomu s celotiselnymi koeficienty) —
podobné jako Ludolfovo &islo 7.




P¥irastky do ZOO
0000000080000

P¥irozeny logaritmus




P¥irastky do ZOO
0000000008000

Limity pfislusniki ZOO

Priklad

Urcete

Pro x € (0, %) plati sinx < x < tgx (viz obr.).
A protoZe je pro tato x hodnota sinx > 0, je

X 1 : sin x
tj. cosx < — < 1.

1< - )
sinx  cosx X

JelikoZ je funkce cos x spojita (v nule), ob& strany nerovnosti se
pro x — 07 bliZi k 1, a tedy podle vé&ty o tfech limitich je

sin x
=1.

lim
x—0t X




P¥irastky do ZOO
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P¥iklad
Urcete
. 1 —-cosx
lim ——.
x—0 X

Regeni

Dosazenim za x = 0 dostaneme, Ze tato limita je typu |%‘.

. 1—cosx . 1—cosx 1+ cosx
lim ——— = |lim .
X 1+ cosx

x—0 X x—0
. 1 — cos? x 1 . sin? x 1
= lim . = |lim . =
x—0 X 1+ cosx x—0 X 1 + cos x

sinx . 1 1
= lim -sinx - ——— | =1.0.=-=0.
x—0 X ~~ 1+ cosx 2
—0 SN
—1 1
—2




P¥irastky do ZOO
00000000000e00

Urcete

Reseni

Dosazenim za x = 0 dostaneme, Ze tato limita je typu {g‘.
s . 1
Pomoci nerovnost| 1+ 33 < e <1+ %, pro x € (0,5),

neboli T+1 <t < ﬁ, pro x € (0, 3), dostaneme z véty o

tfech limitdch, Ze lim,_, o+ € = 1. Podobné, plati

1 x_1 1 "
o < S5 < pro x € (—3,0), a tedy podle véty o

tfech limitdch plati lim,_o- € 71 = 1. Celkové& tedy dostaneme

Coe—1
lim
x—0 X

= 1,




P¥irastky do ZOO
000000000000 e0

Priklad

Urcete

i N+ x)
x—0 X

Regeni

Z predchoziho prfikladu vime, Ze pro malé x je € — 1 = x, tedy je
e* ~ 1+ x. Logaritmovanim obou stran dostaneme, Ze
x ~ In(1+ x). Tedy plati, Ze

im In(1+ x)

x—0 X

=1

A\




P¥irastky do ZOO
0000000000000e

Urcete

Regeni

Dosazenim za x = 0 dostaneme, Ze tato limita je typu !8‘.
s . X
Pomoci rovnosti a¥ = e/ @ = X "2 dostaneme

X —1 e Ina __
im —— = lim ——— -Ina=In g,
x—0 X x—0 xlIna
—1
a tedy je
X
lim =Ina.




Derivace

Derivace

Definice

Necht f je redlnd nebo komplexni funkce s defini¢nim oborem
A CR a xp € A Jestlize existuje limita

jim ()= F00) _

X—X0 X — XO

pak Fikdme, Ze f ma v bod& xq derivaci a. PiSeme Easto a = f'(xp)
nebo a = % (xo) pipadn& a = L f(xo).

Derivace funkce je vlastni, resp. nevlastni, kdyZ je takovou
pFisludna limita.

Jednostranné derivace (tj. derivaci zprava a zleva) definujeme
zcela stejné pomoci limity zprava a zleva.




Derivace




Derivace
[e]eY Yololelele

Urcete rovnici te€ny ke grafu funkce f(x) = 1/x v bodé& xo = 1.

Regeni

Smérnici te€ny ziskdme vypoctenim pfislugné limity

1 1—x
lim X = lim Xlz
x—1 X — xel%
. 1—x R |
= |lim —— = lim — = -1

x—1 X (X = 1) x—1 X
Rovnici te¢ny pak dostaneme ze vztahu

y — f(x0) = f'(x0)(x — x0),

tj.
y=—-x+2.




Derivace
Pozndmka

o Derivace f'(xg) (jako limita) je vzdy limitou typu 3.

o KaZda funkce ma v libovolném bodé& xp nejvySe jednu derivaci.

e Hodnota f/(xo) popisuje rychlost zm&ny funkce f(x) v bodg&
xo (rdst nebo pokles a sou¢asné& velikost tohoto riistu nebo
poklesu).

@ PoloZime-li h := x — xg, dostaneme
f(Xo + h) — f(Xo)

f'(x0) = lim 7f(x) — ) = lim
- :

X—Xo X — X0 h—0

e Tetna y = f(xo) + f'(x0)(x — x0) dob¥e aproximuje funkci f
v dostatetn& malém okoli bodu xg.
@ Aby mohla mit funkce f(x) derivaci v bod& xp, musi byt

definovana na né&jakém okoli bodu xg (v&etn& bodu xp)!

e f'(xp) n&kdy pideme jako %(xo), nebo jako f’(x)‘X:XO.




Derivace
0000®00C

Urgete derivaci funkce f(x) = y/x v bodech xg € D(f).

Regeni
Ztejmé& je D(f) = [0,00). Pro xo > 0 je

Flxp) = lim VXV HO(f—f \F+f>

X —Xo \f+f

= lim ) lim = L
_xl—»xO(x—xo)(er\ﬁ) x—»XO\/>?+\/xT) 2/x0

Pro xp = 0 derivace neexistuje (je to krajni bod defini¢niho oboru,
a tudiZ v ném neexistuje limita — existuje zde pouze limita zprava).
Vypoctéme tedy derivaci zprava:

f1(0) = limy_o+ \F \[ = lim,_ o+ g = lim,_ o+ % = 00.
Funkce f(x) = f tedy md v potatku nevlastni pravostrannou
derivaci f{(0) = oo, neboli te¢na v bodé& xq = 0 je svisld p¥imka.
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Derivace

Derivace v praxi

Je-li s(t) poloha hmotného bodu na p¥imce v &ase t, potom je
vyraz
celkovd dréha  s(t) — s(to)

celkovy ¢as t—to
roven primé&rné rychlosti za ¢asovy usek [ty, t]. Z¥ejmé je pak

i SO =s(0)

L
t—tp t— to 0)

rychlost v okamZiku tp, a tedy je
v(t) = $'(t), rychlost je derivace dréhy.
Zde je nutné vzit v Gvahu, Ze rychlost v(t) ma znaménko, tj.

v(t) > 0 ve sméru pohybu, kdy se s(t) zv&tduje a v(t) < 0, kdyz
se s(t) zmen3uje.




Derivace
0000000

zrychleni

ProtoZe je zrychleni a(t) zmé&na rychlosti, podobné plati, Ze

() v(w)
t—to t—to

= V/(to)

je zrychleni v okamzZiku tg, a tedy je

a(t) = v/(t), zrychleni je derivace rychlosti.




Derivace
0000000C

vykon
ProtoZe plati, ze
zména prace

vykon = —
zména &asu
je
P(t) = W'(t), vykon je derivace prace.

Protoze plati, Ze

L, zména napéti
elektricky proud = ——,
zména &asu

je

I(t) = U'(t), proud je derivace napéti.




Derivace
0000000C

Vlastnosti a pravidla derivaci

M3&-1Ii f(x) v bodé& xo vlastni derivaci f'(xq), potom je funkce f(x)
spojita v bodé xg.

Chceme ukazat, Ze limy_., f(x) = f(x0). ProtoZe existuje vlastni
f'(xo) je
lim f(x) = lim [f(x) — f(x0) + f(x0)] =
X—X0 X—XQ
f(x)—f

= lim <(X)(Xo) -(x —x0) + f(x0) > = f'(x0) .0+ f(x0) = f(x0)-

X—X0 X — X0 —— =

— f'(x0) -° — ko)

le tedv £l ) enniitd v hodZ wa ]
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0000000C

Pravidla pro derivace

@ Pravidlo konstantniho ndsobku:
[c- f(x)]" = c- F'(x).
@ Pravidlo souctu a rozdilu:
[f(x) £8(3)] = F(x) £6'(x).
© Pravidlo soucinu:
[F(x).g(x)]" = f'(x). g(x) + f(x) . g'(x)-

@Q Pravidlo podilu:

[f(X)]' _ (x) - g(x) = f(x) . 8'(x)
g(x) [g(x)]? '




Derivace
0000000C

Diikaz.
Pravidla (i) a (ii) jsou trividlni z definice derivace (jako limity).
Ukazeme pravidlo soudinu:

f(x)-g(x) = f(x0) - g(x0)

(f.g) (x0) = lim

X—X0 X — X0
i T80 = flx0) - £() + F(0) . £(x) = £(x0) -E(0)
X—X0 X — X0
= lim {f(x) —flx), g(x) + f(xo) g(x)—g(xo)}
X—X0 X — Xp ~—~ ~—~—— X — X0
P —g(x) —f(x) ;
— (Xo) —8 (XO)

— f’(Xo) .&(x0) + f(x0) _g,(Xo),
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