Matematika 2 A
6. ledna 2009 (UCO: )

Hodnoceni:
Bonus | 1. 2. 3. 4. 5. 6. S

0

Potfebné minimum (véetné bonusu) je 15 bodi.
Na praci mate cca 100 minut.

1. (4 body) Uved'te integralni kritérium pro urceni konvergence (resp. divergence) ¢iselné rady
s nezapornymi ¢leny. S vyuzitim tohoto kritéria urcete vSechny hodnoty parametru a € R,
pro néz fada Y-, n® konverguje. Své tvrzeni zduvodnéte.

Reseni: viz s.103 ve skriptech doc. Hilschera (Véta 43 a Priklad 140), fada konverguje pro
a< —1.

2. (3 body) Vypoctéte
n
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(Pomoci muze Stirlingova aproximace — mj. v cheatu — , z niz plyne lim,,_, oyl 1).

Reseni: Snadnou upravou z uvedeného vztahu s vyuzitim toho, ze {/n — 1, vyjde limita
rovna e.

3. (7 bodu) Presypaci hodiny maji tvar télesa vzniklého rotaci arcussinusoidy kolem osy y. Jejich
horni é4st je z poloviny objemu plné pisku, ktery se sype dolt rychlosti 1 em? za 10s. Kolik
casu zbyva do jeho uplného presypani?

(Népoveda: Pouzijte inverzni funkei.)

Reseni: Funkce arcsin je definovéna na intervalu (—1, 1) a nabyvé zde viech hodnot z (—Z, Z).

Rotaci kolem osy y dostaneme stejné téleso jako rotaci grafu funkce sin kolem osy z (presnéji

casti grafu pro x € (=7, 7). Objem hodin je pak roven V' = 7 f_gz sin?(z) do = § (je rovnéz
2

mozné pocitat jako dvojndsobek objemu poloviny télesa pro x od 0 do 7, intergral se snadno
spocitd pomoci vyjadieni 1 — 2sin?(z) = cos(2z)). Vysledek piikladu pak je %.

4. (7 bodu) Vysetrete prub¢h funkce f(x) = arctg 5*. Tj. urcete:

(a) Definiéni obor. Reseni: R\ {2}
(b) Sudost, lichost, periodi¢nost. Reseni: nic z toho
(¢) Body nespojitosti a jejich druh. ReSeni: x=2, jde o skok (limita zleva je 7, zprava —7).
(d) Nulové body. Resent: [0, 0]
(e) Kladnost, zapornost. Reseni: Kladné pro x € (0,2).

(f) Intervaly monotonie, lokalni extrémy a jejich typ, obor hodnot.
Reseni: f'(r) = m, stacionarni body zadné, funkce roste v kazdém bodé de-
finicniho oboru. Oborem hodnot je (=75, %)\ {—7} (=7 je pouze limitou funkce v 4-00).
(g) Konvexnost, konkavnost, inflexni body.

Reseni: f/(r) = %, je tedy f konvexni pro x < 1, konkdvni pro x > 1, 1 je
inflexni bod.



(h) Asymptoty (se smérnici i bez smérnice).

ResSeni: Bez smérnice nejsou, se smérnici je asymptota jedind y = —7 (limy—+ @ =
ohr. __
T =0).

(i) Nacrtnéte graf.
Reseni: Viz napi. http://user.mendelu.cz/ marik/maw/index.php?lang=cs&form=
prubeh

5. (6 bodu) Najdéte obecné feseni linearni diferencidlni rovnice

Y+ J_ V.
T
Reseni: Napf. pomoci vyndsobeni integracnim faktorem p(z) = e/ /*% = g odkud yz =
fx%dxayzgw%—i—%
6. (3 body) Urcete

(a) inf N =inf {1,2,3,...,}. Resent: 1
(b) sup{—%;n e N\ {1}}. Resent: 0
(c¢) Tayloruv polynom 3. stupné funce sin(cos z) se stredem v zg =0 .

e ~ ’, . 2
ResSeni: sin1 — cos 1%



