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/7 Jemny uvod do Logiky \

Zakladem presného matematického vyjadrovani je spravné pouzivani (matematické)
logiky a logickych Gsudki. Logika jako filozofickd disciplina se intenzivné vyviji uz od
dob antiky, avsak ke skute¢nému rozmachu logiky coby soucasti matematiky doslo az
zacatkem 20. stoleti.

Dnes se samozrejmé zakladni logicky kalkulus pouzivad nejen v matematice, ale ,stoji"
na ném veskeré logické obvody a pocitace.

Strucny prehled lekce
* Vyroky v pfirozené mluvé a formalni vyrokova logika.

* Mechanicky postup negace vyrokovych formuli.

* Neformalni zminka o predikatové logice (a kvantifikatorech).




/7.1 Vyroky v ,,pfirozené“ podobé \

Definice: V pfirozené mluvé za vyrok povazujeme (kazdé) tvrzeni, o kterém
ma smysl prohldsit, Ze je bud pravdivé nebo nepravdivé.

Nékolik priklada, které z nich jsou vyroky?
e Dnes uz v Brné prselo.
e Predmét FI:1BO0O se vyucuje v prvnim rocniku.
e Plati 2+ 3 =6.
e To je bez problému. (Co?)
e Plati x > 3.
e Pro kazdé celé Cislo x plati, ze z > 3.

Vsimnéte si, Ze pravdivost vyroku by mélo byt mozné rozhodnout bez skrytych souvis-
losti (kontextu), a proto Ctvrty a paty priklad za vyroky nepovazujeme.
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logickych spojek.




/Nékolik dalSich prikladd. \

Katerina prijela ve 12:00 a $li jsme spolu do kina.

Mnozina {a, b} ma vice nez jeden prvek a neni nekone¢na.

Jestlize ma Karel pres 90 kilo vahy, nepojedu s nim vytahem.

Jestlize ma krava 10 nohou, maji vSechny domy modrou strechu.

Schopnost porozumét takovymto vétam je soucast lidského zplisobu uvazovani
a z tohoto hlediska nemd pfimou souvislost s matematikou (je to , pfirozena
logika").

Formalni (matematickd) logika pak definuje jazyk matematiky a odstranuje
nejednoznacnosti prirozeného jazyka.




/7.2 (Formalni) vyrokova logika \

Definice 7.1. Syntaxe vyrokové logiky.
Bud AT = {A, B,C,...} spoetné nekoneénd mnozina vyrokovych proménnych
(tzv. atomi).

Mnozina vyrokovych formuli ® je definovana induktivné nasledujicimi pravidly:
(1) AT C .
(2) Jestlize ¢, 1) € @, pak také —(p) € @ a (¢) = (¢) € D.
(3) Kazdy prvek ® vznikne konec¢né mnoha aplikacemi pravidel (1) a (2).

Znaceni: Symbol — je zvdn negaci a = je nazyvan implikaci.
Priklady nékolika spravné utvorenych formuli:

A (A)=(B), ((4)=(=(B)) = ((=(B)) = (C))
A také priklady nékolika ne zcela spravné utvorenych formuli:

A=B, A=B=(C, -A=1HB
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KKonvence 7.2. Pro zvySeni Citelnosti budeme zavorky vynechavat, pokud to
nepovede k nejednoznacnostem za predpokladu, Ze negace = ma ,,vyssi prioritu”
nez =. (Touto tmluvou se neméni mnozina ®; méni se jen zplsob reprezentace
jejich prvka.)

Déle si zavedeme, ze

x oV (disjunkce) je jiny zapis formule —p = 1,

« @ A1 (konjunkce) je jiny zapis formule (=g V 1)),

x <1 (ekvivalence) je jiny zapis formule (¢ = ) A (Y = o).
Napfiklad formule (=((A) = (B))) = ((—(B)) = (C)) se da s nasi konvenci

zapsat jako
(A= B)vBVC.




KDefinice 7.3. Sémantika vyrokové logiky. \
Valuace (ohodnoceni) je funkce v : AT — {true, false}. Pro kazdou valuaci
v definujeme funkci S, : ® — {true, false} (vyhodnoceni) induktivné takto:

o S, (A) =v(A) pro kazdé A € AT.

| true jestlize S, (p) = false;
* Su(7¥) _{ false  jinak.

false jestlize S, (p) = truea S, (¢) = false;
true  jinak.

. Su(wiw)Z{

Tvrzeni 7.4. Daisledkem této definice je nasledovné:

o S,(pV)=true pravé kdyz S,(p) = true nebo S,(¢) = true.
o Sy (pNY) =true pravé kdyz S,(p) = true a soulasné S, (1)) = true.
e S,(p =) =true pravé kdyz plati jedna z nésledujicich podminek

* Sy (¢) = true a soulasné S, (¢) = true,

x S, (p) = false a souéasné S, (1)) = false.

Poznamka: Tento predpis podava nejen definici funkce S, ale také ndvod na to, jak
ji pro dany argument vypocitat.
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V praxi ¢asto vyhodnoceni S, logické vyrokové formule zapisujeme do tzv. prav-
divostni tabulky. Tato tabulka typicky ma sloupce pro jednotlivé proménné, pri-
padné , meziformule" (pom(icka pro snaz&i vyplnéni) a vyslednou formuli. Radkii
je 2P (pocet valuaci), kde p je poet pouzitych proménnych. Misto true, false
piseme 1, 0.

Pravdivostni hodnoty

Pro nase Gcely postadi uvést pravdivostni tabulku instruktdznim prikladem.

Priklad 7.5. Jakd je pravdivostni tabulka pro formuli (A = B)V BV C?

| A| B]|C|] A=B|(A=B)VBVC(C]

00O 1 1

0] 1]0 1 1

1] 0]0 0 0

1] 1]0 1 1

001 1 1

011 1 1

101 0 1

1] 1]1 1 1 O




/Definice: Formule ¢ € ® je splnitelnd, pokud pro nékterou valuaci v plati, ze
Su(p) = true.

Formule ¢ € ® je vzdy pravdiva, neboli vyrokové tautologie, psano = ¢, pokud
pro kazdou valuaci v plati, Zze S, (p) = true.

Rekneme, Ze dvé formule o, 1) € ® jsou ekvivalentni, pravé kdy? = ¢ < 1.

Tvrzeni 7.6. Nekolik uZitecnych tautologii:
e EAV-A
e A A
F(AN(A=B))=1B
= (=B = -A)= (A= B)
E(-A=(BA-B))=A

Kde jsme se s uzitim takovych tautologii uz setkali?
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Presny vyznam formuli se zanofenymi negacemi je nékdy obtizné zjistit (po-
dobné jako v bézné redi).

.3 Jak spravné ,znegovat formuli“?

»Neni pravda, Zze nemohu nefict, Ze neni pravda, Ze té nemam nerad."

Vyrokové formule se proto obvykle prezentuji v tzv. normalnim tvaru, kde se
negace vyskytuji pouze u vyrokovych proménnych, formalné:

Definice: Formule ¢ € ® je v normdlnim tvaru, pokud se v ni operator negace
aplikuje pouze na vyrokové proménné.

Napfiklad, pokud pfijmeme pravidlo ,dvoji negace” (——A < A), tak vySe napsanou
vétu si prevedeme na lépe srozumitelny tvar:
»Nemusim fict, Ze t& mam nerad."

Tvrzeni 7.7. KaZdou vyrokou formuli Ize prevést do normalniho tvaru, pokud
k = povolime i uzivani odvozenych spojek N\ a V.

e Pro ilustraci k =(A = B) je ekvivalentni A A =B,
e k =(C A (=A = B)) je ekvivalentni =C'V (=A A =B).

J
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Normalni tvar (formalni postup)

»Znegovanim formule " se obvykle mysli pfevod = do normalniho tvaru.

Metoda 7.8. Pfevod formule ¢ do normalniho tvaru F(y).
Definujeme funkce F a G pro nas prevod induktivnimi predpisy

F(A) = A G(A) = -4
F(=¢) = 9(v) 9(=¢) = Flp)
Flo=14) = Flp)=F{) Gle=7v) = Fle)AG{¥)
Flony) = Flo) ANF@) Gleny) = Glp)VG(Y)
Flevy) = Flo)VFQE) Glevy) = Glp) AG(©)
Fleey) = Flp) e FY) Gleey) = (FlR)AGW)V(Gle) NFY))
Uvazme formuli =(A = =(B V =(C = —A))). Uzitim postupu 7.8 ziskdme:
F(-(A=~(BV-(C=-4)))) = GA=-(BV~(C=-4))) =
( YJAG(H(BV(C=-4) = AANF(BV-A(C=-4) =
A (F(B)V F(~(C = -A))) = AAN(BVG(C = -4) =
A (BV (F(C)NG(—A))) = AN(BV(CANF(A))) =
A (BV(CANA)

N\
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Uvedené formalni predpisy takto vyjadfuji ,intuitivni postup negace” v mate-
maticky presném tvaru. Dilkaz tohoto tvrzeni je zaroven velmi hezkou ukazkou
pouziti strukturdlni matematické indukce.

Véta 7.9. Pro libovolnou vyrokovou formuli ¢ plati, Ze
a) F(y) je ji ekvivalentni formule v normalnim tvaru

b) a G(p) je formule v normalnim tvaru ekvivalentni negaci —.

Dukaz povedeme tzv. ,indukci ke strukture formule®, tedy indukci povedeme
podle , délky" ¢ — poctu aplikaci induktivnich pravidel (Definice 7.1) pfi sesta-
vovani formule ¢.
e Baze indukce (¢ = 0): Pro vSechny atomy, tj. vyrokové proménné, ziejmé
plati, Ze F(A) = A je ekvivalentni A a G(A) = —A je ekvivalentni —A.

e V indukénim kroku predpokladejme, Ze a) i b) plati pro vSechny formule ¢
délky nejvyse £. Vezmeme si formuli 1) délky ¢+ 1, kterd je utvorena jednim
z nasledujicich zplsob:
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* 1) = = (= je ,defini¢ni rovnitko" pro formule). \
Podle vyse uvedeného induktivniho predpisu je F (1)) = F(—¢) = G(p).
Podle indukéniho predpokladu pak je G(p) formule v normalnim tvaru
ekvivalentni —¢ = 1.

Obdobné pro funktor G vyjad¥ime G(v) = G(—p) = F(p). Podle in-
dukéniho predpokladu pak je F(p) formule v normalnim tvaru ekviva-
lentni ¢ a to je ddle ekvivalentni =—p = —1) podle Tvrzeni 7.6.

* 1) = (1 = p2).

Podle vyse uvedeného induktivniho predpisu je F(¢)) = F(p1 = ¢2) =
F(p1) = F(p2). Podle indukéniho predpokladu jsou F(¢1) i F(p2)
formule v normdlnim tvaru ekvivalentni ¢1 a 9. Potom i F(¢1) =
F(p2) je v normdlnim tvaru dle definice a podle sémantiky = je ta
ekvivalentni formuli (1 = 2) = 7).

Obdobné rozepiseme G(v)) = G(p1 = ¢2) = F(p1) A G(p2). Jelikoz
A je pro nas jen zkratka, vyraz déle rozepiseme G(¢)) = —(F(p1) =
=G (p2)). Podle indukéniho predpokladu (a dvoji negace) jsou F (1) a
—G(p2) po Fadé ekvivalentni formulim 1 a ¢o. Tudiz nakonec odvo-
dime, ze G(1) je ekvivalentni negaci formule 1 = 9, coz jsme zde

méli dokazat.
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* P = (p1V ). \

Zde si musime opét uvédomit, ze spojka V je pro nas jen zkratka, a
prepsat ¢ = (—p1 = p2). Potom podle predchozich dokdzanych pfi-
padl vime, ze F(¢) = F(-¢1 = p2) = F(-¢1) = F(p2) je ekvi-
valentni formuli (-1 = p2) = 1, coz bylo tfeba dokazat. Stejné tak
G(¢Y) = G(—p1 = v2) = F(—p1) NG(p2) je podle predchozich pripadi
dikazu ekvivalentni (=1 A —p9) = ).

)
* 1) = (1 A p2) a ) = (p1 < 2) uz dokondime analogicky.
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e Predikdtova logika je obecnéjsi nez logika vyrokova; kazda formule vyrokové
logiky je i formuli predikatové logiky, ale ne obracené.

(

.4 Predikatova logika, kvantifikace

o Predikdtovd logika pracuje s predikaty. Predikdty jsou ,,parametrizované vy-
roky", které jsou bud pravdivé nebo nepravdivé pro kazdou konkrétni volbu
parametr(i. = Vyrokové proménné Ize chdpat jako predikity bez parametri.

Pro neformdlni priblizeni si uvedeme nékolik ukazek predikati:
% x > 3 (parameterem je zde ),

R je ekvivalence na M (parametr R),

Cisla x a y jsou nesoudélnd (parametry x,y),

* % X

obecné psano P(z,y).

Definice 7.10. Syntaxe i sémantika predikatové logiky.
Z predikatl lze vytvaret predikatové formule pomoci uz zndmych (viz Defi-
nice 7.1) vyrokovych spojek a nasledujicich tzv. kvantifikdtorii:

e Vx.p ,pro kazdou volbu parametru z plati formule ¢",

e Jdr.p ,existuje alespon jedna volba parametru x, pro kterou plati ¢".

N /
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Fakt: Je-li kazda proménna v dané formuli kvantifikovana (tj. formule je uza-
vfend), pak je celd formule bud pravdiva nebo nepravdiva.

a

Konvence 7.11. Pro lepsi srozumitelnost zapisu formuli predikatové logiky se
domluvime na ndsledujicim.

* ,Neuzavrené” proménné vyskytujici se v predikidtech ve formuli ¢ nékdy
pro referenci vypisujeme jako , parametry” samotné formule p(z,y,...).

*x Poukud neni z kontextu jasné, co lze za dany parametr dosazovat, uZziva
se notace Vo € M .p a oz € M. ¢. (Plati, jen pokud je kvantifikovany
parametr prvkem néjaké fixni mnoziny!).

« Tecka za symbolem kvantifikitoru se nékdy vynechava (pfi vhodném uza-
vorkovani formule), nebo se pouziva symbol ,, : ".

x Misto Va1 .Vag. -V, . ¢ se nékdy kratce pise V1,20, -, 2y . .
Podobné u existen¢niho kvantifikatoru Jxq, o, -+, xy . .




fPi’iklad 7.12. Ukazme si vyjadreni nasledujicich slovnich vyroki v predikatové logice:
o Kazdé prvodislo vétsi nez 2 je liché,
Vn e N. (Pr(n) An>2) = Li(n).
e Kazdé cislo n > 1, které neni prvolislem, je délitelné néjakym Cislem y kde n # y
ay>1,
VneN. (n>1A=Pr(n)= 3y.(y|nAnsyAy>1)).

e Jsou-li R a S ekvivalence na M, je také RU S ekvivalence na M.
Zde napriklad mizeme mit dva pohledy na toto tvrzeni — v jednom bereme mnozinu
M za pevnou

VR,S : (Equ(R) A Equ(S)) = Equ(RUS),
kdezto ve druhém je i mnoZina M parametrem

VM VR,S : (BEq(M,R) A Eq(M,S)) = Eq(M,RUS).
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Metoda 7.13. Pfevod predikatové formule ¢ do normalniho tvaru F(yp).

vvvvvv

ak ,,negovat” formule predikatové logiky?

F(P(x1,...,xn)) = P(r1,...,2p) G(P(z1,...,zn)) = —P(x1,...,2p)
F(Vz. @) = Vz.F(p) G\Vz . p) = 3Jz.G6(p)
F(3zx. ) = dz.F(p) G(3x. ) = Va.G(p)

Uvazme naptiklad formuli
(VM VR,S : (Eq(M,R) N Eq(M,S)) = Eq(M,RUS)).
Pak
F(=(YM VR,S : (Eq(M,R) AN Eq(M,S)) = Eq(M,RUS))) =
G(VM VR,S : (Eq(M,R) N Eq(M,S)) = Eq(M,RUS))

M 3R,S : G((Eq(M,R) AN Eq(M,S)) = FEq(M,RUS)) =
M 3R,S : (Eq(M,R) N Eq(M,S) N =Eq(M, RUS)).




