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1. [2 body] Necht’ Σ = {a, b} je abeceda. Rozhodněte, zda jsou relace ∼1,∼2 na Σ∗ pravé
kongruence. Své tvrzeńı dokažte.

u ∼1 v ⇐⇒ u = v nebo (|u| · |v|) mod 2 = 0

u ∼2 v ⇐⇒ (#b(u) + #b(v)) mod 2 = 0

Řešeńı:

Relace ∼ na Σ∗ je pravou kongruenćı, pokud je ekvivalenćı a pro každé u, v, w ∈ Σ∗ plat́ı
u ∼ v =⇒ uw ∼ vw.

a) Relace ∼1 neńı pravou kongruenćı, protože neńı tranzitivńı, a tedy neńı ekvivalenćı.
Např́ıklad a ∼1 ab a ab ∼1 aab, ale a 6∼1 aab.

b) Relace ∼2 je

– reflexivńı: Dvojnásobek počtu znak̊u b v libovolném slově je sudé č́ıslo.

– symetrická: Plyne z komutativity sč́ıtáńı přirozených č́ısel. Pokud #b(u) + #b(v)
je sudé, pak i #b(v) + #b(u) je sudé.

– tranzitivńı: #b(u) + #b(v) je sudé č́ıslo, pokud u i v obsahuj́ı obě lichý, nebo obě
sudý počet znak̊u b. Proto z u ∼2 v a v ∼2 w plyne, že #b(u), #b(v), #b(w) jsou
bud’ všechny sudé nebo všechny liché a tud́ıž u ∼2 w.

– pravá kongruence: ∼2 je ekvivalence. Necht’ u ∼2 v, tedy #b(u) + #b(v) je sudé
č́ıslo. Pak pro libovolné slovo w plat́ı, že součet #b(uw) + #b(vw) = #b(u) +
#b(v) + 2#b(w) je sudý, a proto uw ∼2 vw.
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2. [2 body] Necht’ Σ = {a, b} je abeceda a

L = {w ∈ {a, b}∗ | w zač́ıná ṕısmenem b a #a(w) neńı dělitelný třemi}

je jazyk nad touto abecedou.

• Popǐste tř́ıdy rozkladu Σ∗/∼L a určete index ∼L.

• Najděte relaci ∼ na Σ∗ takovou, že ∼ 6=∼L, ∼ je pravou kongruenćı s konečným in-
dexem a L je sjednoceńım některých tř́ıd Σ∗/∼.

Řešeńı:

• Σ∗/∼L = {T0, T1, T2, T3, T4}, kde

T0 = {ε}
T1 = {w ∈ {a, b}∗ | w zač́ıná ṕısmenem b ∧ #a(w) mod 3 = 1}
T2 = {w ∈ {a, b}∗ | w zač́ıná ṕısmenem b ∧ #a(w) mod 3 = 2}
T3 = {w ∈ {a, b}∗ | w zač́ıná ṕısmenem b ∧ #a(w) mod 3 = 0}
T4 = {w ∈ {a, b}∗ | w zač́ıná ṕısmenem a}

Index ∼L je tedy 5.

• Definujme ∼ následuj́ıćıcm zp̊usobem:

u ∼ v ⇐⇒ u, v zač́ınaj́ı stejným ṕısmenem (př́ıp. u = v = ε)
a zároveň #a(u) mod 3 = #a(v) mod 3

Potom je Σ∗/∼ = {T0, T1, T2, T3, A1, A2, A3}, kde

T0 = {ε},
T1 = {w ∈ {a, b}∗ | w zač́ıná ṕısmenem b ∧ #a(w) mod 3 = 1}
T2 = {w ∈ {a, b}∗ | w zač́ıná ṕısmenem b ∧ #a(w) mod 3 = 2}
T3 = {w ∈ {a, b}∗ | w zač́ıná ṕısmenem b ∧ #a(w) mod 3 = 0}
A1 = {w ∈ {a, b}∗ | w zač́ıná ṕısmenem a ∧ #a(w) mod 3 = 1}
A2 = {w ∈ {a, b}∗ | w zač́ıná ṕısmenem a ∧ #a(w) mod 3 = 2}
A3 = {w ∈ {a, b}∗ | w zač́ıná ṕısmenem a ∧ #a(w) mod 3 = 0}

∼ má konečný index 7 a L = T1 ∪ T2.


