Rozhodnutelné problémy pro bezkontextové jazyky

Problém pfrisluSnosti
Existuje algoritmus, ktery pro libovolnou danou CFG G a slovo w
rozhoduje, zda w € L(G) &i nikoliv.

Problém prazdnosti

Existuje algoritmus, ktery pro libovolnou danou CFG G rozhoduje, zda
L(G) = 0 & nikoliv.

Problém koneénosti
Existuje algoritmus, ktery pro libovolnou danou CFG G rozhoduje, zda
L(G) je koneény ¢&i nikoliv.
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Konecnost

Véta 3.68. Ke kazdé CFG G lze sestrojit &isla m,n takova, Ze L(G) je
nekonelény pravé kdyz existuje slovo z € L(G) takové, Ze m < |z| < n.

Diikaz. Predpokladejme, Ze G je v CNF.
Necht p, g jsou &isla s vlastnostmi popsanymi v Lemmatu o vklddan.

PoloZme m =pan=p+q.

(<) Jestlize z € L(G) je takové slovo, Ze |z| > p, pak existuje
rozd&leni z = uvwxy spliujici v # ¢ a ww'wx'y € L(G) pro vechna
i > 0. Tedy jazyk L(G) obsahuje nekone¢né mnoho slov tvaru
wvtwz'y, je tedy nekoneny.
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(=) Necht L(G) je nekoneny. Pak obsahuje i nekonetn& mnoho slov
délky vétsi nez p — tuto mnoZinu slov oznaéme M. Zvolme z M
libovolné takové slovo z, které ma minimalni délku a ukazme, Ze musi

platit p < |z] < p+q.

Kdyby |z| > p + ¢, pak (opét dle Pumping lemmatu pro CFL) Ize z
psat ve tvaru z = uvwzy, kde v # ¢, [vwz| < ¢ a w'wz'y € L(G)
pro vsechna 7 > 0.

Pro i = 0 dostadvame, Ze uwy € L(G) a souasné |uwy| < |luvwzxy|.

Z nerovnosti |uvwzy| > p+ q a |vwzx| < q plyne, Ze |uwy| >
(p+q) —q=p. Tedy uwy € M, coZ je spor s volbou z jako slova
z M s minimalni délkou. Celkem tedy musi byt |z| < p + q. O
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Vlastnost sebevlozeni

Definice 3.70. Necht G = (N, X, P,S) je CFG. Rekneme, ¥e G ma
vlastnost sebevloZeni, jestlize existuji A € N a u,v € X7 takova, Ze
A =T uAv.

CFL L ma vlastnost sebevloZeni, jestlize kaZzdd bezkontextova
gramatika, ktera jej generuje, ma vlastnost sebevlozeni.

Véta 3.71. CFL L ma vlastnost sebevlozeni, pravé kdyz L neni
regularni.

Dukaz ve skriptech obsahuje zavaznou chybu. Kdo mi jako prvni posle
mail s popisem chyby, ziskd 1 tvrdy bod. Deadline: 31.12.2009
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Nerozhodnutelné problémy pro bezkontextové jazyky

Problém regularity

Neexistuje algoritmus, ktery pro libovolnou danou CFG G rozhoduje,
zda L(G) je reguldrni ¢i nikoliv.

(Tedy neni rozhodnutelné, zda L(G) ma vlastnost sebevloZeni ¢i nikoliv.)

Problém univerzality

Neexistuje algoritmus, ktery pro libovolnou danou CFG G rozhoduje,
zda L(G) = X* &i nikoliv.

Problémy ekvivalence a inkluze také nejsou rozhodnutelné (plyne z
nerozhodnutelnosti problému univerzality).
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Deterministické zasobnikové automaty

Definice 3.72. Rekneme, ¢ PDA M = (Q,>,1,9,q0, Zo, F) je
deterministicky (DPDA), jestliZe jsou splnény tyto podminky:

1. pro v8echna ¢ € Q a Z € T plati: kdykoliv d(q,e,7Z) # (), pak
6(q,a,7Z) = pro véechna a € ¥;

2. pro zadné q € Q,Z € I"a a € ¥ U {e} neobsahuje d(q,a, Z) vice
neZz jeden prvek.

Rekneme, ¥e L je deterministicky bezkontextovy jazyk (DCFL),
pravé kdyz existuje DPDA M takovy, Ze L = L(M).
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Vlastnosti deterministickych bezkontextovych jazyku

Véta 3.82. T¥ida DCFL je uzavfena na dopliiek.

Intuice: DPDA ma nad kazdym slovem pravé jeden vypoclet. Pro
dopliiek staci zaménit koncové a nekoncové stavy.

Komplikace 1: DPDA nemusi dodist vstupni slovo do konce, protoze
se vyprazdni zasobnik nebo prechod neni definovan.

Resent:
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Komplikace 2: DPDA nemusi dodist vstupni slovo do konce, protoze
prestane Cist vstup a neustdle provadi e-kroky pod kterymy zasobnik
neomezené roste.

=[Q] =T
max{|v| | (p',7) € é(p,e, Z), p,p' € Q, Z € T'}

zasobnik neomezené roste pfi e-krocich <=- béhem posloupnosti
e-kroku jeho délka vzroste o vice nez r-s -t

Resent:

S
r
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Komplikace 3: DPDA nemusi dodist vstupni slovo do konce, protoze
prestane Cist vstup a neustdle provadi e-kroky pod kterymy zasobnik
neroste neomezeng, tj. po jistém poctu krokl se jeho obsah opakuje.

Komplikace 4: DPDA docte slovo, ale pak pod e-kroky prochazi
koncové i nekoncové stavy (tj. nékterd slova jsou akceptovana pivodnim
DPDA i DPDA se zamé&né&nymi koncovymi stavy).
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Prunik a sjednoceni

Véta. Trida DCFL neni uzaviena na prinik.
Dikaz. L; = {a"b"c™ | m,n > 1} a Ly = {a™b"c™ | m,n > 1} jsou
DCFL, ale L1 N Ly = {a™b™c™ | n > 1} neni ani bezkontextovy. O

Véta. Trida DCFL je uzavfena na prinik s reguldrnim jazykem.

Véta. Trida DCFL neni uzavrena na sjednoceni.

Dukaz. Plyne z uzavrenosti na dopliiek, neuzavienosti na prinik a z
De Morganovych pravidel:

Ly N Ly = co—(co—Lq1 Uco—Ly)

(Z uzav¥enosti na sjednoceni by plynula uzavfenost na prinik.) O
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Vztah deterministickych a nedeterministickych CFL

Véta. Trida DCFL tvofi vlastni podtFidu t¥idy bezkontextovych jazyki.
/ejména existuji bezkontextové jazyky, které nejsou DCFL.

Priklad. Jazyk co{ww | w € {a,b}*} je CFL, ale neni DCFL.
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Aplikace (deterministickych) bezkontextovych jazykii

e syntaxe programovacich jazyki je definovdna pomoci CFG
(dob¥e uzavorkované vyrazy, if - then - else konstrukty)

e DTD (Document Type definition) umoZiiuje definovat bezkontexové
jazyky - vyuZiti ve znackovacich jazycich (HTML, XML,. . .)

e nastroje pro tvorbu parserti/ptekladacl vyuzivaji réizné algoritmy pro
linearni deterministickou syntaktickou analyzu:
LALR(1) - Yacc, Bison, javacup
LL(k) - JavaCC, ANTLR
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Turinguv stroj — syntaxe

Definice. Turingtv stroj (TM) je M = (Q,3,T",>,U, 9, qo, @acc, Grej)
kde

e () je kone¢na mnoZina, jejiz prvky nazyvdme stavy,

e ). je kone¢na mnoZina, tzv. vstupni abeceda,

e [' je kone¢nda mnoZina, tzv. pracovni abeceda, > C T,
e > c I'~ X je leva koncova znacka,

e Ll €'\ X je symbol oznacujici prazdné policko,

¢ §: (Q~{Gace; Grej}) X I' — Q@ xT'x{L, R}
je totalni prechodova funkce,

e (o € () je pocatecni stav,
® (.. € () je akceptujici stav,

® ¢oj € () Je zamitajici stav.
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Déale poZadujeme, aby pro kazdé g € () existoval p € () takovy, Ze
6(q,>) = (p,>>, R) (tj. > nelze p¥fepsat ani posunout hlavu za okraj

pasky).
Oznadeni. LY =y uu...

Definice. Konfigurace Turingova stroje je trojice (¢, z,n) € Qx{yU" |
y € '} x Ny, kde

® ¢ je stav,

e yLI“ je obsah pasky,

e 1 znadi pozici hlavy na pasce.

Pocatecni konfigurace pro vstup w € 3* je trojice (qg, >wl®,0).
Akceptujici konfigurace je kazda trojice tvaru (qacc, 2,1).
Zamitajici konfigurace je kaZzda trojice tvaru (gyej, 2,1).

IB102 Automaty a gramatiky, 14.12. 2009 14



Vypocet Turingova stroje

Oznaceni. Pro libovolny nekonelny ¥etéz z nad I', z, oznaluje n-ty

v v " - v v/ v v V4 n v .
symbol Yeté€zu z (2o je nejlevéjsi symbol fetézu z). Déle s;'(z) oznaluje
fetéz vznikly ze z nahrazenim z,, symbolem b.

Definice. Na mnoZiné vsech konfiguraci stroje M definujeme binarni
relaci | (krok vypoctu) takto:

)
(q,s7(2),n+1) pro d(p, zn) = (q,b, R)

(p,2,n) o S

(@,s3(2),n=1)  prod(p,zn) = (¢,0, L)
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Vypotet TM M na vstupu w je maximalni (kone¢nd nebo
nekoneénd) posloupnost konfiguraci Ky, K1, Ks,..., kde K; je
pocatetni konfigurace pro w a K; | K;1; pro v8echna i > 0.

Stroj M akceptuje slovo w pravé kdyz vypocet M na w je konecny a
jeho posledni konfigurace je akceptujici.

Stroj M zamita slovo w pravé kdyz vypocet M na w je konecny a jeho
posledni konfigurace je zamitajici.

Stroj M pro vstup w cykli pravé kdyz vypolet M na w je nekonelny.

Jazyk akceptovany TM M definujeme jako
L(M) ={w e X" | M akceptuje w}.
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Ukazky Turingovych stroji a vztah k jazykum typu 0

Simulator TM: http://www.fi.muni.cz/~xbarnat/tafj/turing/

Véta. Jazyk L je rekursivné spoletny (tj. generovany gramatikou typu 0)
<= L je akceptovany néjakym Turingovym strojem.
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Uplny Turingiiv stroj a rekursivni jazyky

Definice. Turingiv stroj se vstupni abecedou . se nazyva uplny, pokud
kazdé w € ¥* bud akceptuje nebo zamita.

Jazyk se nazyva rekursivni, pokud je akceptovany néjakym udplnym
Turingovym strojem.
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Rozhodnutelné a nerozhodnutelné problémy

Problém rozhodnout, zda dané w ma vlastnost P ztotoZznime s
mnoZzinou {w | w ma vlastnost P}.

Priklad. Problém rozhodnout, zda dana regularni gramatika
reprezentuje konecny jazyk = {G | G je regularni gr. a L(G) je koneény}.

Definice. Problém P je

e rozhodnutelny <= {w | w ma vlastnost P} je rekursivni
e nerozhodnutelny <= {w | w ma vlastnost P} neni rekursivni

e Castetné rozhodnutelny (semirozhodnutelny) <
<= {w | w ma vlastnost P} je rekursivné spocetn3
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Prehled jazykovych t¥id

Jazyky Gramatiky (typ) Automaty
rekursivné spoletné frazové (0) Turingovy stroje
rekursivni : uplné Turingovy stroje
kontextové kontextové (1) | linedrn& ohrani¢ené TM
bezkontextové bezkontextové (2) | zasobnikové automaty
deterministické CFL : deterministické PDA
regularni regularni (3) koneéné automaty

T¥ida na niz8im radku je vZdy vlastni podtfidou tfidy na vyssim radku.
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