/1 Pojem grafu \

Grafy jsou jednim z nejdilezitéjsich pojmi diskrétni matematiky. Neformalné, graf se sklada z

e vrcholil neboli také uzld (,,puntikd)
e a hran (,spojnic") mezi dvojicemi vrchold.

(Pozor, nepletme si graf s grafem funkce!)

Takovy graf miize vyjadfovat souvislosti mezi objekty, ndvaznosti, spojeni nebo toky, atd. Své
dilezité misto v informatice si grafy ziskaly dobfe vyvazenou kombinaci svych vlastnosti —
snadnym nazornym nakreslenim a zaroven jednoduchou zpracovatelnosti na pocitacich.

Strucny prehled lekce

e zavedeni a pochopeni grafil, jejich zakladni pojmy,

piiklady b&znych t¥id grafd,

stupné vrcholi v grafech,

podgrafy, isomorfismus grafi a jeho poznani.
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1.1 Definice grafu

Definice 1.1. Graf (rozsifené obycejny &i jednoduchy neorientovany graf)
je usporadana dvojice G = (V, E), kde V' je mnozina vrcholi a E je mnozina hran —
mnozina vybranych dvouprvkovych podmnozin mnoziny vrchold.

Znateni: Hranu mezi vrcholy u a v piSeme jako {u, v}, nebo zkracené uv.
Vrcholy spojené hranou jsou sousedni.
Na mnozinu vrcholt grafu G odkazujeme jako na V((), na mnozinu hran E(G).

Fakt: Na graf se Ize divat také jako na symetrickou ireflexivni relaci, kde hrany tvori
pravé dvojice prvkil z této relace.

Poznamka: Grafy se ¢asto zaddavaji pfimo nazornym obrazkem, jinak je Ize také zadat vyctem
vrchold a vyétem hran. Napfriklad:

V=1{1,2,3,4), E= {{1, 2}, {1,3), {1, 4}, {3,4}}
1
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Bézné typy grafu
Pro snadnéjsi vyjadrovani je zvykem nékteré bézné typy grafli nazyvat popisnymi jmény.
Kruznice délky n ma n > 3 vrcholl spojenych do jednoho cyklu n hranami:

4 3

Cesta délky n ma n + 1 vrcholl spojenych za sebou n hranami:

P,
" 1 2 3 4 ... n n+tl

\
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Uplny graf na n > 1 vrcholech ma n vrcholii, viechny navzajem pospojované (tj.
celkem (3) hran):

S
3

Uplny bipartitni graf na m > 1 a n > 1 vrcholech ma m + n vrcholi ve dvou
skupinach (partitach), pfi¢emz hranami jsou pospojované viechny m - n dvojice
z riznych skupin:

Kmn

9
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/1.2 Stupné vrcholi v grafu

Definice 1.2. Stupném vrcholu v v grafu G
rozumime pocet hran vychdzejicich z v. Stupefi v v grafu G znaéime dg(v).

Slovo ,vychazejici" zde nenaznaluje zadny smér; je totiz obecnou konvenci fikat, ze hrana
vychazi z obou svych koncl zaroven.

2 2 3 3

2 2 2 5

Napriklad v nakreslené ukazce jsou stupné pfimo zapsany u vrchold.

Definice: Graf je d-reguldrni, pokud vSechny jeho vrcholy maji stejny stupen d.
Znateni: Nejvyssi stuperi v grafu G znadime A(G) a nejnizsi §(G).
Véta 1.3. Soucet stuprii v grafu je vzdy sudy, roven dvojndasobku poctu hran.

Dukaz. Pfi s¢itani stupnt vrchold v grafu zapocitdme kazdou hranu dvakrat — jednou
za kazdy jeji konec. Proto vysledek vyjde sudy. O

\_
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Vlastnosti stupnu

Jelikoz v obycejném grafu zvl3st nerozliSujeme mezi jednotlivymi vrcholy, nemame dano
zadné poradi, ve kterém bychom stupné vrchold méli psat. Proto si stupné obvykle
sefazujeme podle velikosti.

sk Zajimavou otdzkou je, které posloupnosti stupil odpovidaji vrcholim skute¢nych
grafa?
(Napfiklad posloupnost stupfiti 1,2, 3,4, 5,6, 7 nem(Ze nastat nikdy.)

Véta 1.4. Necht dy < ds < ... < d, je posloupnost prirozenych Cisel. Pak existuje
graf s n vrcholy stuprii
dl; d27"'7 dn

pravé tehdy, kdyz existuje graf s n — 1 vrcholy stupnii
di, day..., dy—u,—1, dp—a, —1,..., dy_o—1, dp—1 —1.

K pouziti Véty 1.4: Mirné neprehledny formalni zapis véty znamena, Ze ze sefazené posloupnosti
odebereme posledni (nejvétsi) stuper d, a od tolika d,, bezprostfedné predchozich stupi
odelteme jednicky. Zbylé stupné na zacatku posloupnosti se nezméni.

(Nezapomerime, Ze posloupnost je tfeba znovu sefadit dle velikosti.)

\ J
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Priklad 1.5. Existuje graf se stupni vrcholi:

(1,1,1,2,3,4) ?
Dle Véty 1.4 upravime na (1,0,0,1,2), usporadame ji (0,0,1,1,2),

pak znovu (0,0,0,0) a takovy graf uz jasné existuje.

Na druhou stranu, jak takovy graf sestrojime?
(Obvykle neni jediny, ale nds zajima aspofi jeden z nich.) Prosté obritime pred-

chozi postup, zaéneme z grafu se 4 vrcholy bez hran, pfiddme vrchol stupné 2
spojeny se dvéma z nich a dalSi vrchol stupné 4 takto:

(1) 17 1) 17 2) 374) 67 7) ?

Podobné upravime na (1,0,0,0,1,2,3,5) a usporddame ji (0,0,0,1,1,2,3,5),
pak znovu (0,0,—1,0,0,1,2), ale to uz pfece nelze — stupné nejsou zaporné.
Proto takovy graf neexistuje.
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1.3 Podgrafy a Isomorfismus

Definice: Podgrafem grafu G rozumime libovolny graf H na podmnoziné vrcholi
V(H) C V(G), ktery ma za hrany libovolnou podmnoZinu hran grafu G majicich

oba vrcholy ve V/(H).
Piseme H C G, tj. stejné jako mnozinova inkluze (ale vyznam je trochu jiny).

Na nasledujicim obrazku vidime zvyraznéné podmnoziny vrcholil hran. Pro¢ se vlevo nejedna
o podgraf? Vpravo uz podgrafem je.

Definice: Indukovanym podgrafem je podgraf H C G takovy, ktery obsahuje vsechny
hrany grafu G mezi dvojicemi vrcholt z V(H).

\ J




/ Definice 1.6. Isomorfismus grafi G a H
je bijektivni (vzajemné jednoznacné) zobrazeni f : V(G) — V(H), pro které plati, ze
kazda dvojice vrcholi u,v € V(G) je spojend hranou v G pravé tehdy, kdyz je dvojice
f(w), f(v) spojena hranou v H.

Grafy G a H jsou isomorfni pokud mezi nimi existuje isomorfismus.
Piseme G ~ H.

Fakt: Isomorfni grafy maji stejny pocet vrchold (i hran).

Z nakreslenych tfi grafii jsou prvni dva isomorfni — jsou to jen riznd nakresleni téhoz grafu,
kruznice délky 5. (Ur¢ité snadno najdete isomorfismus mezi nimi. Pro jednoduchost isomor-
fismus zakreslete do obrazku tak, ze vrcholy prvniho odislujete Cisly 1 az 5 a vrcholy druhého
stejnymi &isly v poradi odpovidajicim jeho bijekci.) T¥eti graf jim isomorfni neni, nebot, na-
priklad, ma vrcholy jinych stupnd.

Fakt: Pokud je bijekce f isomorfismem, musi zobrazovat na sebe vrcholy stejnych

Kstupﬁﬁ, tj. dg(v) = dg(f(v)). Naopak to vSak nestadi! /




4

Priklad 1.7. Jsou nasledujici dva grafy isomorfni?

Pokud mezi nakreslenymi dvéma grafy hleddme isomorfismus, nejprve se podivime, zda
maji stejny pocet vrcholl a hran. ©Maji. Pak se podivame na stupné vrcholi a zjistime,
ze oba maji stejnou posloupnost stupnt 2,2, 2,2, 3, 3. = Takze ani takto jsme mezi nimi
nerozlisili a mohou (nemuseji!) byt isomorfni. Déle tedy nezbyvd, nez zkouset vsechny
pripustné moznosti zobrazeni isomorfismu z levého grafu do pravého.

Na levém grafu si pro ulehéeni vS§imnéme, ze oba vrcholy stupné tfi jsou si symetrické,
proto si bez (jmy na obecnosti miiZeme vybrat, Ze vrchol oznaéeny 1 se zobrazi na 1’.
Druhy vrchol stupné tfi, oznaceny 4, se musi zobrazit na analogicky vrchol druhého
grafu 4’. A zbytek jiz plyne snadno:

6 5
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Véta 1.8. Relace , byt isomorfni* ~ na tridé vsech grafii je ekvivalenci. \

Dukaz. Relace ~ je reflexivni, protoze graf je isomorfni sam sobé identickym zobra-
zenim. Relace je také symetrickd, nebot bijektivni zobrazeni Ize jednoznacné obratit.
Tranzitivnost ~ se snadno dokaze skladanim zobrazeni—isomorfismda. O

Disledkem je, ze vSechny grafy se rozpadnou na tridy isomorfismu. V praxi pak, pokud
mluvime o grafu, myslime tim obvykle jeho celou tfidu isomorfismu, tj. nezalezi ndm
na konkrétni prezentaci grafu.
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Dalsi grafové pojmy
Znateni: Méjme libovolny graf G.

e Podgrafu H C G, ktery je isomorfni néjaké kruznici, fikdme kruznice v G.

e Specidlné fikdme trojihelnik kruznici délky 3.

e Podgrafu H C G, ktery je isomorfni néjaké cesté, rikdme cesta v G.

e Podgrafu H C G, ktery je isomorfni néjakému Gplnému grafu, fikdme klika v G.

e Podmnoziné vrcholl X C V(G), mezi kterymi nevedou v G viibec Z4dné hrany,
fikdme nezavisla mnozina X v G.

o Indukovanému podgrafu H C G, ktery je isomorfni néjaké kruznici, fikdme indu-
kovand kruznice v G.




2 3

Prvni z ukdzanych grafii napfiklad neobsahuje zadny trojihelnik, ale obsahuje kruz-
nici délky 4, dokonce indukovanou. Druhy graf trojihelnik obsahuje a kruznici délky 4
taktéz. Prvni graf obsahuje cestu délky 4 na vrcholech 1,2,3,4,5, ale ta neni induko-
vana. Indukovana cesta délky 4 v ném je tfeba 2,3,4,5,6. Druhy graf tyto cesty také

obsahuje, ale naopak zadna z nich neni indukovana.

Prvni graf ma nejvétsi kliku velikosti 2 — jedinou hranu, kdezto druhy graf ma vétsi

kliku na vrcholech 3,4, 5. Nejvétsi nezavisla mnozina u obou grafii ma 3 vrcholy 2,4, 6.

)
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Priklad 1.9. Jsou ndsledujici dva grafy isomorfni?

Postupovat budeme jako v Prikladé 1.7, nejprve ovérime, ze oba grafy maji stejné
mnoho vrcholi i stejnou posloupnost stupnt 2,2, 2,2, 3, 3. Pokud se vSak budeme snazit
najit mezi nimi isomorfismus, néco stale nebude sedét, ze? Co ndm tedy v nalezeni
isomorfismu brani? Podivejme se, ze v druhém grafu oba vrcholy stupné tfi maji svého
spole¢ného souseda, tvori s nim trojihelnik. V prvnim grafu tomu tak neni, prvni graf
dokonce nema Zadny trojlhelnik. Proto zadané dva grafy nejsou isomorfni. O

Poznamka: VySe uvedené priklady ndm ukazuji nékteré cesty, jak poznat (tj. najit nebo vy-
lougit) isomorfismus dvou grafii. Ty vdak ne vidy musi fungovat. Ctend¥ se mize ptat, kde
tedy najde néjaky univerzalni postup pro nalezeni isomorfismu?

Bohuzel vas musime zklamat, zadny rozumny univerzalni postup neni znam a zatim plati, ze
jedina vzdy fungujici cesta pro nalezeni ¢i nenalezeni isomorfismu mezi dvéma grafy je ve stylu
vyzkousejte vSechny moznosti bijekci mezi vrcholy téchto grafi. (Téch je, jak znamo, az n!)

J




/1.4 Orientované grafy a multigrafy

V nékterych p¥ipadech (nap¥iklad u tok v sitich) potfebujeme u kazdé hrany vyjadfit
jeji smér. To vede na definici orientovaného grafu, ve kterém hrany jsou usporadané
dvojice vrcholl. (V obrédzcich kreslime orientované hrany se Sipkami.)

Definice: Orientovany graf je uspofadand dvojice D = (V, E), kde ECV x V.
Fakt: Orientované grafy odpovidaji relacim, které nemusi byt symetrické.

Znateni: Hrana (u,v) v orientovaném grafu D zacind ve vrcholu u a kon&i ve (mifi
do) vrcholu v. Opaéna hrana (v, ) je riiznd od (u,v)!

\ J
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Navic nékdy mizeme mluvit o tzv. multigrafech, ve kterych padaji téméF vSechna
omezeni na hrany. ..

V multigrafu maze mezi dvojici vrcholil vést libovolny pocdet hran — tzv. ndsobné hrany,
a nékteré z nich mohou byt i orientované.
Také jsou povoleny hrany, které maji oba konce totozné — tzv. smycky.

Definice: Multigraf je usporadand trojice M = (V,E,e), kde VN E =  a
e:E— (4) UV U(V x V) je incidenéni zobrazeni hran.

Znaceni (‘2/) v definici reprezentuje neorientované hrany, V' neorientované smyc¢ky a V x V'
orientované hrany a smycky. Smycky a paralelni hrany lehce ilustruje nasledujici obrazek:

o ———— o
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/1.5 Implementace grafu

Mé&jme jednoduchy graf G na n vrcholech a znaéme vrcholy jednoduse &isly V(G) =
{0,1,...,n—1}. Pro po¢itacovou implementaci grafu G se nabizeji dva zakladni zpd-
soby:

e Matici sousednosti, tj. dvourozmérnym polem g[] [], ve kterém g[i] [j1=1 zna-
mend hranu mezi vrcholy i a j.

e V/yctem sousedi, tj. pouzitim opét dvourozmérné pole h[] []1 a navic pole d[]
stupnt vrchold. Zde prvky h[i][0],h[i]1[1],...,h[i] [d[i]-1] uddvaji se-
znam sousedi vrcholu 7.

Poznamka: Davejte si pozor na symetrii hran v implementaci!

Implementace matici sousednosti je hezka svou jednoduchosti.

Druhd moznost se vsak mnohem lépe hodi pro grafy s malym pocétem hran, coZ nastava ve
vétsiné praktickych aplikaci.

(Navic je implementace vy¢tem sousedid vhodnd i pro multigrafy.)

Ke grafim lze do zvldstnich poli pfidat také ohodnoceni vrcholii a hran libovolnymi Cisly &i
znackami. ..

\_

N\

J




