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Definice

Vnitfni bod x* € E, defini¢niho oboru funkce f je (lokalnim)
maximem (resp. minimem), jestlize existuje jeho okoli U takové,
Ze pro vsechny body x € U plati f(x) < f(x*) (resp.

f(x) > f(x*)). Pokud nastavd v predchozich nerovnostech ostra
nerovnost pro vsechny x # x*, hovorfime o ostrém lokalnim
extrému.

Vnitfni bod x* € E,, defini¢niho oboru funkce f, ve kterém je
diferencidl df(x) nulovy nazyvdme stacionarni bod funkce f.

Nutnou podminkou pro existenci maxima nebo minima v bodé x*
(v pfipadé diferencovatelnosti funkce f v x*) je vymizeni
diferencialu v tomto bodé, tj. df (x*) = 0. Skutecné, pokud je
df (x*) # 0, pak existuje smér v, ve kterém je d, f(x*) # 0. Pak
ovSem nutné je podél primky x* + tv na jednu stranu od bodu x*
hodnota funkce roste a na druhou klesa.



Priklad
Funkce f : E; — R definovana predpisem

X2+ y2 pro[x,y] #10,0],
)= {1 pro [x, ] = [0,0]

md v poéatku ostré lokalni maximum (pfitom zde neni spojita, a
tedy ani diferencovatelnd).

Priklad

Funkece f(x,y) = \/x%2 + y? je v poatku spojitd a ma zde ostré
lokalni minimum, prestoze v tomto bodé€ neni diferencovatelna
(grafem funkce je kuzelova plocha — viz prvni pfednaska).




Stacionarni body

Pro to, aby nabyvala v daném bodé diferencovatelnad funkce svého
lokdIniho extrému (maxima nebo minima), je nutnou podminkou,
aby byl dany bod stacionarni.

Pfitom ale (podobné jako u funkci jedné proménné) stacionarni
bod nemusi byt bodem lokalniho extrému.

Nap¥. funkce f(x,y) = (x — x0)(¥ — yo) ma v bodé [xo, yo]
stacionarni bod (df = %dx + g—;dy = (y — yo)dx + (x — x0)dy),
nema zde vSak zfejmé lokalni extrém (jde o tzv. ,sedlo").
Poznat, jakého typu je dany stacionarni bod, ndm stejné jako

v pfipadé funkci jedné proménné umozni (diky Taylorové vété)
derivace vyssich rada.



Situace v jedné proménné

Mé&jme funkci f : R — R a jeji staciondrni bod xo (tj. f'(x0) = 0).
Je-li f”(xp) < 0, ma funkce v xo ostré lokdlni maximum
(analogicky neostré, resp. minimum).

Toto tvrzeni vyplynulo z Taylorovy véty (staci uvazit Taylortv
polynom 1. stupné a pfislusny zbytek)

f(x) = Tl(X) + Rl(X) =
= £(30) + F(x0)(x = x0) + 5 /(€)x — x0)? =
= Flo0) + 3(€)(x = x0).

kde & lezi mezi x a xp. Ze spojitosti f” a vlastnosti f”(xp) < 0 pak
pro £ dostate¢né blizko xg dostavame f”(£) < 0 a tedy Ri(x) <0
dostate¢né blizko xp . Proto zde f(x) < f(xp) a xo je lokdlnim
maximem.



Situace ve vice proménnych

Mé&jme funkei f : E, — R a jeji stacionarni bod x* (tj. f'(x*) =0
— nulovy vektor parcidlnich derivaci).

Z Taylorovy véty pak dostdvame (opét stadi uvazit Tayloriv
polynom 1. stupné a pfislusny zbytek)

f(x) = Ta(x) + Ri(x) =
= Fx) 4 ) x—x) o PAE(x —x) =
= F(x) 5 FE)(x— x°),

kde & = x* + 0v (pro 0 € (0,1)) lezi ,mezi" x a x*.
Zbyva do vice proménnych ,,prelozit” podminku, ktera Fika, ze
vyraz

d*F(€)(x — x*) = (x = x*) THF()(x — x*)

je nekladny (resp. nezaporny) pro libovolné x.



Pozitivné (negativné) definitni kvadratické formy

Kvadratickd forma h: E, — R je

e pozitivné definitni, je-li h(u) > 0 pro viechny u # 0

e pozitivné semidefinitni, je-li h(u) > 0 pro vSechny u € V

e negativné definitni, je-li h(u) < 0 pro vSechny u # 0

e negativné semidefinitni, je-li h(u) < 0 pro vSechny u € V

o indefinitni, je-li h(u) > 0 a h(v) < 0 pro vhodné u,v € V.
Casto rovné? hovofime o definitnosti matice A kvadratické formy h
(jsou spolu ve vztahu h(u) = uT Au = Au - u).

S témito pojmy jste se setkali jiz v ¢asti vénované linearnim
modelim a méli byste tedy umét rozeznat definitnost kvadratické
formy (resp. jeji matice v dané bazi).



Kritéria pozitivni definitnosti matic

Dana symetrickd matice A je pozitivné definitni, pravé tehdy kdyz
plati néktera z téchto ekvivalentnich podminek:

@ viechny vlastni hodnoty matice A (tj. kofeny A jejiho
charakteristického polynomu |A — Al,|) jsou kladné,

@ vsechny hlavni minory A jsou kladné (Sylvesterovo kritérium)
Dana symetrickd matice A je negativné definitni, pravé tehdy kdyz

plati nékterd z téchto ekvivalentnich podminek:

@ vSechny vlastni hodnoty matice A jsou zaporné,

@ hlavni minory A stfidaji znaménko, pocinaje zapornym.



Véta
Necht f : E,, — R je dvakrat spojité diferencovatelna funkce a
x* € E, necht je stacionarni bod funkce f. Potom

Q Jje-li Hf(x*) positivné (negativné) definitni, ma f v x* ostré
lokdIni minimum (maximum),

@ Jje-li Hf (x*) indefinitni, nem3 f v bodé x* lokdIni extrém.

© md-li f v x* lokdlni minimum (maximum), je Hf (x*) pozitivné
(negativné) semidefinitni,

Vsimnéme si, ze véta nedava zadny vysledek, pokud je hessian
funkce ve zkoumaném bodé degenerovany (nulovy). Divod je opét
stejny jako u funkci jedné proménné. V takovych pfipadech totiz
existuji sméry, ve kterych prvni i druhd derivace zmizi a my proto v
tomto fadu priblizeni neumime poznat, zda se funkce bude chovat
jako t3 nebo jako +t* dokud nespoteme alespofi v potiebnych
smérech derivace vyssi.



Priklad
Uvazme funkci f(x, y) = sin(x) cos(y), ktera pfipomind zndm3
kartonova plata na vajicka a spoctéme jeji lokalni extrémy.
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Priklad (pokr.)

Spoctéme si nejprve prvni parciadlni derivace:

fi(x,y) = cos(x) cos(y), f,(x,y) = —sin(x)sin(y),

takze obé derivace budou nulové pro dvé sady bodi

@ cos(x) =0, sin(y) =0, to je [x,y] = [25L 7, ¢x], pro
libovolné k,/ € Z

@ cos(y) =0, sin(x) = 0, to je [x,y] = [km, 2L 7], pro
libovolné k,/ € 7.

Druhé parcialni derivace jsou

([t £ [ —sin(x)cos(y) —cos(x)sin(y)
ke y) = < y) (x:y) = <— cos(x) sin(i) —sin(x) cos(i)

A, Xy fyy

)




Piklad (pokr.)

V nasich dvou sadach bodl tedy dostdvdme nasledujici hessidany:

Q@ Hf(km + 5,0m) =+ <(1) (1)> pri¢emz znaménko + nastdva,

kdyz k a ¢ jsou ridzné parity a naopak pro —,

x 0
g Hf(k7r,€7r—|—2):i<1 O

kdyz k a ¢ jsou riizné parity a naopak pro —.

>, pricemz znaménko + nastava,

Protoze nase funkce ma spojity hessian, ktery je nedegenerovany,
nastane lokalni maximum tehdy a jen tehdy, kdyz nas bod (x*, y*)
patfi do prvni skupiny se stejnymi paritami k a £. Kdyz budou
parity opacné, pak bod z prvni skupiny bude naopak bodem
lokalniho minima. Naopak, hessian u druhé skupiny bodi se vydisli
kladné na nékterych prirlistcich a zaporné na jinych. Stejné se
proto bude chovat i celd funkce f v okoli.




Priklad (Poznamky)

@ matice je indefinitni, prestoze ma oba hlavni minory

01
10
nekladné (pro semidefinitnost je znaménko minori pouze
nutnou podminkou!)

@ nalezené lokalni extrémy Slo jisté najit snadnéji tvahou o
nabyvani hodnot +1 funkci f(x, y) = sin(x) cos(y), neméli
bychom ale jistotu, ze jde o vSechny extrémy.




Absolutni extrémy

Necht f : E, — R a M je podmnozinou defini¢niho oboru f.
V bodé x* nabyva f absolutniho (globalniho) maxima (minima) na
M, pokud je f(x*) > f(x) (f(x*) < f(x)) pro v8echna x € M.

Existence extrém na kompaktni (uzavfené a ohrani¢ené) mnoziné
vyplyva z Weierstrassovy véty.

Necht M C E,, je kompaktni mnoZina, f : M — R spojitd. Pak f
nabyvd svych absolutnich extrémii bud v bodech lokdlnich extrému
uvnitf M nebo v nékterém hranicnim bodé.

Hledani absolutnich extrému funkce na mnoziné tak mame
prevedeno na nalezeni lokalnich extrém( (coz umime) a vySetfeni
hrani¢nich bodi. To je ale ¢asto komplikovanéjsi zalezitost, které
se budeme vice vénovat pozdéji v Casti o vazanych extrémech.



Priklad

Naleznéte extrémy funkce f(x,y) = xy — x> —y?> + x+y na
mnoziné M, kterd je dana trojihelnikem, tvorenym souradnymi
osami a primkou x +y — 4 = 0.

Regeni

Jedinym staciondrnim bodem je [1, 1], kde nastava absolutni
maximum f(1,1) = 1. Absolutni minimum —12 nastava

v hraniénich bodech [4,0] a [0, 4].

A\




Zobrazeni F : E, — E,, je pri zvolenych kartézskych souradnicich
na obou strandch obycejnd m-tice

F(xt,..oyxn) = (A(x1, . oy Xn), ooy fm(x1, ooy Xn))

funkci f; : E, — R. Rekneme, Ze F je diferencovatelné nebo spojité
diferencovatelné zobrazeni, jestlize tuto vlastnost maji vSechny
funkce f1,..., fm.
Diferencovatelna zobrazeni F : E, — E,, kterd maji inverzni
zobrazeni G : E, — E, definované na celém svém obrazu, se
nazyvaji (diferencovatelné) transformace. Prikladem
transformace v E; je pfechod mezi polarnimi a kartézkymi
souradnicemi:

[r,0] — [rcos@, rsinf]

s inverzi

y v
[x,y] = [V/x% + y2,arctg ;], [0, y] + [y, 5 56N y].



Linedrni zobrazeni dfi(x) : E™ — R linedrné aproximuji pfirdstky f;.

ofi  of of
dfi(x) o e o
df(x) oh 0b 0
D'F(x) = : =7 7 ()
' Ofn  Ofw 0
dfm(X) 87)(1 aixZ PN Bixn

se nazyva Jacobiho matice zobrazeni F v bodé€ x. Lineadrni
zobrazeni D F(x) definované na pfiriistcich v = (vi, ..., v,)
pomoci stejné znacené Jacobiho matice nazyvame diferencial
zobrazeni F v bodé x z defini¢niho oboru, jestlize

lim i(F(x +v) — F(x) — D'F(x)(v)) = 0.



Disledek Véty o existenci diferencialu pro funkce n proménnych je:

Necht F : E,, — E,, je zobrazeni, jehoz vSechny souradné funkce
mayji spojité parcialni derivace v okoli bodu x € E,. Pak existuje
diferencidl D*F(x) zobrazeni F zadany Jacobiho matici.




Diferencial slozeného zobrazeni

Véta (,,Chain rule")

Necht F : E, — E, a G : E, — E, jsou dvé diferencovatelnad
zobrazeni, pricemz defini¢ni obor G obsahuje cely obor hodnot F.
Pak také slozené zobrazeni G o F je diferencovatelné a jeho
diferencial je v kazdém bodé z definicniho obodu F kompozici
diferencialti

DY(G o F)(x) = D*G(F(x)) o D'F(x).

Prislusna Jacobiho matice je ddana soucinem prislusnych Jacobiho
matic.




Polarni soufadnice vzniknou z kartézskych souradnic transformaci
F : E; — E;, kterou v soufadnicich [x,y] a [r, ¢] zapiSeme:

r=+/x2+y2 ¢ =arctg Y
X
Funkci g; : E; — R v polarnich soufadnicich

g(r,p, t) =sin(r-t).
Funkce ndm docela dobte priblizuje vinéni povrchu hladiny po
bodovém vzruchu v pocatku v case t:




Chceme-li vypoditat derivaci funkce zadané parametricky
v kartézskych souradnicich, vyuzijeme vétu o derivaci slozeného
zobrazeni go F : E, — R:

D'(g o F)(x) = D*g(F(x)) o D*F(x) =

or  or
— (%2 9g)\[ox Jy | _
—\or Oy dp Oy | —
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Tedy
og . 5 5 X
&(Xay) t) - COS(m— t)\/ﬁ +0
a podobné

ZC(x,y,t) =cos(/x2 + y2 — t)——L——.
5, 1) (VX2 +y2—1t) iy



Véta o inverznim zobrazeni

Necht F : E, — E, je spojité diferencovatelné zobrazeni na
néjakém okoli bodu x* € E, a necht je Jacobiho matice D F(x*)
invertibilni. Pak na néjakém okoli bodu x* existuje inverzni
zobrazeni F~! a jeho diferencidl v bodé F(x*) je inverznim
zobrazenim k DYF(x*), tzn. je zadan inverzni matici k Jacobiho
matici zobrazeni F v bodé x*.

Princip dikazu: Z pravidla pro derivovani slozené funkce vyplyva,
ze pokud diferencovatelnd inverze existuje, pak musi byt jeji
Jacobiho matice inverzi k pavodni Jacobiho matici (srovnejte

s pripadem 1 proménné). Ditkaz pomérné komplikovanym
zplisobem vyvozuje, ze diky invertovatelnosti Jacobiho matice
existuje diferencovatelna inverze.



Véta o implicitni funkci

Pro jednoduchost vylozime ideu v roviné E;:

Pro spojité diferencovatelnou funkci F(x,y) : E; — R hledejme
body [x, y], ve kterych plati F(x,y) = 0. Pfikladem muze byt
tfeba obvykla (implicitni) definice pfimek a kruznic:

F(x,y)=ax+by+c=0
Fix,y)=(x—5s)2+(y—t)>—r*=0, r>0.

V prvnim pripadé je (pfi b # 0) predpisem zadand funkce

pro viechna x. Ve druhém pripadé umime pouze pro [a, b] splfiujici
rovnici kruznice a b # t najit okoli bodu a, na kterém nastane
jedna z moznosti: y = f(x) =t + /(x —s)?> — r,

Y= ()= t—\/x—sP .



Body [s = r, t] také vyhovuji rovnici kruznice, plati v nich ale
Fy(s £ r,t) =0, coz vystihuje polohu te¢ny ke kruznici v téchto
bodech rovnobéZzné s osou y. V téchto bodech neumime najit
okoli, na némz by kruZznice byla popsdna jako funkce y = f(x).
Navic umime spoditat i derivace:

1 2(x—5s) _x—s _ F

f'(x) == = —_x
() 2 (X—S)z—l’2 y—t Fy

Naopak, pokud budeme chtit najit zavislost x = f(y) takovou, aby
F(f(y),y) =0, pak v okoli bodt (s =+ r, t) bez problémi uspéjeme.
Vsimnéme si, Zze v téchto bodech je parcialni derivace Fx nenulova.



Shriime pozorovani (pro pouhé dva priklady):

Pro funkci F(x,y) a bod [a, b] € E; takovy, ze F(a, b) = 0, umime
najit funkci y = f(x) spliiujici F(x, f(x)) = 0, pokud je

Fy(a, b) # 0. V takovém pfipadé umime i vypodist

f'(x) = —F«/F,. Dokdzeme, Ze takto to plati vzdy, navic rozsirené
i na libovolné pocty proménnych.

Posledni tvrzeni o derivaci pfitom je dobfe zapamatovalné
(i pochopitelné) z vyrazu pro diferencidl:

0=dF = Fydx+ F,dy = (Fx + F,f'(x)) dx.



Véta (O implicitni funkci)

Necht F : E,11 — R je spojité diferencovatelna funkce na
otevreném okoli bodu [x*,y*] € E, x R, ve kterém je
F(x*,y*)=0a g—g(x*,y*) = 0. Potom existuje spojitd funkce

f . E, — R definovand na néjakém okoli U bodu x* € E, takova,
Ze F(x,f(x)) =0 pro vsechny x € U.

Navic md funkce f v okoli bodu x* parcidlni derivace splriujici

8f(x) _ _g—f(x,f x))
Oxi g—g(x,f X




Priklad

Urcete lokalni extrémy funkce z = f(x,y), kterd je urcena
implicitn& rovnici F(x,y,z) = x> + y?> 4+ 2> —xz —\2yz = 1.

Reseni

Derivovanim rovnosti podle x a y dostdvame:

2x+2z-zx—z—x~zx—\6sz:0
2y +2z-2,— x -z, — 2z —2yz, =0,

odkud vyjadrime

z — 2x V2z =2y
= —— zy = ————.
2z —x — /2y Y 2z — x — /2y

Zx




Reseni (pokr.)

Stacionarni body musi splfiovat: z, = 0, z, = 0, tj. z = 2x = /2y,
a tedy y = v/2x. Dosazenim do piivodni rovnice dostdvame
stacionarni body [1,1/2,2] a [-1, —v/2, —2]. V té&chto bodech je
F, # 0 (je to zaroven jmenovatel vSech zde vystupujicich zlomku),
proto je v jejich okoli implicitné uréena jista funkce z = f(x, y).
DalSim derivovanim implicitni rovnice vypocteme parcialni derivace
f 2. Fadu:

2 2
—— z4,=0, z,=—""—""———.
2z —x — /2y ¥ Y 2z —x — /2y

Ve stacionarnich bodech je Hf negativné, resp. pozitivné definitni,
proto zde nastdvaji lokalni maximum, resp. minimum funkce f.

Zxx = —




Nejobecnéjsi pripad, kdy definujeme implicitné zadané zobrazent,
popisuje nasledujici véta (v pfipadé n=1 kopiruje vétu o implicitni
funkci).

Véta (O implicitnim zobrazeni)

Necht F : Ep,.n — E, je spojité diferencovatelné zobrazeni na
otevfeném okoli bodu [x*, y*| € Ep,, X Ep = Epyn, v némz plati
F(x*,y*) =0 a det D}F % 0. Potom existuje spojité
diferencovatelné zobrazeni G : E,, — E, definované na néjakém
okoli U bodu x* € E,, s obrazem G(U), ktery obsahuje bod y*, a
takové, Ze F(x, G(x)) = 0 pro vSechny x € U.

Navic je Jacobiho matice D' G zobrazeni G na okoli bodu x*
zaddana soucinem matic

D'G(x) = —(DyF)*(x, G(x)) - DyF(x, G(x)).




