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Grafy jsou jazykem, ve kterém casto formulujeme algoritmy.
Rozumime tim postup, kdy v néjakém orientovaném grafu
pfechazime z uzlu do uzlu podél hran a pfitom zpracovavame
informace, které jsou urceny a ovlivnény:

o vysledkem predchozich operaci,
@ uzlem, ve kterém se zrovna nachazime
@ a hranou, kterou jsme do uzlu vstoupili.

Pri zpracovani informace se zaroven rozhodujeme, kterymi
vystupnimi hranami budeme pokracovat a v jakém poradi.

Pokud je graf neorientovany, miizeme vsechny hrany povazovat za
dvojice hran orientované opa¢nymi sméry.



Abychom mohli algoritmy realizovat pomoci pocitace, je tieba
umét uvazovany graf efektivné zadat. Uvedeme dva priklady:

Definice (Hranovy seznam/Edge List)

Graf G = (V, E) si v ném reprezentujeme jako dva seznamy V a E
propojené ukazateli tak, Ze kazdy vrchol ukazuje na vSechny z néj
vychazejici hrany (pfipadné také na vSechny do néj vchazejici hrany
u orientovanych grafii) a kazda hrana ukazuje na sviij po¢ateni a
koncovy vrchol.

Je vidét, ze pamét potfebna na uchovani grafu je v tomto pfipadé
O(|V| + |E|), protoZe na kazdou hranu ukazujeme pravé dvakrit a
na kazdy vrchol ukazujeme tolikrat, kolik je jeho stupen a soucet
stupn( je také roven dvojnasobku poctu hran. Az na konstantni
nasobek jde tedy stile o optimalni zplsob uchovavéni grafu

v paméti.
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Definice (Matice sousednosti grafu)

Uvazme (neorientovany) graf G = (V, E), zvolme usporadani jeho
vrcholti V = (vi,. .., v,) a definujme matici Ag = (a;) nad Zy (tj.
zaplnénou jen nulami a jedni¢kami) takto:

1 jestlize je hrana ej = {v;, vj} v E
ai =
Y 0 jestlize neni hrana e; = {v;,v;} v E

Matici Ag nazyvame matice sousednosti grafu G.

Zadani grafu pomoci matice sousednosti potfebuje vzdy O(n?)
mista v paméti. Pokud je ale v grafu mdlo hran, dostdvdme tzv.
fidkou matici se skoro véemi prvky nulovymi. Takové lze naopak
reprezentovat pomoci ,hranovych seznami* odpovidajicich grafi a
to i vCetné obecnych Ciselnych hodnot pro jednotlivé hrany.

Priklad pro procvi¢eni — nasobeni matic pomoci reprezentace
hranovym seznamem.
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Definice (Zakladni operace nad grafem)

@ odebrani hrany
e priddni hrany
e pridani vrcholu

@ odebrani vrcholu

déleni hrany nové pridanym vrcholem

Jak se projevi tyto operace v nasich reprezentacich?



Jednoduchou aplikaci maticového poctu je tvrzeni:
Véta
Necht G = (V, E) je graf s uspofdadanymi vrcholy V = (v1,...,v,)

a matici sousednosti Ag. Oznaéme AX = (ag-k)) prvky k-té€ mocniny

matice Ag. Pak a,(jk) Je pocet sledii délky k mezi vrcholy v; a v;.

Indukci.

Disledek

Jsou-li G = (V,E) a Ag jako v predchozi vété, pak Ize vsechny
dvojice vrcholii G spojit cestou pravé tehdy, kdyZz ma matice
(A+1,)"~ samé nenulové ¢leny (zde 1, oznacuje jednotkovou
matici s n radky a sloupci).




Prohledavani v grafech

Algoritmy byvaji zaloZeny na postupném prohledavani vsech
vrcholli v grafu. Zpravidla mame zadany pocatecni vrchol nebo si
jej na zacatku procesu zvolime. V priibéhu procesu pak v kazdém
okamziku jsou vrcholy
@ jiZ zpracované, tj. ty, kterymi jsme jiz pii béhu algoritmu prosli
a definitivné je zpracovali;
@ aktivni, tj. ty vrcholy, které jsou detekovany a pripraveny pro
zpracovani;
@ spici, tj. ty vrcholy, na které teprve dojde.
Zaroven si udrzujeme prehled o jiz zpracovanych hranach.
V kazdém okamziku musi byt mnoziny vrchol( a/nebo hran v
téchto skupinach disjunktnim rozdélenim mnoZin vrchol(l V' a
mnozin E hran grafu G a néktery z aktivnich vrcholi je aktudlné
zpracovavan.



Zakladni postup:
@ Na pocatku mame jeden aktivni vrchol a viechny ostani
vrcholy jsou spici.

@ V prvnim kroku projdeme vSechny hrany vychazejici
z aktivniho vrcholu a jejich prislusnym koncovym vrcholiim,
které jsou spici, zménime stav na aktivni.

e V dalSich krocich vzdy u zpracovavaného vrcholu probirdame ty

z ného vychazejici hrany, které dosud nebyly probrany a jejich
koncové vrcholy priddvame mezi aktivni. Tento postup
aplikujeme stejné u orientovanych i neorientovanych grafii, jen
se drobné méni vyznam adjektiv koncovy a pocatecni u
vrcholi.

V konkrétnich Glohach se mizeme omezovat na nékteré z hran,

které vychazi z aktudlniho vrcholu. Na principu to ale nic

podstatného neméni.



Pro realizaci algoritm( je nutné se rozhodnout, v jakém poradi
zpracovavame aktivni vrcholy a v jakém poradi zpracovavame
hrany z nich vychazejici. V zasadé prichazi v Gvahu dvé moznosti
zpracovavani vrchol(:
@ vrcholy vybirdame pro dalsi zpracovani ve stejném poradi, jak
se stavaly aktivnimi (fronta — FIFO)
@ dalsim vrcholem vybranym pro zpracovani je posledni
zaktivnény vrchol (zasobnik — LIFO).
V prvnim pripadé hovofime o prohledavani do Sitky, ve druhém o
prohledavani do hloubky.



Na prvni pohled je zfejma role volby vhodnych datovych struktur
pro uchovavani idaji o grafu. Hranovy seznam umoziuje projit
vSechny hrany vychazejici z pravé zpracovavaného vrcholu v ¢ase
linedrné imérném jejich poctu. Kazdou hranu pfitom diskutujeme
nejvyse dvakrat, protoze ma pravé dva konce. Zjevné tedy plati:

Véta

Celkovy cas realizace vyhleddvani do sitky i do hloubky je

O((n+ m) % K), kde n je pocet vrcholii v grafu, m je pocet hran v
grafu a K je ¢as potrebny na zpracovani jedné hrany, resp. jednoho
vrcholu.




llustrace prohledavani do Sirky:

Zakrouzkovany vrchol je ten pravé zpracovavany, modré velké
puntiky jsou jiz zpracované uzly, ¢arkované Cervené hrany jsou jiz
zpracované a Cervené drobné uzly jsou ty aktivni (poznaji se také
podle toho, Ze do nich jiz vede nékterd zpracovana hrana). Hrany
zpracovavame v poradi orientace proti hodinovym ruckam, pricemz
za ,,prvni* bereme smér ,kolmo doli".



Totéz postupem ,,do hloubky”. VSimnéte si, Ze prvni krok je stejny
jako v predchozim pripadé.

Prohledavani ,do hloubky” odpovida interpretaci rekurze v
béznych imperativnich jazycich (napf. i v Maplu) — v téchto
pfipadech je ale stavovy graf potencidlné nekonecny a
prohledavani do hloubky tak samoziejmé nemusi nalézt vsechny
vrcholy dostupné z daného vrcholu po cestach konecné délky
(narozdil od prohledavani do Sitky).



Prohledavani bludisté

Prichod bludistém (s kfidou) prostfednictvim prohledavéani do
hloubky v neorientovaném grafu — (kolem je najit vychod nebo
dokazat, Ze neexistuje:

@ kazdou chodbu pfi prvnim priichodu oznacdime carou, pfi
navratu prfidame druhou Caru
e pii vychodu z mistnosti preferujeme neoznacenou chodbu

@ navstivenou mistnost oznacime, pokud je jiz oznacend, tak se
ihned vratime stejnou chodbou zpét

@ z dosud nenavstivené mistnosti postupujeme dale

jsou-li jiz véechny chodby vedouci z mistnosti pouzity, vracime
se zpét chodbou, ktera je oznacena jen jednou carou

o pokud z dané mistnosti vedou pouze chodby, které jsou
oznaceny 2 ¢arami, hledani ukon¢ime (nutné jde o vychozi
mistnost, vychod neexistuje a mizeme s klidem umfit).



Souvislé komponenty grafu

Definice

Necht je G = (V, E) neorientovany graf. Na mnoziné vrchold grafu
G zavedeme relaci ~ tak, Zze v ~ w pravé kdyz existuje cesta z v
do w. Promyslete si, Ze tato relace je dobre definovand a Ze se
jedna o ekvivalenci. Kazd3 ttida [v] této ekvivalence definuje
indukovany podgraf Gj,; C G a disjunktni sjednoceni téchto
podgrafil je ve skutecnosti plivodni graf G. Podgrafim G, fikame
souvislé komponenty grafu G.

Pro orientované grafy postupujeme stejné, pouze u ~ pozadujeme
aby cesta existovala z uzlu v do uzlu w nebo naopak z uzlu w do
uzlu v.

Jinymi slovy: Kazdy graf G = (V, E) se pfirozené rozpada na
disjunktni podgrafy G; takové, Ze vrcholy v € G; a w € G; jsou
spojeny néjakou cestou pravé, kdyz i = j. To jsou pravé souvislé
komponenty grafu G.



Pro hleddni vSech souvislych komponent v grafu lze vzit
prohledavani — dodatecnou informaci, kterou musime zpracovavat
je, kterou komponentu aktualné prochazime.

Definice

Rekneme, 7e graf G = (V, E) je

e souvisly, jestlize ma pravé jednu souvislou komponentu;

e vrcholové k—souvisly, jestlize ma alespon k + 1 vrcholli a
bude souvisly po odebrani libovolné podmnozZiny k — 1 vrchold;

o hranové k—souvisly, jestlize bude souvisly po odebrani
libovolné podmnoziny k — 1 hran.

Hranu, jejimz odebranim se zvysi pocet souvislych komponent
grafu G, nazyvdme mostem.

Silnéjsi souvislost grafu je Zadouci napf. u sitovych aplikaci, kdy
pozadujeme znacnou redundanci poskytovanych sluzeb v pfipadé
vypadku nékterych linek (tj. hran) nebo uzld (tj. vrchold).



Specidlni pfipad: 2—souvisly graf je takovy souvisly graf o alespon
trech vrcholech, kdy vynechanim libovolného vrcholu nenarusime
jeho souvislost.

Véta

Pro graf G = (V, E) s alespori tfemi vrcholy jsou ndsledujici
podminky ekvivalentni:

o G je (vrcholové) 2—souvisly;
o kaZdé dva vrcholy v a w grafu G leZi na spolecné kruznici;

e graf G je mozné vytvorit z trojuhelniku Ks pomoci
postupnych déleni hran.

Obecnéjsi je tzv. Mengerova véta (obd. ,vrcholova verze"):

Véta

Pro kaZdé dva vrcholy v a w v grafu G = (V, E) je pocet hranové
riiznych cest z v do w roven minimalnimu poctu hran, které je

treba odstranit, aby se v a w ocitly v riiznych komponentach
vzniklého grafu.




Metrika na grafech

Na kazdém (neorientovaném) grafu definujeme vzdélenost uzli v
a w jako Cislo dg(v, w), kterd je rovna poctu hran v nejkratsi
mozné cesté z v do w. Pokud cesta neexistuje, piseme
dg(v, w) = oco.
Budeme v dalsim uvazovat pouze souvisly graf G. Pak pro takto
zadanou funkci dg : V x V — N plati obvyklé tfi vlastnosti
vzdalenosti:
e dg(v,w) >0 a pfitom dg(v, w) = 0 pravé tehdy, kdyz v = w;
o vzdilenost je symetricka, tj dg(v, w) = dg(w, v);
o plati trojihelnikova nerovnost, tj. pro kazdou trojici vrcholi
v, w, z plati

dg(v,z) < dg(v,w) + dg(w, z).

Rikime, Ze d; je metrika na grafu G.



Metrika na grafu spliiuje navic:
e dg(v,w) ma vzdy nezdporné celociselné hodnoty;
o je-li dg(v,w) > 1, pak existuje néjaky vrchol z riizny od v a
w a takovy, ze dg(v, w) = dg(v, z) + dg(z, w).
Kazdd funkce d¢ s vyse uvedenymi péti vlastnostmi na V x V je
metrikou néjakého grafu s vrcholy V.



Dijkstriiv algoritmus

Nejkratsi cestu v grafu, kterd vychazi z daného uzlu v a kondi v
jiném uzlu w mizeme hledat pomoci prohledavani grafu do Sirky.
P¥i tomto typu prohledavani totiz postupné diskutujeme vrcholy,
do kterych se umime dostat z vychoziho vrcholu po jediné hrang,
poté projdeme vSechny, které maji vzdalenost nejvyse 2 atd. Na
této jednoduché Givaze je zaloZen jeden z nejpouzivanéjsich
grafovych algoritmid — tzv. Dijkstrav algoritmus.

Tento algoritmus hleda nejkratsi cesty za (redlného) predpokladu,
kdy jednotlivé hrany e jsou chodnoceny ,vzdalenostmi®, tj.
kladnymi redlnymi Cisly w(e). Kromé aplikace na hleddni
vzdalenosti v silni¢nich nebo jinych sitich to mohou byt také
vynosy, toky v sitich atd.



e Vstupem algoritmu je graf G = (V, E) s ohodnocenim hran a
pocatecni vrchol v.

e Vystupem je ohodnoceni vrcholi Cisly dy(v), kterd udavaji
nejmensi mozny soucet chodnoceni hran podél cest z vrcholu
vo do vrcholu v.

Vsimnéte si, ze misto plvodni Glohy (nalézt nejkratsi cestu mezi
dvéma vrcholy) feSime i néco navic — nalezneme nejkratsi cestu
z v do v8ech vrcholi.

Postup dobre funguje v orientovanych i neorientovanych grafech.
Je skutecné podstatné, Ze vsechna nase ohodnoceni jsou kladna.
Zkusme si rozmyslet tfeba cestu P; se zaporné ohodnocenou
prostredni hranou. P¥i prochazeni sledu mezi krajnimi vrcholy
bychom ,vzdalenost"” zmensovali kazdym prodlouzenim sledu

o priachod prostfedni hranou tam a zpét.



Dijkstrav algoristmus vyzaduje jen drobnou modifikaci obecného
prohledavani do Sirky:

o U kazdého vrcholu v budeme po cely chod algoritmu udrzovat
Ciselnou hodnotu d(v), kterd bude hornim odhadem skute¢né
vzdalenosti vrcholu v od vrcholu vg.

@ Mnozina jiz zpracovanych vrchol( bude v kazdém okamziku
obsahovat ty vrcholy, u kterych jiz nejkratsi cestu zname, tj.
d(v) = du(v).

e Do mnoziny aktivnich (pravé zpracovavanych) vrchold W
zaradime vzdy pravé ty vrcholy y z mnoziny spicich vrcholidl Z,
pro které je d(y) = min{d(z); z € Z}.



Dijkstriiv algoritmus

Predpokldddame, Ze graf G ma alespon dva vrcholy.

o Inicializacni krok: Nastavime hodnoty u vsech v € V,

d(v) = {O prov = v

00 pro v # v,
nastavime Z =V, W = (.
o Test cyklu: Pokud neni ohodnoceni viech vrcholli y € Z rovno

00, pokracujeme dalSim krokem, v opacném pfipadé
algoritmus konci.



o Aktualizace stavu vrcholi:
o Najdeme mnozinu N viech vrchold v € Z, pro které d(v)
nabyva nejmensi mozné hodnoty

s =min{d(y);, y € Z};

o posledné zpracované aktivni vrcholy W presuneme do mnoZiny
zpracovanych a za nové aktivni vrcholy zvolime W =N a
odebereme je ze spicich, tj. mnozina spicich bude nadédle Z\ N.

e Télo hlavniho cyklu: Pro vSechny hrany v mnoziné Eyyz vsech
hran vychazejicich z nékterého aktivniho vrcholu v a koncicich
ve spicim vrcholu y opakujeme:

o Vybereme dosud nezpracovanou hranu e{x,y} € Ewyz;

o Pokud je d(x) 4+ w(e) < d(y), nahradime d(y) touto mensi
hodnotou.



Véta

v

Pro vsechny vrcholy v leZici v souvislé komponenté vrcholu s najde
Dijsktriv algoritmus vzdalenosti d,(v). Vrcholy ostatnich
souvislych komponent ziistanou ohodnoceny d(v) = co. Algoritmus
Ize implementovat tak, Ze ukonci svoji praci v ¢ase O(nlogn+ m),
kde n je pocet vrcholii a m je pocet hran v grafu G.

Dikaz.

@ béhem celého algoritmu plati d(v) > d,,(v) pro véechna
vev.

@ po skonceni algoritmu plati d(v) < dy(v) pro vSechna v € V
(Prostrednictvim silnéjsiho tvrzeni: jsou-li
0=d; <d) <...<d < oo vSechny rlizné konecné
vzdalenosti vrchold od s a oznacime-li
M; ={v e V;d,(v) = d;}, pak se krok Aktualizace stavu
vrcholii provede presné k-krat a po jeho i-tém vykonani plati
N=M;,é=d a V\Z = UL:lMI")



Modifikace algoritmu

e Pokud nas skutec¢né zajima jen nejkratsi cesta do konkrétniho
vrcholu, pak samoziejmé vypocet ukoncime poté, co tento
vrchol prejde do mnoziny jiZz zpracovanych.

o Muzeme vyuzit dodatecné informace (pfi hledani nejkratsi
cesty z Brna do Prahy v silni¢ni siti asi nepojedeme pres
Ostravu) — heuristika h: V — R splfiujici
w({x,y}) > h(x) — h(y) pro kazdou hranu {x,y}.
Doporuceni: h(v) je dolni odhad vzdélenosti v do cilového
vrcholu (napf. vzdalenost ,,vzdusnou ¢arou™). Misto
minimalizace d(y) pro y € Z tak v algoritmu minimalizujeme

d(y) + h(y).



Dalsi algoritmy a aplikace

Principy Dijkstrova algoritmu se vyuzivaji v OSPF (Open
Shortest Paths First) routovacim protokolu.
Bellman-Fordiiv algoritmus
@ pracuje na stejném principu jako Dijkstriv; misto postupu po
uzlech je zpracovava ,naraz” — cyklus relaxace probiha
(]V| — 1) krét ptes vSechny hrany
@ pripousti zaporné hrany a detekuje zaporné cykly
@ je obvykle ¢asové narocnéjsi nez Dijkstriv
o distribuovana verze je (i spiSe byla) pouZzivina
v distance-vector routing protocol



Floydav algoritmus (all pairs shortest paths)
e v &ase O(n®) vypocte vzdalenosti mezi viemi vrcholy

o vychazi z matice A délek hran a postupné pocita matice
Uo, Us, ..., Uy, kde uk(i, ) je délka nejkratsi cesty z i do j,
kde cesta prochazi pouze vrcholy z {1,2,..., k}.

@ vypocet vychazi ze vztahu

Uk(i,j) = min{uk—l(iv.j)v uk—l(iv k) +- uk—l(kv.j)}'

o je efektivnéjsi nez ,,upravend mocnina” Ag (nasobeni —
s¢itani, s¢itani — minimum) — ta je totiz O(n*), resp.
(optimalizovana) O(n®log n).



