IB000 Uvod do informatiky — piiklady na procvieni
Sada 3 — Reseni

Upozornéni

Vzorova teseni dostavdte k dispozici, abyste mohli zkontrolovat sprdvnost svych resent.
Mizete je pouZit 1 jako ndvody k resent jednotlivych prikladi tak, Ze je budete cist po
cdastech a budete se snaZit dalsi krok provést vidy sami. Priklady ztrati veskery svig
smysl, pokud se je budete ucit jako bdsnicku. SnaZte se nad nimi premyslet a vyresit je
sami, neZ se podivdte do vzorovych resent.

Téma

Operace nad mnozinami. Relace mezi mnoZinami. Skladani a inverze relaci. Totalni a
parcialni funkce. Injekce, surjekce, bijekce.

Priklad 1.

Mé&jme mnoziny A1 = {1,2,3}, A2 = {a,b,c¢} a A3 = {1,2}. Pro danou relaci R C
C A; x Aj urcete vyctem jejich prvki vSechny totalni funkce f : A; — A; takové, Ze
f € R. Které z nich jsou injektivni, surjektivni, resp. bijektivni?

a) R={(1,a),(2,a),(3,b),(2,¢),(3,0)} T A1 x A9

b) R={(1,1),(1,2),(2,2),(3,2)} C A1 x A3

C)R:A?,XAggAleg
Reseni

a) Totélni funkce f: Ay — Ag, f C R existuji ¢tyfi:

Ji=A(1,a),(2,0),(3,c)}
J2 ={(1,a),(2,0),(3,c)}
J3=1(1,a),(2,0),(3,b)}
Ja=1{(1,a),(2,0),(3,b)}

Injektivni je pouze funkce f3, surjektivni je také pouze funkce f3. Jedinou bijekei je

proto pravé funkce fs.
b) Totéalni funkce f: Ay — As, f C R existuji dve:

Ji= {(17 1)7 (27 2)) (37 2>}
J2= {(17 2)7 (27 2)) (37 2>}
Injektivni neni Zadné funkce. Surjektivni je pouze funkce fi. Protoze zadné funkce neni
injektivni, nemtze byt zadna funkce ani bijektivni.
c) Totéln{ funkee f: A1 — As, f C R neexistuje 7adn4, protoze (3,x) ¢ R pro zadné
T e Ag.

Priklad 2.

Necht X je mnoZina. Identitou nad X nazgyvame bindrni relaci idy nad X definovanou
vztahem

idy ={(x,2) |re X} CX xX
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Necht A a B jsou mnoZiny. Pro nésledujici pfipady naleznéte funkce [ : A — B a
g: B — A takové, Ze g o f =idy. Existuji takové funkce, aby navic platilo f o g = idg?
Existuji relace R € Ax B a S C Bx A, které nejsou funkcemi, a které spliiuji So R = id 4.
Existuji takové relace, aby navic platilo R o S =idp? Sva tvrzeni zdivodnéte.

a) A=1{1,2,3}, B={a,b,c}

b) A={1,2}, B={1,2,3,4)

¢) A={1,2,3}, B—{1,2}

d) A=0,B={1}

e) A={1}, B=10
Poznamky k zadani a feseni: Cilem tohoto pfikladu je, abyste se zamysleli nad rozdilem
mezi obecnou relaci a funkci. Pii feseni zjistite, ze zadani dovoluje v nékterych mistech
vice interpretaci. K feseni si miizete vybrat jen jednu z nich nebo 1épe postupné zkusit
vSechny.
ProtoZe se jedna o konecéné p¥ipady, kreslete si pii feSeni obrézky. Reseni pak ale vidy
zapiste 1 ve forméalnim matematickém tvaru!
Reseni

Uvédomte si, Ze dokud budou odpovédi na otézky ze zadani kladné, jednd se vlastné

o dikazy tvrzeni ,existuji funkce f a ¢ majici néjaké vlastnosti a ,existuji relace R a
S majici néjaké vlastnosti“. Pro tento ptriklad nejlepsim zplisobem, jak takova tvrzeni
dokézat, bude nalezeni konkrétnich funkci, resp. relaci, které budou mit pozadované
vlastnosti. Formulace dokazovanych tvrzeni, pokud odpovéd bude zapornd, budou uve-
deny v pribéhu feseni.

a) Prikladem pozadovanych funkel f: A — Bag: B — Ajsou f = {(1,a),(2,b),(3,¢)}
a g = f~1. Pro tyto funkce plati go f =id4 i fog =1idg.

Prikladem relaci R a S, kde alespori jedna z nich (relace R) neni funkci, jsou

R={(1,1),(2,2),(2,3),(3,3)}
S = {(171>7(272>7(373>}

Pro tyto dvé relace plati S o R =id4. Naopak Ro S # idp.
Relace S musi byt funkci. Pokud by navic mélo platit i R oS = idp, musela by
i relace R byt funkci. Zkuste to dokazat. Misto rozboru vSech moZnosti dokazte
obecnéjsi tvrzeni. VyuZijte toho, Ze |A| = |B| (A a B maji stejny pocet prvki).
b) Piikladem poZadovanych funkci f: A — Bag: B — A jsou

f=A{(1,2),(2,3)}
9= {(17 1)) (27 1)) (37 2)) (47 2>}
Pro tyto funkce plati g o f =id4.
Piikladem pozadovanych relaci R C A x Ba S C B x A jsou
R={(1,1),(1,2)(2,3)}
S={(1,1),(3,2),(4,1),(4,2)}
Pro tyto dveé relace plati S o R =idg4.
Pro tyto dvé mnoziny A a B nemiize vztah R o S = idp platit pro zadné dvé relace

R C AxBaS C Bx A bezohledu na to, jsou-li funkcemi nebo ne. Zkuste to dokazat.
Misto rozboru vSech moznosti dokazte obecnéjsi tvrzeni. VyuZijte toho, Ze |A| < | B.
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c) Protoze |A| > | B|, neexistuji Zadné relace R C A x B a S C B x A bez ohledu na
to, jsou-li funkcemi nebo ne, pro néz by platilo S o R = id4. VyuZije se stejné tvrzeni
jako v zavéru predchoziho pfipadu.

d) Protoze A =0, plati Ax B = Bx A = (). Uvazme nejprve libovolné relace R C Ax B
a S C Bx A. Jedinymi takovymi relacemi jsou R = S = ). P¥itom R je totalni funkce
R: A — B aS je parcidlni funkce S : B — A. ProtoZe toto jsou jediné relace, staci
zjistit, které z pozadovanych vlastnosti spliuji.

Vztah So R = id4 plati. Uvédomte si, Ze idg = 0.
Vztah R o S = idp neplati a vzhledem k vysSe uvedenému neexistuji zadné relace,
které by jej pro dané mnoziny A a B spliovaly.

e) Analogickymi Gvahami jako v pfedchozim ptipadé dospé&jeme k tomu, %e neexistuji
zadné relace ani funkce pozadovanych vlastnosti.

Priklad 3.

Mé&jme relaci R = {(7,27) | 1 € No} € Ng x Np.

a) Urcete relaci 1.

b) Urcete relaci R o R. Dosazeni do definice nestaci! Zéapis zjednoduste!
Reseni

a) R~1 = {(2i,i) | i € No}

b) RoR={(i,49) | i € No}

Ptiklad 4.

Mé&jme relaci R = {(7,7) | existuje k € N tak, ze i=k-j} C N x N.

a) Urcete relaci 1.

b) Rozhodnéte, zda plati R = R o R a své tvrzeni dokaZte.
Reseni

a) R={(j,i) | existuje k € N tak, ze i =k - j}

b) Tvrzeni plati. ProtoZe se jedné o rovnost dvou mnozin, dokédzeme dvé inkluze. Uveé-
domte si, Ze R je relaci délitelnosti: (i,7) € R prave tehdy, kdy?z ¢ je délitelné j. Trivialné
proto plati (i,4) € R pro vSechna ¢ € N. Uvédomte si, 7e 0 = k- 0 pro vSechna k € Np.
Skutecnost, Ze existuje vice takovych & nam v tomto pfiklade, na rozdil od algebry,
nevadi. Nezélezi proto na tom, zda nulu povazujeme za pfirozené ¢islo nebo ne.

R C Ro R. Necht (i,j) € R. Protoze (j,j) € R, plati (i,j) € Ro R.

Ro R C R. Necht (i,7) € Ro R. Z definice sklddani relaci proto existuje k € Ny
takové, Ze (1, k) € R a (k,j) € R. Protoze (k,j) € R, existuje z definice R ¢islo m € Ny
takové, ze k = m - j. Podobné z (i,k) € R dostéavame, 7e existuje n € Np takové, Ze
i =mn-k. Celkem dostédvame i = (n-m)-j. Tedy existuje [ € Ng takové, 7e 1 =1 - j (staci
polozit [ =m - n). Proto (i,j) € R.

Ptiklad 5.

Meéjme relaci plus € (N x N) x N, plus = {((¢,7),i1+j) | i,j € N}.
a) Urcete relaci plus o plus.
b) Urcete realci plus~ o plus.
c) Urcete relaci plus o plus™.
d) Urcete relaci plus™! o plus™!.
Dosazeni do definice sloZeni relaci nestaci! Zapisy zjednoduste!
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Reseni
a) ProtoZe plus je relace mezi mnoZinami N x N a N, neni sloZeni plus o plus definovéno.
b) plus~! o plus = {((4,7), (k) e NxN)x (NxN) |i+j=k+1}
c) plus o plus~! = {(n,n) € Nx N | existuji i,7 € N tak, ze n =i+ j}
Pokud 0 ¢ N, potom plus o plus™ = {(n,n) e Nx N | n> 1}, protoze 1 # i+ j pro
zadna nenulova prirozend ¢isla ¢ a j.
Pokud 0 € N, potom plus o plus™! = idy.
d) Podobné jako v prvnim p¥ipadé neni plus™! o plus™! definovéno.

Priklad 6.

Necht f: N — N je parcidlni funkce definovana predpisem

_ Jx/5 pokud x je délitelné péti
J(z) = {L jinak

Je tato funkce injektivni, surjektivni, bijektivni? Uvazme relaci f~'. Je tato relace
funkce? Je to totalni funkce? Pokud ano, je injektivni, surjektivni, bijektivni?
Reseni

Funkce f neni injektivni, protoZe nejsou definovany obrazy vsech prvkt defini¢niho
oboru. Nemd tedy smysl porovnévat obrazy dvou rtiznych vzort.

Protoze pro kazdé n € N plati f(5n) = n, je funkce f surjektivni.

Protoze funkce f neni injektivni, nemtize to byt ani bijekce.

Relace f~! je totalni funkce definovana pfedpisem f~!(x) = 5z. DokaZte toto
tvrzeni. (Musite dokdzat rovnost dvou mnozin-relaci. Relace, kterou ziskite z funkce f
pomoci definice inverzni relace, a relace definujici funkei f~! podle uvedeného predpisu.)

Funkce f~! je injektivni, protoze pro m,n € N, m # n plati 5m # 5n.

Funkce f~! neni surjektivni. Napiiklad ¢islo 4 neni obrazem #4dného pfirozeného
Cisla ve funkei f=1.

ProtoZe funkce f~1 neni surjektivni, nenf ani bijektivni.

Priklad 7.

Necht f: A — B ag: B — C jsou injektivni funkce. Rozhodnéte, zda go f a f o g jsou
injektivni funkce. Své tvrzeni dokazte.
Reseni

Slozeni f o g neni definovano, protoze obor hodnot funkce ¢ nemusi byt ani pod-
mnozinou defini¢niho oboru funkce f.

Funkce go f je injektivni. Abychom to dokazali, musime ukézat, Ze spliiuje vlastnost
7z definice injektivni funkce. Musime tedy ukézat, Ze pro libovolné x,y € A, x # y plati
(g0 f)x) # (g0 f)y).

Mé&jme tedy z,y € A, x # y libovolné. Protoze f je injekce, plati f(z) # f(y).
ProtoZe g je injekee, plati g(f(x)) # g(f(y))- Ovsem g(f(x)) = (9o f)(z) a g(f(y)) =
= (g o f)(y). Celkem tedy dostavame (g o f)(x) # (g o f)(y), coz jsme méli dokézat.

Promyslete si: Musi byt funkce f injekce, aby tvrzeni platilo? Musi byt funkce ¢
injekce, aby tvrzeni platilo? Mize tvrzeni platit, i kdyZ ani jedna z funkei neni injektivni?

Napovéda: otazkou tedy je, zda existuji néjaké konkrétni funkce f a g takové, Ze
g o f je injektivni, ale f, g, resp. ani jedna z f a ¢ neni injektivni.
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