IB000 Uvod do informatiky — piiklady na procvieni
Sada 4 — Reseni

Upozornéni

Vzorova teseni dostavdte k dispozici, abyste mohli zkontrolovat sprdvnost svych resent.
Mizete je pouZit 1 jako ndvody k resent jednotlivych prikladi tak, Ze je budete cist po
cdastech a budete se snaZit dalsi krok provést vidy sami. Priklady ztrati veskery svig
smysl, pokud se je budete ucit jako bdsnicku. SnaZte se nad nimi premyslet a vyresit je
sami, neZ se podivdte do vzorovych resent.

Téma

Vlastnosti funkci. Mohutnost mnozin. Dlikazové techniky:.

Priklad 1.

Pro nésledujici mnoziny A a B rozhodnéte, které tvrzeni z |A| = |B|, |A| < |B], |A| > |B]
plati, a své tvrzeni dokazte.

a) A je mnoZina vSech sudych pfirozenych ¢isel, B je mnozina v8ech lichych celych éisel.

b) Necht m,n € Ny. A je mnoZina v8ech pfirozenych ¢isel vétsich neZ m, B je mnoZina
vsech prirozenych cisel vétsich nez n.

¢) Necht m,n € Ng, m < n. A je mnoZina v8ech pfirozenych ¢isel mensich nez n, B je
mnozina vsech celych ¢isel vétsich nez m.

d) A = Ny, B je mnoZina v8ech lichych pfirozenych prvocisel. Népovéda: vyuZijte
tvrzeni, 7e ke kazdému prvodcislu p existuje prvocislo ¢, p < q. Zkuste toto tvrzeni i
dokazat.

e) A={n’|neNy}, B={n|neNy}

)A={n*+1|necZ}, B={n*>+1|neZ}

g) A={n?+1|neNo}, B={(m+3)?]|me Ny}

h) A =Ny, B=(0,1) C R. MnoZina B je tedy otevieny interval realnych ¢isel.

Reseni
Nejprve si uvédomme, jak je mozné jednotliva tvrzeni dokazat. Rovnost |A| = |B]
dokaZeme tak, %e nalezneme bijekci f : A — B. Nerovnost |A| < |B| bychom dokézali tak,
7e bychom nalezli injekei f: A — B. Pokud mame ukézat ostrou nerovnost |A| < |B|,
potom musime nalézt injekci f : A — B a dokazat, Ze neexistuje bijekce g : A — B.
Pokud hovotime o ,nalezeni bijekce®, rozumime tim definici vhodné funkce a ditkaz,
7e tato funkce je bijektivni (tj. injektivni a surjektivni). Podobné pro injekei.
a) Plati |A| = |B|. M&jme funkci [ : A — B definovanou pro vSechna n € Ny predpisy

f(dn) =2n+1
fAn+2)=—-2n—1

tj. f={(dn,2n+1),(4n+2,—2n —1) | n € No}. Uvédomte si, nebo lépe dokazte, Ze
tato relace je skutecné totélni funkce z mnoziny A do mnoziny B. Zbyva ukazat, Ze je to
bijekce.



Piipomerite si definici injektivni funkce. Necht z,y € A, x # y jsou libovolné.
Rozligenim ¢tyt pripadt podle toho, zda z = 4n nebo x = 4n + 2 pro néjaké n € Ny, resp.
zda y = 4m nebo y = 4m + 2 pro né&jaké m € Ny ovéite, Ze potom plati f(z) # f(y).

Pripomerite si definici surjektivni funkce. Necht z € B je libovolné. Pokud z > 0,
potom z = 2n+ 1 pro néjaké n € Ng a tedy 2z = f(4n), tedy z je obrazem néjakého prvku
z A ve funkci f. Ptipad, kdy z < 0 dokoncete analogicky sami.

b) Plati |A| = | B|. Bez Gjmy na obecnosti predpokladejme, 7e m < n. Definujme funkci
[+ A— B predpisem f(x) =x+n —m. Dikaz, Ze [ je bijekce, je snadny. Provedte jej
detailné sami.

Dobfte si promyslete, jak by diikaz vypadal, kdybychom pfedpoklddali m > n.

c) Plati |A| < |B|. Zde si dovolime luxus a prohlasime, Ze tvrzeni je ziejmé, protoze A
je mnozina konec¢na, zatimco B je mnozina nekonec¢na.

Pokud bychom tvrzeni chtéli dokdzat na Grovni funkci, potom pfislusna injekce by
byla podobna funkci z predchoziho pfikladu. Dale bychom sporem dokazali, Ze neexistuje
surjektivni funkce z A do B. Dtikaz si vyzkousejte.

d) Plati |A| = |B|. Definujme funkci f : A — B piedpisem f(n) = pp, kde p,, je n-té
liché prvocislo. Protoze jedingm prvocislem, které neni liché, je cislo 2, a protoze plati
tvrzeni z napovédy, je funkce f dobfe definovana pro kazdé n. Dikaz, 7e f je bijekce je
opét snadny. Provedte jej detailné sami. Dtikaz tvrzeni z ndpovédy lze nalézt v literatufe.

e) Plati |A| = |B|. Definujme funkeci f : A — B nasledovné:

f=A{(n*n®) | neNo}

Dtikaz, 7ze f je bijekce bude podobny jako pro prvni dvojici mnozin A a B.

Necht z,y € A, x # y. Potom z definice A existuji m,n € Ny, m # n takové, Ze
x =m? ay = n? Potom z definice f plati f(z) = m3 a f(y) = n3, takie f(x) # f(y).
Funkce [ je injektivni.

Necht z € B. Potom z definice B existuje n € Ny takové, 7e y = n
plati, 7e n? € A, takie f(n?) = n® = y. Funkece f je surjektivni.

f) Plati |A| = |B|, dtikaz v8ak nebude tak pfimocary jako v pfedchozim piiklade.

VyuZijeme nésledujici tvrzeni. Necht f1: X — Y, fo : Y — 7 jsou bijekce. Potom
jsou bijekcemi i fl_l a fao f1. Tato tvrzeni jste v podstaté dokazovali na pisemce. Pokud
se vam diikaz stale nedafi, jist€ jej naleznete v literature.

Nejprve si uvédomme, e n?41 = (—n)241 pro véechnan € Z, ale n34+1 # (—n)3+1
pro z4dné n € Z, n # 0. Z prvni rovnosti plyne, 7e B = {n?> +1 | n € No}.

Definujme funkce f:Z — A a g : Ng — B predpisy

fn)=n*+1,neZ
gn) =n*+1, n € No

3. Pfitom jisté

Obé funkce f i ¢ jsou bijektivni. Detailné to dokazte. Dale vime (z pfednasky),
7e existuje bijekce h : Z — Np. Najdéte ji. Napovéda: Funkce z pfednagky nepovazuje
nulu za prirozené ¢islo, je vsak mozné ji snadno upravit. Dokazte, Ze upravena funkce je
bijekce.

Nyni go ho f~! je hledan4 bijekce z A do B.

g) Plati |A| = | B|. Dikaz je zcela analogicky jako v piipad€ e).

h) Plati |A| < |B|. Injekci, kterd potvrzuje, 7e |A| < |B|, je funkce f : A — B
definovand piedpisem f(n) = (n+2)~!. Dikaz, %e nerovnost je striktni, zde neuvedeme,
nebot lze nalézt v mnohé literature.




Priklad 2.

a) Dokazte, Ze pro kazdé n € Ng, n > 1, existuje m € Ny takové, ze 2" — 1 > n.
b) Doka’te, Ze pro kazdé n € No, n > 1, existuje m € Ny takové, ze 2 — 1 < n.
¢) Dokazte, Ze pro kazdé n € No, n > 1, existuje m € Ny takové, 7e 2™ — 1 = n.
Reseni
a) Budeme dokazovat silnégjsi tvrzeni: pro kazdé n € Ng, n > 1, plati 2" — 1 > n. Pro
kazdé n tedy fekneme, jak vypadd vhodné m, ¢imz potvrdime jeho existenci. K ditkazu
silnéjsiho tvrzeni pouZijeme indukci.
Zakladni krok. Pro n = 2 tvrzeni plati, protoze 3 > 2.
Indukéni krok. Necht pro néjaké n € No, n > 1, plati 27 — 1 > n. (Toto je induk¢ni
pfedpoklad.) Tedy plati 2" > n + 1. Potom

ol _1=2.2" —1>2n+1)—1=2n+1>n+1

Prvni nerovnost plyne z indukéniho predpokladu. Druhé nerovnost plati, protoze n > 0.
Nyni dokazte, ze pro kazdé n € Ny existuje m € Ny takové, ze 2" — 1 > n. Jedné se
tedy o zobecnéni plivodniho tvrzeni, neklademe zvlastni pozadavky na ¢islo n. Napovéda:
zvolte vhodné silnéjsi tvrzeni.
b) Toto tvrzeni je trividlni a véfim, Ze se jej nikdo nepokusil dokazat indukei. Pro kazdé
n € Ng, n > 1, totiZ mizeme polozit m = 0 a bude platit

2 _1=0<1<n

Je mozné toto tvrzeni zobecnit jako v pfedchozim piipadé?
¢) Toto tvrzeni neplati. Napiiklad pro n = 4 vhodné m neexistuje.



