KIO Dikazové postupy pro algoritmy

Nyni si ukdZeme, jak formalni deklarativni jazyk z Lekce 9 vyuZit k formdIné presnym
induktivnim diikazdm vybranych algoritmi. D3 se Fici, Ze tato lekce je ,vrcholem" v
nasi snaze o matematické dokazovdni algoritmi v informatice.

YOU WANT PROOF"'
I'LL 6IVE YOU PROOF!

Struény prehled lekce

* Dikaz indukci s , fixaci parametri™.

* Diikaz indukci vzhledem k sou&tu parametri.

* Dikaz indukci se ,zesilenim tvrzeni".
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/10.1 Technika ,,fixace parametru* \

Priklad 10.1. UvaZme deklaraci A obsahujici pouze rovnici

g(x,y) =if x then y + g(x — 1,y) else O fi.

Véta. Pro kazdé m,n € N plati g(m,n) +—™* z, kdez=m - n.

Diikaz: Budiz n € N libovolné ale pro dal$i Gvahy pevné. DokadZeme, Ze pro kazdé
m € N plati g(m,n) +—* z, kde z=m - n, indukci vzhledem k m.

e Baze m = 0. Plati g(0,n) — if 0 thenn+ ¢g(0 —1,n) else O fi — 0.
e Indukéni krok. Necht m + 1 = k. Pak

g(k,n) — if k thenn+ gk —1,n) else O fi — n+g(k—1,n) — n+g(w,n),

kde je w = m. Podle LLP. plati g(w,n) +—* u pro u = - n. Dile
n+g(w,n) —»* n+u — v,kdev=n+(m-n)=(m+1)-n=k-n,atm

jsme dohromady hotovi s ditkazem g(k,n) —* v.
O

\_ /




\_

(1

0.2 Technika ,,indukce k souétu parametra“

Priklad 10.2. UvaZme deklaraci A obsahujici pouze rovnici

g(x,y) = if « then (if y then g(x — 1,y) + g(z,y — 1) else O fi) else O fi.

Véta. Pro kazdé m,n € N plati g(m,n) —™* 0.

Tvrzeni této véty pfimo nelze dokdzat indukci vzhledem k m, ani indukci vzhledem
k n, nebot u #4dného z m,n nemame zaruéeno, Ye se vzdy zmen$i. ~Diikaz Ize oviem
postavit na faktu, Ze se vzdy zmensi alespoil jeden z m, n, neboli se vzdy zmensi soucet
m a n. To znamend, Ze vySe uvedené tvrzeni nejprve preformulujeme do ndsledujici
(matematicky ekvivalentni) podoby:

Véta. Pro kazdé ¢ € N plati, Ze jestlize ©: = m + n pro kterdkoliv m,n € N,
pak g(m,n) —* 0.

Duikaz indukci vzhledem k i: Baze © = 0 znamend, ze 0 = m +n pro m,n € N, neboli
m = n = 0. Dokazujeme tedy, Ze ¢(0,0) —* 0. Plati

g(0,0) +— if O then (if O then g(0 —1,0) + ¢(0,0 — 1) else O fi) else O fi — O.
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/Induk(:m' krok. Necht i 41 = m+n, kde m,n € N. Nyni rozli§ime t¥i moZnosti (z nichz

prvni dv& jsou svym zpiisobem jen roziifenimi predchozi baze indukce):

e Pro m =0 plati

g(0,n) +— if O then (if n then g(0 —1,n) 4+ g(0,n — 1) else O fi) else O fi — O.

e Pro m > 0,n =0 plati

g(m,0) +— if m then (if 0 then g(m — 1,0) + g(m,0 — 1) else O fi) else O fi +—
— if 0 then g(m —1,0) + g(m,0— 1) else O fi — 0.

e Prom > 0,n > 0 plati

g(m,n) — if m then (if n then g(m — 1,n) + g(m,n — 1) else 0 fi) else O fi +—
— if nthen gm — 1,n) + g(m,n—1) else 0 fi — g(m—1,n)+g(m,n—1).

Podle I.P. plati g(m —1,n) —™* 0 a soutasné g(m,n—1) —* 0, proto

g(m—11n)+gmn—1) —* 0+gmn—1) —* 0+0 — 0.

Tim jsme s dlikazem matematickou indukci hotovi. O
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Priklad 10.3. UvaZme deklaraci A obsahujici pouze rovnici

ajimavéjsi verze

g(x,y) = if « then (if y then g(x — 1,y) + g(z,y — 1) else 1 fi) else 1 fi.

Véta. Pro kazdé m,n € N plati g(m,n) —*k, kde k = (mﬂt”) (kombinagni
&islo).
Toto tvrzeni opét budeme dokazovat indukci vzhledem k i = m + n.

Vzpoméiite si nejprve na zndmy Pascaliiv trojihelnik kombina&nich &isel, ktery je defi-
novany rekurentnim vztahem

a+1\ a 4 a
b+1) \b+1 b))’
Nep¥fipomind to trochu nadi deklaraci? Je v8ak t¥eba spravné& ,nastavit” vyznam

parametrl a, b.

Duikaz indukci vzhledem k i: Baze © = 0 znamenad, ze 0 = m +n pro m,n € N, neboli
m = n = 0. Dokazujeme tedy, Ze ¢(0,0) —* 1. Plati

g(0,0) +— if O then (if O then g(0 —1,0) + ¢(0,0 — 1) else 1 fi) else 1 fi — 1.

N /




("

\_

ndukeni krok. Necht i +1 = m+n, kde m,n € N. Opét rozli§ime stejné t¥i moznosti:
e Prom=0plati (j)=1a
g(0,n) +— if O then (if n then g(0 —1,n) + g(0,n— 1) else 1 fi) else 1 fi +— 1.

e Prom>0,n=0plati (7")=1a
g(m,0) +— if m then (if 0 then g(m — 1,0) + g(m,0 — 1) else 1 fi) else 1 fi —
— if 0 then g(m —1,0) + g(m,0 — 1) else 1 fi — 1.

e Prom > 0,n > 0 plati
g(m,n) — if m then (if n then g(m — 1,n) + g(m,n — 1) else 1 fi) else 1 fi —
— if n then g(lm —1,n) + g(m,n—1) else 1 fi — g(m—1,n)+g(m,n—1).

Podle I.P. plati g(m — 1,n) +—* ky, kde k; = (m*H"), a soulasnd

m—1
g(m,n—1) —* ks, kdeks = ("""). Pfitom z Pascalova trojthelnika plyne

m+n—1 . m+n—1\ ((m+n-1)+1\ (m+n
m—1 m N m S\ m )
a proto

m

gm—1,n)+g(mn—1) —* ky +ky —* k= (m—|—n).
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Priklad 10.4. UvaZme deklaraci A obsahujici tyto rovnice:

0.3 Technika ,,zesileni dokazovaného tvrzeni*

f(z) = if x then h(z) else 1 fi
h(x) =if x then f(x — 1) + h(z — 1) else 1 fi
Véta. Pro kazdé n € IN plati f(n) —* m, kde m = 2",

PoZadované tvrzeni bohuZel nelze p¥imo dokadzat indukci podle n. 'ReSenim je
preformulovani dokazovaného tvrzeni do siln&jsi podoby, kterou jiZz indukci dokdzat
Ize:

Véta. Pro kazdé n € N plati f(n) —* m a h(n) —* m, kde m = 2".

Dukaz, jiz pomérné snadno indukci vzhledem k n:
e Bazen = 0. Plati

f(0) +— if O then h(0) else 1 fi — 1, kde 20 =1,
h(0) — if O then f(0—1)+h(0—1)else 1 fi +— 1.




a

o Indukéni krok: Necht n + 1 = k, pak plati

f(k) — if k then h(k) else 1 fi — h(k) —

— ifkthen f(k—1)+h(k—1)else 1 fi — f(k—1)+h(k—1) — f(w)+h(k—1),

kde w = k — 1 = n. Podle I.P. plati f(w) —* m, kde m = 2™. Zaroveh také
(nade ,zesileni") plati i h(w) —* m, a proto

fw)+hk—-1) —* m+hk—-1) —* m+h(w) —* m+m — q,
kde ¢ = m +m = 2m = 2-2" = 2"+ = 2% Proto tranzitivné f(k) — q a
prvni &3ast naseho tvrzeni platii pron + 1 = k.
Podobné je tfeba jesté dokon&it druhou &ast tvrzeni.

h(k) — ifkthen f(k—1)+h(k—1)else1fi —
fk=1)+h(k—1) == f(w)+h(k—-1),

kde w = k — 1 = n. Podle I.P. plati f(w) —* m, kde m = 2", a také
h(w) —* m, tudiz opét

fw)+hk—-1) —* m+hk—-1) —* m+h(w) —* m+m — q,
kde g = m +m =2-2" = 21 = 2% Proto h(k) +— q a i druhd ¢ist nageho

tvrzeni plati pro n + 1 = k. -
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f10.4 Dva dobie znamé Skolni algoritmy \

Cislice dekadického zapisu

7 w7

Priklad 10.5. Mé&me pfFirozené &islo x. Jednotlivé &islice i-tého Fadu jeho dekadického
zapisu ziskame deklaraci

c(x,1) = if i then ¢(x =+ 10,7 — 1) else x — 10 * (z = 10) fi.

DokazZte:

Vé&ta. Pro kazdd m, i € N plati ¢(m, i) —* s, kde s je &islice ¥adu ¢ (pocitano od
nultého zprava) v dekadickém zdpise &isla m, nebo s = 0 v p¥ipadg, Ze dekadicky
zapis &isla m ma méné nez i + 1 &islic.
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Véta. Pro kazda m,i € N plati ¢(m, i) —* s, kde s je &islice ¥adu i (potitano od
nultého zprava) v dekadickém zdpise &isla m, nebo s = 0 v p¥ipadg, Ze dekadicky
zapis &isla m ma méné nez i + 1 &islic.

Duikaz: PouZijeme techniku fixace parametru m p¥i indukci podle i.
e Baze i = 0. Plati

¢(m,0) —*m— 10 * (m <+ 10) —* t, kde t =m mod 10.
V tomto vysledku mod znamend zndmou funkci modulo definovanou vztahem
x=|z/y] -y + (r mod y). Tudiz t je posledni &islici dekadického zapisu m.
e Indukeni krok: Necht i + 1 = j, pak plati

¢(m,j) — if j then ¢(m <+ 10,j — 1) else m — 10 * (m =+ 10) fi —
—c(m+10,j—1) —* ¢(p,w),

kde p=|m/10] aw =j—1=1. Podle l.P. plati ¢(p,w) —* t a t je &islice i-
tého ¥4du dekadického zapisu &isla p. Jelikoz m = 10p + (m mod 10) a ndsobeni
deseti v dekadické soustavé znamena posun ¢&islic v zapise ,,0 jedno doleva®, je ¢
zaroven &islice 1 + 1 = j-tého ¥adu dekadického zépisu &isla m. To je pfesné co

bylo tfeba dokazat. -
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Véta 10.6. UvaZme deklaraci A obsahujici pouze rovnici

N\

Euklidiv algoritmus

g(xz,y) =if x — y then g(x — y,y) else (if y —  then g(x,y — x) else x fi) fi.
Pak pro kaZdé nenulové m,n € N plati g(m,n) +—*
spolecny délitel &isel m,n.

z, kde z je nejvétsi

Diikaz indukci k ¢« = m + n.
(Tj. dokazujeme nésledujici tvrzeni: Pro kazdé i > 2 plati, Ze jestlize i > m+n,
kde m,n € N, m,n > 0, pak z je nejvétsi spole¢ny d&litel &isel m,n.)
V bazi pro i =2 je m,n =1 a plati
g(1,1) — if 1 —1then g(1 —1,1) else (if 1 — 1 then g(1,1 — 1) else 1 fi) fi +—

— if 0 then g(1 —1,1) else (if 1 — 1 then g(1,1 —1) else 1 fi) fi +—
— if1—1theng(1,1—1)else1fi — if 0theng(1,1—1)elsel fi — 1.
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Klndukém’ krok. Necht i +1 = m + n kde m,n € IN. Probereme t¥i moZnosti:
e m =n. Pak
g(m,n) +— if m —n then g(m — n,n) else (if n — m then g(m,n — m) else m fi) fi +—
if 0 then g(m — n, n) else (if n — m then g(m,n — m) else m fi) fi +—
if n — m then g(m,n — m) else m fi — if 0 then g(m,n — m) else m fi — m.

e m < n. Pak
g(m,n) +— if m —n then g(m — n,n) else (if n — m then g(m,n — m) else m fi) fi +—
if 0 then g(m —n, n) else (if n — m then g(m,n — m) else m fi) fi +—
if n —m then g(m,n — m) else m fi — if z then g(m,n — m) else m fi —
g(m7n - m) = g(m7k) )

kde k = n—m. Platim+k = m+ (n—m) = n < i, takze podle |.P. také

plati g(m,k) —* z, kde z je nejv&tsi spoletny dé&litel &isel m a n — m.

OvéFime, Ze z je nejvétsi spoleny délitel Cisel m a n.

 JelikoZ &islo z d&li &isla m a n—m, d&li i jejich soutet (n—m)+m = n.
Celkem z je spole¢nym délitelem m a n.

x Bud d n&jaky spoleny délitel &isel m a n. Pak d d&li také rozdil n —m.
Tedy d je spole¢ny délitel ¢isel m a n —m. Jelikoz z je nejvétsi spolecny
délitel Cisel m a n — m, nutné d déli z a zavér plati.
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e m > n. Pak
g(m7n) = g(m_n7n) — g(k7n)7

kde k = m — n. Podle |.P. plati g(k,n) —* z, kde z je nejv&tsi spoletny
délitel ¢isel m — n a n. Podobné jako vySe ovéfime, Ze z je také nejvétsi

spole¢ny délitel &isel m a n. -

Poznamka: Jak byste vySe uvedeny zdpis Euklidova algoritmu vylepsili, aby spravné
»pocital” nejvétsiho spoletného délitele i v p¥ipadech, Ze m = 0 nebo n = 07
Co v takovych p¥ipadech selZe p¥i sou¢asném zdpise?




