/3 Mnoziny, Relace a Funkce \

V prehledu matematickych formalism informatiky se v této lekci zamé&fime na zakladnf
»datové typy" matematiky, tj. na mnoZiny, relace a funkce. O mnoZindch jste sice
zajisté slyseli uz na zakladni skole, ale podstatou naseho pfedmétu je uvést povétsinou

neformalné zndmé pojmy na pat¥i¢nou formaini Groveri nutnou pro teoretické zaklady
informatiky.

Stru¢ny piehled lekce

* Uvedeni mnoZin a operaci mnoZinového kalkulu.
* Nekteré vlastnosti mnoZin, princip inkluze a exkluze.
* Relace a definice funkci, zakladni vlastnosti.

* Posloupnosti a rekurentni vztahy.
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.1 Pojem mnoZiny

% Co je vlastn& mnozZina?
Na tuto otdzku bohuZel neni zcela jednoduchd odpovéd. . .

e Naivni pohled: ,,MnoZina je soubor prvkii a je svymi prvky plné urcena. "

e Pozor, neni skute¢ného rozdilu mezi ,mnozinami* a ,prvky".
MnoZiny mohou byt prvky jinych mnozin!

e Priklady: 0, {a,b}, {ba}, {a,b,a}, {{a,b}}, {0,{0},{{0}}},
{z | = je liché p¥irozené &islo}
Znateni: Pocet prvkid (mohutnost) mnoziny A zapisujeme |A|.

e [0]=0, {0} =1 Ha,b,c}l =3, [{{a,b},c} =2

Znaceni mnozin a jejich prvki:
e x € M ,x je prvkem mnoziny M"“.
e né&které vlastnosti a € {a,b}, a & {{a,b}}, {a,b} € {{a,b}},
e prazdnd mnozina 0, a &0, 0e {0}, 0&0,

rovnost mnozin {a,b} = {b,a} = {a,b,a}, {a,b} # {{a,b}}. /
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KDefinice: MnoZina A je podmnoZinou mnoziny B, pravé kdyz kazdy prvek A
je prvkem B. Pideme A C B nebo také B D A; Fikdme také, Ze se jednd o
inkluzi.

o Platf {a} C {a} C {a,0} € {{a,b}}, 0C {0},
e AC Bprav€ kdyz AC Ba A# B (A je vlastni podmnoZinou B).

Definice: Dv& mnoZiny jsou si rovny A = B pravé kdyz AC Ba B C A.

e Podle definice jsou mnoZiny A a B stejné, maji-li stejné prvky.

e Dikaz rovnosti mnoZin A = B ma3 obvykle dvé &asti:
Oddéleng se dokaZi inkluze A C B a B C A.
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Znaceni: Nékteré bézné mnoziny v matematice se zna&i
« N ={0,1,2,3,... } je mnoZzina pf¥irozenych &isel,
« Z={...,—2,—1,0,1,2,3,... } je mnoZina celych &isel,
x 777 =1{1,2,3,... } je mnoZina celych kladnych &isel,
« () je mnoZina raciondlnich &isel (zlomki).

* IR je mnoZina redlnych &isel.

Poznamka: Tyto uvedené ¢&iselné mnoZiny jsou vesmés nekonecné, na rozdil od
koneénych mnoZin uvaZovanych v pfedchozim ,naivnim* pohledu.

Pojem nekonetné mnoZiny se pfimo v matematice objevil aZ teprve v 19. stoleti a
bylo s nim spojeno nékolik paradoxii ukazujicich, Ze naivni pohled na teorii mnoZin pro
nekone&né mnoziny nedostacuje. My se k problematice nekoneénych mnoZzin, Kantorové
vété a Russelové paradoxu vratime v zavéru naseho predmétu.
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Definice: Sjednoceni U a priinik N dvou mnoZin A, B definujeme

Definice: Pro libovolny pocet mnoZin indexovanych pomoci I rozsitené

\_

.2 Mnozinové operace

e Priklady {a,b,c}U{a,d} = {a,b,c,d}, {a,b,c}N{a,d} ={a}.
e Vidy plati ,distributivita” AN (BUC)=(ANB)U(ANC)

o Necht A; = {2-i} pro kazdé i € N. Pak J,. A; je mnoZina v3ech sudych

e Necht B; = {z |z € N,z > i} pro kazdé i € N. Pak (), B; = 0.

AUB = {x|xz € Anebozec B}
ANB = {x|z€ Aasoutasné x € B}.

a AU(BNC)=(AUB)N(AUCQ).

U'GIAi = {z|x € A; pro n&akéiec I}
(2

ﬂ‘eIAi = {z|x €A pro kazdé i€ I}.

prirozenych disel.
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Definice: Rozdil \ a symetricky rozdil A dvou mnoZin A, B definujeme

A\B = {z|z € Aasoutasné z ¢ B},
AAB = (A\B)U(B\A4).

e P¥iklady {a,b,c}\{a,b,d} ={c}, {a,b,c}A{a,b,d} = {c, d}.
e Vzdy plati naptiklad A\ (BNC)=(A\ B)U(A\C) apod.

Definice: Necht A C M. Dopinék A vzhledem k M je mno%ina A = M \ A.

e Jednd se o ponékud specifickou operaci, kterd musi byt vztazena vzhledem
k nosné mnoZiné M !

e Jeli M ={a,b,c}, pak {a,b} = {c}. Je-li M = {a,b}, pak {a,b} = 0.
e Vidy pro A C M plati A=A (,,dvoji* doplng&k).

e Vidy pro A,BC M plati AUB=ANBa ANB=AUB.
(Viz Vennovy diagramy.)
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Usporadané dvojice a kartézsky souéin
Definice: Usporddana dvojice (a,b) je zaddna mnozinou {{a},{a,b}}.

Fakt: Plati (a,b) = (¢, d) pravé kdyZ a = ¢ a sou€asn& b = d.

Ptiklad 3.1. Co je podle definice (a,a)?
(a,a) = {{a},{a,a}} = {{a}, {a}} = {{a}}.

Definice 3.2. Kartézsky soucin dvou mnoZin A, B definujeme jako
mnoZzinu vSech uspofadanych dvojic ze slozek z A a B

AxB={(a,b)|ac Abe B}.

e P¥iklady {a,b} x {a} = {(a,a), (b,a)},
{c,d} x {a,b} = {(c,a),(c,b), (d,a),(d, )}

e Plati ) x X = () pro kazdou mnoZinu X.

e Mnemotechnickd pomiicka

|Ax Bl = |A]-|B].
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kladani soudinu

Definice: Pro kazdé k € N, k > 0 definujeme usporddanou k-tici (ay,--- ,ay)
induktivné takto

- (a1) = ay,

- (ala"' 7aiaai+1) = ((al,"' 7ai)aai+1)-

Fakt: Plati (a1, -+ ,a;) = (b1, -+ ,bg) pravé kdyz a; = b; pro kazdé 1 <i < k.

Definice kartézského soucinu vice mnozin: Pro kazdé k € IN definujeme

Ay x - x A ={(a1, - ,a) | a; € A; pro kazdé 1 < i < k}.

o Priklad Z2 = 7Z x 7 x 7 = {(i,j, k) | i, j, k € Z}.

e Coje A%? {0}, nebot jedind uspoFddana O-tice je pravé prazdnd .
Poznamka: Podle uvedené definice neni soucin asociativni, tj. obecné nemusi platit,
Ze Ax (Bx(C)=(AxB)xC.

V matematické praxi je nékdy vyhodngjsi uvaZovat ,upravenou” definici, podle niz
soulin asociativni je. Pro G&ely této predndsky neni podstatné, k jaké definici se
ptiklonime. Prezentované definice a véty , funguji* pro obé& varianty.

N /




KPotenénl' mnozina \

Definice 3.3. Potenéni mnoZina mnoZiny A,
neboli mnoZina viech podmnoZin, je definovanad vztahem

24 ={B|BCA}.

e Plati naptiklad 2{®% = {() {a}, {b}, {a,b}},
o 20 = {0}, 20098 = {0, {0}, {{0}}, {0, {0}}}.
o 2(ab{ebt = {9 {(a,a)},{(a,b)},{(a,a), (a,b)}}.

Véta 3.4. Pocet prvkii potenéni mnoZiny spliiuje [24| = 2141,

Diikaz: Stru¢né indukci podle |A]: Pro A = () plati [24| = [{0}| = 1.

Pro kazdy dali prvek b ¢ A rozd&lime vdechny podmnoZiny AU{b} , napolovic"
na ty neobsahujici b a na ty obsahujici b, tudiz

’2AU{Z]}‘ —9. ‘214’ — 2‘A|+1 _ 2|AU{b}| )

\_ W,
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Véta 3.5. Pro kaZdé dvé mnoZiny A, B C M platif AU B = AN B.

.3 Porovnavani a uréeni mnoZin

Dukaz v obou smé&rech rovnosti.
e AUBC ANB:

x Prox € M platiz € AU B, pravé kdyZz © ¢ AU B, neboli kdyZ zdrovei
ré¢AaxéB.

* To znamend = € A a zdroveli © € B, z &ho? vyplyvd poZadované
r € ANB.
e AUBDANB:
% Pro 2z € M plati x € AN B, pravé kdy? = € A a ziroveii = € B, neboli
kdyz zaroveli v € Aax & B.

x To znamend = ¢ AU B, z &ehoZ vyplyvd poZadované x € AU B.




/Véta 3.6. Pro kazdé tfi mnoZiny A, B, C plati

A\ (BNC) = (A\ B) U(A\C).

Diikaz.
e A\(BNC) C (A\B) U(A\CO):

« Je-liz e A\ (BNC), pak x € A a zérovei x ¢ (BN C),
neboli x ¢ B nebo = ¢ C.

* Pro prvni moZnost mdme = € (A \ B), pro druhou z € (A\ C).
e Naopak A\ (BNC) O (A\B) U(A\C):
« Je-lize (A\B) U(A\C), pak z € (A\ B) nebo z € (A\ C).

* Pro prvni moZnost mdme = € A a zirovell = ¢ B,
z ¢ehoZ plyne x € A a zdrovei x ¢ (BN C), atudizz € A\ (BNC).

x Druhd moZnost je analogicka.
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V pfipadech, kdy v8echny uvazované mnoziny jsou podmnozinami néjaké nosné
mnoZiny X, coZ neni neobvyklé v programdtorskych aplikacich, s vyhodou
vyuzijeme nasledujici reprezentaci mnoZin.

Charakteristicky vektor (pod)mnoZiny

Definice: M&me nosnou mnoZinu X = {z,29,...,2,}. Pro A C X definu-
jeme charakteristicky vektor x 4 jako

XA = (c1,¢2,...,¢p), kde ¢; =1 pro z; € A a ¢; = 0 jinak.

e Plati A = B pravé kdyZz x4 = x5

e MnoZinové operace jsou realizovany ,bitovymi funkcemi*
sjednoceni ~ OR, prinik ~ AND, symetricky rozdil ~ XOR.
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Tento dileZity a zajimavy kombinatoricky princip je nékdy také nazyvan ,princip
zapojeni a vypojeni™.

Princip inkluze a exkluze

A B

A B

Véta 3.7. Pocet prvkii ve sjednoceni dvou &i tfi mnoZin spocitame:
|AUB| = |A| + |B| — |[AN B|

JAUBUC| = |A| +|B| +|C| - |[ANB| - |ANC| - |BNC|+|ANBNC|

Vsimnéte si, Ze v&tu Ize stejné tak vyuZit k vypo&tu poétu prvkid v priniku mnoZzin. . .
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KPi"l’kIad 3.8. Z1000 televizi jich pFi prvni kontrole na vyrobni lince ma 5 vadnou
obrazovku, 10 je poskrabanych a 12 md jinou vadu. PFitom 3 televize maji

soucasné vsechny tti vady a 4 jiné jsou poskrdbané a maji jinou vadu.

Kolik televizi je celkem vadnych?

Reseni: Dosazenim |A| =5, |B| =10, |C| =12, [ANBNC|=3, |ANB| =

34+0,[ANC| =340, | BNC|=3+4 do Véty 3.7 zjistime vysledek 17. O

Poznamka. Jen stru¢nég, bez dikazu a bliz§iho vysvétleni, si uvedeme obecnou formu
principu inkluze a exkluze:

- Z (_1)\1\*1.

DAIC{L,....n}

N

iel

U4
j=1

(Jeho znalost nebude v pfedmé&tu vyzadovana.)
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Dal3im dilezitym zakladnim ,datovym typem® matematiky jsou relace, kterym
vzhledem k jejich rozsdhlému pouZiti v informatice vénujeme zvySenou po-
zornost.

.4 Relace a funkce mezi (nad) mnoZinami

Definice 3.9. Relace mezi mnoZinami Ay, --- , Ag, pro k € N,
je libovolna podmnoZina kartézského soucinu

RCA x---x Ay.

Pokud A; = --- = Aj, = A, hovofime o k-drni relaci R na A.

Ptiklady relaci.
e {(1,a),(2,a)} je relace mezi {1,2,3} a {a,b}.
o {(i,2-1) | i € N} je bindrni relace na N.
o {(i,j,1+J) | 7,7 € N} je terndrni relace na N.

e {3-7]i€ N} je unarni relace na N.

e Jaky vyznam vlastn& maji unarni a nuldrni relace na A?
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Definice 3.10. (Totalni) funkce z mnoZiny A do mnoziny B
je relace f mezi A a B takova, Ze pro kazdé x € A existuje pravé jedno y € B
takové, ze (z,y) € f.

Funkce mezi mnozZinami \

MnoZina A se nazyva defini¢ni obor a mnoZina B obor hodnot funkce f.
Neformaln& ¥eceno, ve funkci f je kazdé ,vstupni" hodnoté x pfifazena jednoznacné
»Vvystupni hodnota y.

(V obecné relaci pocty ,,pFifazenych® dvojic neomezujeme. . .)

Znateni: Misto (x,y) € f piseme obvykle f(x) = y.
Zapis f : A — B ¥ikd, Ze f je funkce s def. oborem A a oborem hodnot B.
Funkcim se také ¥ikd zobrazent.
e Definujeme funkci f : N — N p¥edpisem f(z) = 2+8. Tj. f = {(z,2+8) |
x € N}
e Definujeme funkci plus : N x N — N predpisem plus(i,j) =i+ j.
Tj. plus = {(i,j,i +j) | i,j € N}.

N /




KDefinice: Pokud nasi definici funkce upravime tak, Ze poZadujeme pro kazdé
x € A nejvyde jedno y € B takové, Ze (z,y) € f, obdrzime definici parcidini
funkce z A do B.

V parcidlni funkci p nemusi byt pro nékteré ,vstupni“ hodnoty x funkéni hodnota
definovana.
Pro nedefinovanou hodnotu pouzivame znak L.
Dalsi p¥iklady funkci.

e Definujeme parcidlni funkci f : Z — IN predpisem

| 34z jestlizex > 0,
fx) = { 1 jinak.
Tj. f={(z,3+2) |z € N}
e Také funkce f: R — R dand b&nym analytickym pfedpisem

je jen parcidlni — neni definovana pro x < 0.

e Co je relace, p¥itazujici lidem v CR jejich rodnd &isla?

N /
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3.5 Posloupnosti a rekurentni vztahy

Definice: Funkce p : N — R se nazyva posloupnost.

Mimo , funk&niho® zdpisu p(n) asto pouzivdime ,indexovou* formu zdpisu p,,.

Poznamka: Obor hodnot posloupnosti miiZe byt i jiny neZ redlna &isla. Na posloupnost
se také divame jako na ,sefazeni" vybranych prvki z oboru hodnot, s povolenym
opakovanim hodnot (nemusi byt prosta).

Také def. obor posl. miZe zainat od nuly nebo i od jednicky, jak je v aplikacich pot¥eba.

e Priklady posloupnosti:
* po=0, p1 =2,...,p; = 2i,... je posloupnost sudych nezdpornych &isel.
x 3, 3.1, 3.14, 3.141, . .. je posloupnost postupnych dekadickych rozvoji 7.
% 1, =1, 1, —1,... je posloupnost uréend vztahem p; = (—1)%, i > 0.
* Pokud chceme stejnou posloupnost 1, —1, 1, —1,... zadat jako ¢;, i > 1, tak
ji uréime vzorcem ¢; = (—1)*~1.

e Posloupnost je rostouci (& klesajici), pokud ppi1 > prn (Pnt1 < Pn) pro
v8echna n.

J
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Slovem rekurentni oznaujeme takové definice (& popisy), které se v jistych
bodech odvolavaji samy na sebe.

Rekurentni definice posloupnosti \

(UzZ jste se setkali s ,rekurzi" p¥i programovani? A vite, co znamena?)
Ukdazky rekurentnich vztahii:
e Zadame-li posloupnost p,, vztahy pg = 1 a p, = 2p,—1 pro n > 0, pak
plati p,, = 2" pro v8echna n.

e Obdobn& miZeme zadat posloupnost ¢, vztahy ¢t =1 a ¢, = ¢,—1 +n
pro n > 1. Potom plati ¢, = %n(n + 1) pro vechna n.
Uméli byste toto dokazat indukci?

e Znama Fibonacciho posloupnost je zadana vztahy fi = fo =1 a f, =
fnfl + fn72 pron > 2.
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Priklad 3.11. Posloupnost f je zadana rekurentni definici
f0)=3 a f(n+1)=2-f(n)+1

pro vSechna pfirozend n. Uréete hodnotu f(n) vzorcem v zavislosti na n.

ReZeni: V prvni fazi Yedeni takového p¥ikladu musime n&jak , uhodnout* hledany
vzorec pro f(n). Jak? Zkusime vypotitat n&kolik prvnich hodnot a uvidime. ..

f1) = 2-f(0)+1=2-34+1=7
f2) = 2-f1)+1=2.7T+1=15
f3) = 2-f2)+1=2-15+1=31
f4) = 2-f3)+1=2-31+1=63

NepFipominaji ndm tato &isla néco? Co t¥eba posloupnost 8—1, 16 —1, 32—1,
64 — 1...7 Bystrému &tend¥i se jiz asi podafilo uhodnout, Ze pijde o mocniny
dvou snizené o 1. P¥esngji, f(n) = 2712 — 1.

Ve druhé nesmime ale zapomenout spravnost naseho ,vésténi* dokazat, nejlépe
matematickou indukci podle n. O
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