/9 Jednoduchy deklarativni jazyk \

Pokratujeme v tématu predchozi lekce, tj. budeme se zabyvat matematickym doka-
zovanim vlastnosti a spravnosti algoritmi. T¥ebaZe mnohym mohla p¥ijit uz Lekce 8

vice nez dost formalni, neni tomu dplng tak; nyni si ukdZeme (je3t&) pFesn&jsi p¥istup
zaloZeny na myslenkdch funkciondlniho programovani.

f(3) — if 3 then 3 % f(8 — 1) else 1 fi — 3* f(83—-1) —
3 * f(2) — 3 x (if 2 then 2 % f(2 — 1) else 1 fi) — 3% (2x f(2—-1)) —
3 (2= f(1)) — 8% (2 (if 1 then 1 % f(1 — 1) else 1 fi)) — Bx(2%(1x f(1—1))) —
3% (2% (1= f(0))) — 8% (2% (1% (ifO then O % f(0O—1)else 1 fi))) > 3% (2x(1x1)) —
3% (2x1) — 3 x2 — 6

Struény prehled lekce

* Zavedeni jednoduchého deklarativniho jazyka, jeho formalni p¥inos.
* Formalizace pojmu ,vypotet" z hlediska naseho jazyka.

* N&kolik konkrétnich zapisi algoritmi a jejich vyhodnoceni / diikaz.
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Vratme se k otdzce, jak se mdme presvédiit, Ze program funguje ,,spradvn&"?

N\

O ,spravnosti“ programii, podruhé

e V né&kterych p¥ipadech, jak uZ jsme zminili, je tfeba mit naprostou jistotu,
Ze program funguje tak jak ma, naptiklad v ¥idicich systémech, na nichz
zavisi lidské Zivoty.

V takovém pfipadé je jedinou ,dostatetné spolehlivou” moZnosti podat
formdlni matematicky diikaz chovani algoritmu.

e A co tedy dilkazy vlastnosti symbolicky zapsanych (proceduralnich) algo-
ritmi z Lekce 87 VSimli jste si, co v nich bylo problematickym bodem?
N&§ procedurdini zapis algoritmu totiZ pfesné nedefinuje, co je to ,ele-
mentarni krok" vypoltu — to je sice vétSinou docela zfejmé, nékdy vsak
muZe hlavni problém nastat pravé zde. Sice by bylo mozné pouZit k definici
néktery z presnych teoretickych modeld vypocltu jako je Turingliv stroj
(nebo tt¥eba i n&ktery vhodny z redlnych programovacich jazyki), aviak
pak by se formdini dikazy staly velmi sloZitymi.

e Vhodn&jsim ¥eSenim (pro potteby formalniho dokazovéni) se jevi pfiklon
k ,funkciondlnimu® zdpisu algoritmi pomoci matematicky zcela pfesnych

deklaraci.
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Definice 9.1. Deklarativni programovaci jazyk (pro prednasky Fl:1B000).

.1 Popis jednoduchého deklarativniho jazyka \

e Necht Var = {z,y,2,...} je spotetnd mnoZina promé&nnych.

e Necht Num = {0,1,...52,...397,...} je mnoZina viech dekadickych
zapisl ptirozenych &isel.

e Necht Fun = {f,g,h,...} je spotetnd mnoZina funké&nich symbolii. Ke
kazdému f € Fun je pf¥ifazeno &islo a € IN, které nazyvame arita f.
Déle predpoklddame, Ze pro kazdé a € N existuje nekoneéné mnoho f €
Fun s aritou a.

e MnoZina vyrazi Fxp je (induktivng) definovana nasledujici abstraktni syn-
taktickou rovnici:

E = z|n
| Ei+Ey | Ey—Ey | BE1yxBy | By~ Ey | (Ey)
| f(E,-- Ea)
|

if £1 then Ey else E5 fi
V uvedené rovnici je x € Var, n € Num, f € Fun a a € N je arita f.
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/Poznémka: Takova specifikace syntaxe je abstraktni v tom smyslu, Ze se nezabyva
tim, jak vyrazy jednoznaéné zapsat do ¥adku jako posloupnost symboli. Je na nds,
abychom napsali dostate¢n& mnoho zavorek a p¥ipadné stanovili prioritu operatord tak,
aby bylo zcela jasné, jak dany vyraz podle uvedené rovnice vznikl.

(Ve smyslu Lekce 6 tato induktivni definice neni jednozna&na. To ndm viak nebude v
Definici 9.2 vadit.)

Pro lepsi pochopeni uvddime n&kolik ptikladl vyrazi (Ezp) z definice.
e 254

e 24+ 3x%x4

f(2) +9(5)

f(2+2,9(y,3*y))

if x — 1 then (24 f(y)) else g(z, z) fi

(Vyhodnoceni podminky v ,,if" testuje nenulovost argumentu.)
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Definice: Deklarace (v jazyce Definice 9.1) je kone€ny systém rovnic tvaru

flzy, - 2e) = B
: C
fn(g;h . 7$an) = E,
kde pro kazdé 1 < ¢ < n plati, Ze f; € Fun je funkce arity a;, ze z1,...,2,, €
Var jsou proménné a E; je vyraz, v némZ se mohou vyskytovat pouze proménné
Z1,...,%q; a funkéni symboly fi,..., fp.

Opét uvddime pro osvéteni n&kolik p¥ikladi deklaraci z nadi definice.

o f(r) = ifxthenzx* f(z—1)elsel fi

L f@ = ge-12)
g(z,y) = if x then f(y) else 3 fi
(Jak uvidime formdiné pozdéji, konvenci nasich vypocti je neuZivat zapornd
¢isla, misto toho 0 —1,,="0.)

o g(z,y) = ifxz—ythen x else y fi

o flx) = f(z)

(Nezapisuje toto ndhodou , nekonecnou smy&ku*?)
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Za vypotet (nad A) budeme povaZovat posloupnost dprav vyrazi, které jsou
»postaveny” na na$i uvaZované deklaraci A. To je formalné podchyceno v
nasledujicich dvou definicich. Srovnejte si Definici 9.2 také s neformdlnim po-
jetim algoritmi jako kone&nych posloupnosti elementarnich krokd v Oddile 1.4.

.2 Formalizace pojmu ,,vypocet*

Definice: Bud A deklarace. Symbolem FEzp(A) ozna&ime mnoZinu vdech
vyraz( F, které spliiuji zaroveri tyto dvé podminky:

— FE neobsahuje Zadnou proménnou.

— Jestlize I/ obsahuje funkéni symbol f, pak f byl v A deklarovén.

Divejte se na mnozinu Ezp(A) jako na soubor ,platnych vstupi" (jako u programu)
pro deklaraci A, nad kterymi bude provadé&n vypocet.

Fakt: MnoZinu FEzp(A) lze definovat také induktivn&:

EF 1= n | (El) | E1+E2 | El—EQ | El*EQ | E1+E2
| f(E1,---,E,) | if Ey then Ey else Ej fi

V uvedené zdpise je n € Num, f € Fun je funkéni symbol deklarovany v A a

\a € N je arita tohoto f. J




/Definice 9.2. Vypocet a krok vypoctu v nasem deklarativnim jazyce. \
Funkci , krok vypottu” + : Exp(A) — Exp(A) definujeme induktivn& takto;
misto + (F) = F budeme psit E +— F.

e n+— n pro kazdé n € Num.

e Pro E = (E4) definujeme krok vypottu takto:
« Jestlize By — F € Num, pak (Ey) +— F.
x Jestlize By +— F & Num, pak (Ey) — (F).

e Pro E = FE; + E5 definujeme krok vypoltu takto:
x Jestlize Fy, F5 € Num, pak E| + FEo +— 7z, kde z je dekadicky zdpis
¢isla B1 + Es.
x Jestlize By € Num, pak By + Es +— F + E5, kde Fy — F.
x Jestlize £y € Num a Fo & Num, pak E1+ Ey — E1+F, kde Ey +— F'.
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x Jestlize Fy, 5 € Num, pak E1 — FEo +— 7z, kde z je dekadicky zdpis
gisla max{0, 1 — Ey}. (Pozor na nezapornost vysledku od¢itani!)

x Jestlize By € Num, pak F1 — Es +— F — FE», kde Fy — F.
x Jestlize K1 € Num a FEy € Num, pak Ey — Ey+— E1 — F, kde
E2 — I
e Pro E = FE; x E5 definujeme krok vypoctu takto:

x Jestlize E1, E5 € Num, pak E7 x Fy — 2z, kde z je dekadicky zapis &isla
E1 * EQ.

x Jestlize Fy & Num, pak Ey * Ey — I % Fy, kde F1 +— F.
x Jestlize £y € Num a Fo & Num, pak E1xFEy +— E1xF, kde Fy +— F.

e Pro E = FE, = E5 definujeme krok vypoltu takto:

x Jestlize F, 5 € Num, pak Ej =+ FEo +— 7z, kde z je dekadicky zdpis
(celé &asti) &isla | E1/Ey]. Pokud Ey = 0, je z = 0 (d&leni nulou!).

x Jestlize By € Num, pak By +~ Es +— F + E5, kde Fy — F.
x Jestlize £y € Num a Fo & Num, pak Ey+FEy +— E;+F, kde Fy +— F.

\_

f e Pro E = FE; — E5 definujeme krok vypoltu takto: \
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e Pro E = if Eq then FE5 else E3 fi definujeme krok vypoltu takto:
« Jestlize F4 € Num a E; = 0, pak if E; then Es else E3 fi — (Ej3).
« Jestlize Fy € Num a E; # 0, pak if E; then E else E3 fi — (Es).

x Jestlize Fy € Num, pak
if B then E5 else E5 fi — if I then Es else 3 fi, kde By — F.

e Pro E = f(E,--- , Eg) definujeme krok vypottu takto:
« Jestlize En,--- , By € Num, pak f(Eq, -+, Ex) v (E¢(x1 [ Er, - o [ E)

x Jinak f(El, ce ,Ek) — f(El, cee ,El',l, F, EZ'+1, cee ,Ek), kde ije ne-
jmensi index pro ktery plati E; ¢ Num a F; — F.

V zdpise jednotlivych bodi vzdy plati, Ze Ey, Fs, -+ € Exp(A). Znak = zde
znamend ,textovou" rovnost na mnoziné vyrazii Exp.

P¥i nejednoznalnosti vzdy aplikujeme prvni pouZitelné pravidlo nasi definice
zleva.

Reflexivni a tranzitivni uzdvér relace +— zna&ime —™* (, vypoclet").




Tato rozsahld a dulezitd definice si zaslouzi nékolik podstatnych p¥ipominek.

e Za prvé si dobfe povSimnéte nékterych ,aritmetickych” aspektd vypoctu.

— Vysledek odeditani je vZdy nezaporny, neboli vSechna zaporna &isla jsou
nahrazena nulou.

— Vysledek déleni je vZdy celoCiselny, pocitdme jeho dolni celou &ast.

— Déleni nulou je definovano (neni chybou), vysledkem je opé&t nula.

e Dalsi pfipominka se tyka pofadi vyhodnocovani ve vyrazu — to je presné

ddno poradim pravidel v Definici 9.2, neboli vzdy aplikujeme prvni pravidlo,
které aktudlné lze pouZzit na vyraz F, a to na prvnim mozZném misté zleva.

Mimo jiné je takto ,definovdna” nejvy$si priorita vyhodnoceni

uzavorkovaného vyrazu.

Uv&domte si dobte, Ze definice vypoletniho kroku +— je (pon&kud skryt&)
rekurzivni. T¥eba krok (2 % 1)+ 2 je ve skutelnosti jedinym krokem,

prestoZe ,vyvold" pouziti dvou pravidel v sob& — vyhodnoceni soudinu i
odstranéni zavorek.

Jedt& si uved me, Ze nase definice p¥ipousti jisty nedeterminismus: Je mozné
mit v deklaraci A zadanych vice rovnic pro tutéz funkci f(), pak se vsak z
— stdva pouha relace. My se touto moZnosti nebudeme zabyvat.
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f(3) — if 3 then 3 f(83 — 1) else 1 fi — 3% f(3-1)
3*f() — 3% (if 2 then 2% f(2 —1) else 1 fi) — 3% (2% f(2—-1))

)
3*(2*(1*]”(0))) — 3% (2% (1x(if O then 0% f(0—1) else 1 fi))) +— 3% (2% (1x1))
3x(2x1) — 3% 2 — 6.

\_
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.3 Pr¥iklady vypocti a dikazi

Ptiklad 9.3. UkaZeme si nékolik ilustrativnich ,, vypolti ™ nad riznymi deklaracemi.

UvaZme deklaraci f(x) = if 2 then x % f(x — 1) else 1 fi. Pak tfeba f(3) —* 6, nebot

* (2 f(1)

— 3% (2% (if 1 then 1% f(1 — 1) else 1 fi)) — 3% (2x(1x f(1-1)))

1111

UvaZme deklaraci f(z) = g(z—1,2) a g(z,y) = if = then f(y) else 3 fi. Pak nap¥iklad
£(3) — g(3—1,3) — g(2,3) — if 2 then f(3) else 3 fi — f(3).
UvaZme deklaraci f(z) = f(z). Pak pro kazdé n € Num plati
fm) — f(n)
a podobng f(f(n)) — f(f(n)). Ale f(f(2+3))— f(f(5)) — f(f(5)). 0

Poznamka: VSimnéte si, Ze p¥i naSich Gpravach vyraz( si dovolujeme vynechdvat
zbyte¢né ,,vngjsi* zavorky kolem celého vyrazu.
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tiklad 9.4. Jak bude pFesné vyhodnocen nasledujici vyraz?

1+2-3+4-5

ReZeni: Klitem k Feeni tohoto je spravné pochopeni Definice 9.2. Prvnim pouZitelnym
pravidlem na%eho deklarativniho jazyka je to pro F = E; + E5. Je pouZito na prvnim
misté zleva, tj. pro F1 =1 a Fy; =2 — 3+ 4 — 5. Podle definice je tedy nutno upravit
Ey € Num i E5 ¢ Num, neboli definici aplikovat (rekurzivng) na vyraz Es.

P¥i vyhodnocovdni Es = E' =2 — 3 + 4 — 5 je prvnim pouZzitelnym pravidlem opét to
pro E' = E{ + E), pfitemz Ef =2 —3 a B}, = 4— 5. Podle definice je nutno v tomto
mist& vyhodnotit vyraz F; +— 0. Celkem v prvnim kroce

1+42—-3+4—-5+— 1+ 0 +4+4-5.

Nakonec stejnym postupem ziskdme:

1404+4-5—1404+0—140—1
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Dukaz spravnosti programu

P¥iklad 9.5. Pro ukdzku uvaZme deklaraci A obsahujici pouze rovnici

f(x)=if z then x * f(x — 1) else 1 fi.

Véta. Pro kazdé n € N plati f(n) —* m, kde m = n!.

Dukaz povedeme indukci podle n:

e Bize n = 0. Plati f(0)+— if 0 then O f(0—1)else 1 fir— 1 a také
0= 1.

e Indukeni krok. Necht n + 1 = k. Pak
fk)—ifkthen ks« f(k—1)else 1 fi—kx* f(k—1)— kx f(w),
kde w = k — 1 = n. Podle I.P. plati f(w)+—*u, kde u = n!l. Proto

kx f(w)—*kxur—v, kdev=(n+1) -nl=(n+1) .

Vidite, jak ,hutny" a formaln& zcela pfesny zapis dikazu nae formalizace umoziuje?
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Véta 9.6. Bud A deklarace. Pro kazdé i € N definujeme relaci +—* C

Diikazy ,,neukonéenosti“ vypocti

Erp(A) x Ezp(A) predpisem + ' = i+ o-.-0 +  Ddle definitoricky
—_————

klademe +—° = {(E,E) | E € Ezp(A)}. Pak plati +—* = [Ji2, — "

Podle pFedchozi véty plati, Ye F +—* F pravé kdy? E +—  F' pro n&jaké i € N.
Navic musi existovat nejmensi ¢ s touto vlastnosti. Toto pozorovani byva velmi
uzite¢né v dikazech ,,neukoncenosti” vypocta.

Ptiklad 9.7. UvaZme deklaraci f(x) = f(z).

Véta. Pro kazdé n € Num plati, Ze neexistuje Zddné m € Num takové,
Ze f(n) —* m.

Dikaz sporem: Ptedpoklddejme, Ze existuji n,m & Nuwm takové, Ze
f(n) —* m. Pak existuje nejmendi i € N takové, Ze f(n)+— " m. JelikoZ
vyrazy f(n) a m jsou riizné, plati i > 0. Jelikoz +— ' = +— 1o s a

f(n) — f(n), plati f(n) — "1 m, co je spor s minimalitou i. O

N\
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