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1. [2 body] Najděte jazyky L1, L2, L3 a L4 takové, aby byly splněny následuj́ıćı podmı́nky:

(a) Jazyky L1, L2 jsou r̊uzné a plat́ı ∼L1 = ∼L2 .

(b) Jazyky L3, L4 jsou r̊uzné, plat́ı ∼L3 6= ∼L4 a zároveň existuje relace ∼ splňuj́ıćı
podmı́nky Nerodovy věty pro oba tyto jazyky.
(Tj. ∼ muśı být relace pravé kongruence s konečným indexem taková, že L3 je sjed-
noceńım některých tř́ıd rozkladu podle ∼ a zároveň L4 je sjednoceńım některých tř́ıd
rozkladu podle ∼.)

Své řešeńı zd̊uvodněte, tj. zejména popǐste všechny zmı́něné relace, např. tak, že poṕı̌sete
jejich tř́ıdy rozkladu.

Řešeńı může vypadat např́ıklad takto:

(a) L1 = ∅, L2 = Σ∗. Pak zřejmě ∼L1 = ∼L2 = Σ∗ × Σ∗.
Poznámka: Podobně jsme mohli zvolit libovolný jiný jazyk spolu s jeho komplementem.
Plat́ı totiž, že ∼L = ∼co−L. Možných řešeńı však existuje ještě v́ıc, např́ıklad jazyky
L1 = {w | |w| mod 3 = 0} a L2 = {w | |w| mod 3 6= 2} sice maj́ı neprázdný pr̊unik, ale
plat́ı ∼L1 = ∼L2 .

(b) L3 = Σ∗, L4 = {ε}. Pak ∼L3 = Σ∗×Σ∗, ∼L4 = {(ε, ε)}∪Σ+×Σ+. Formulováno pomoćı
tř́ıd rozkladu, ∼L3 má pouze jednu tř́ıdu obsahuj́ıćı všechna slova a ∼L4 má dvě tř́ıdy,
jedna obsahuje pouze ε, druhá všechna ostatńı slova. Dále vezmeme ∼ = ∼L4 . To je
zřejmě pravá kongruence s konečným indexem (2) a L3 i L4 jsou sjednoceńım některých
tř́ıd rozkladu podle ∼.
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2. [2 body] Mějme následuj́ıćı jazyk:

L = {w ∈ {0, 1}∗ | w je binárńı zápis č́ısla k takového, že k mod 3 = 1}

přičemž za binárńı zápis č́ısla považujeme pouze takový zápis, který neobsahuje zbytečné
levostranné nuly, tj. 0110 pro nás neńı binárńı zápis č́ısla, zat́ımco 110 je.

(a) Určete index ∼L a popǐste tř́ıdy rozkladu podle ∼L.

(b) Popǐste relaci pravé kongruence ∼ s konečným indexem takovou, že ∼ 6= ∼L a přitom
L je sjednoceńım některých tř́ıd rozkladu podle ∼.

Řešeńı:

(a) Tř́ıdy rozkladu podle ∼L jsou následuj́ıćı:

1. {ε}
2. {0} · {0, 1}∗

3. {w ∈ {1} · {0, 1}∗ | w je binárńım zápisem č́ısla k takového, že k mod 3 = 0}
4. {w ∈ {1} · {0, 1}∗ | w je binárńım zápisem č́ısla k takového, že k mod 3 = 1}
5. {w ∈ {1} · {0, 1}∗ | w je binárńım zápisem č́ısla k takového, že k mod 3 = 2}

Index ∼L je tedy 5.

(b) Necht’ ∼ je relace ekvivalence určená následuj́ıćımi tř́ıdami rozkladu:

1. {ε}
2. {0}
3. {0} · {0, 1}+

4. {w ∈ {1} · {0, 1}∗ | w je binárńım zápisem č́ısla k takového, že k mod 3 = 0}
5. {w ∈ {1} · {0, 1}∗ | w je binárńım zápisem č́ısla k takového, že k mod 3 = 1}
6. {w ∈ {1} · {0, 1}∗ | w je binárńım zápisem č́ısla k takového, že k mod 3 = 2}

Zřejmě plat́ı, že ∼ je relaćı pravé kongruence s konečným indexem a ∼ 6= ∼L. L se
rovná tř́ıdě rozkladu označené č́ıslem 5.


