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1. [2 body] Rozhodněte, zda pro všechny jazyky L, K plat́ı následuj́ıćı implikace. Svá
rozhodnut́ı zd̊uvodněte.

(a) L∗ je regulárńı =⇒ L je regulárńı

(b) (LrK)R je regulárńı, K je regulárńı a K ⊆ L =⇒ L je regulárńı

Řešeńı:

(a) Neplat́ı. Uvažme např́ıklad jazyk L = {w ∈ {a, b}∗ |w = wR}. Jazyk obsahuje slova a
i b a proto plat́ı L∗ = {a, b}∗, což je regulárńı jazyk. Jazyk L ale neńı regulárńı, což by
se dalo dokázat např́ıklad pomoćı Pumping lemmatu s volbou slova anbban.

(b) Plat́ı. Vı́me, že regulárńı jazyky jsou uzavřeny na reverzi. Dostáváme tedy, že LrK =
((L rK)R)R je regulárńı. Dále z inkluze K ⊆ L plyne, že L = K ∪ (L rK). Jelikož
regulárńı jazyky jsou uzavřené na sjednoceńı, jazyk L je také regulárńı.
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2. [2 body] Definujme T jako tř́ıdu všech jazyk̊u, jejichž prefixová ekvivalence má index
nejvýše 4. Plat́ı tedy, že jazyk L patř́ı do tř́ıdy T právě tehdy, když index ∼L ≤ 4.

Odpovězte na následuj́ıćı otázky a své odpovědi zd̊uvodněte.

(a) Je tř́ıda T uzavřená na sjednoceńı?

(b) Je tř́ıda T uzavřená na pr̊unik?

(c) BONUS [+1 bod] Je tř́ıda T uzavřená na iteraci?

(d) BONUS [+1 bod] Je tř́ıda T uzavřená na pozitivńı iteraci?

Řešeńı: Tř́ıda T neńı uzavřená na sjednoceńı ani na pr̊unik. K d̊ukazu stač́ı vźıt jazyky
L1 = {w ∈ Σ∗ | |w| mod 3 = 0} a L2 = {w ∈ Σ∗ | |w| mod 4 = 0}. Snadno se nahlédne, že
index ∼L1 = 3 a index ∼L2 = 4, tedy L1, L2 ∈ T . Jejich sjednoceńı a pr̊unik jsou:

L1 ∪ L2 = {w ∈ Σ∗ | |w| mod 3 = 0 ∨ |w| mod 4 = 0}
L1 ∩ L2 = {w ∈ Σ∗ | |w| mod 3 = 0 ∧ |w| mod 4 = 0}

Snadno se ověř́ı (např. paralelńım synchronńım spojeńım automat̊u pro L1 a L2 a následnou
minimalizaćı), že minimálńı DFA pro tyto jazyky maj́ı 12 stav̊u, tedy že index ∼L1∪L2 = 12
a index ∼L1∩L2 = 12. Odtud tedy plyne, že L1 ∪ L2, L1 ∩ L2 6∈ T a tř́ıda T neńı uzavřená
na sjednoceńı ani na pr̊unik.

Řešeńı bonusových otázek : Tř́ıda T neńı uzavřená na iteraci ani na pozitivńı iteraci. Vezměme
si následuj́ıćı jazyk:

L = {w ∈ Σ∗ | |w| mod 3 = 2}

Zřejmě index ∼L = 3. Iterace a pozitivńı iterace tohoto jazyka jsou:

L∗ = {ε} ∪ Σ2 ∪ (Σ4 · Σ∗)
L+ = Σ2 ∪ (Σ4 · Σ∗)

L+ tedy obsahuje právě všechna slova délky 2 a délek od 4 výše, L∗ obsahuje totéž, co
L+, a nav́ıc ε. Snadno se ověř́ı (opět např. sestrojeńım automatu a jeho minimalizaćı), že
index ∼L∗ = 5 a rovněž index ∼L+ = 5.

Poznámka: Všimněte si, že naše protipř́ıklady funguj́ı nezávisle na konkrétńı abecedě Σ.


