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Put the right kind of software into a computer, and it will do
whatever you want it to. There may be limits on what you can
do with the machines themselves, but there are no limits on
what you can do with software. Time Magazin, April 1984



Nerozhodnutelnost >>Nerozhodnutelné problémy > >

Otazka

existujli algoritmické problémy, ktoré sii prakticky nerieditelné?

je to len otdzka dostatocne dlhého &asu, vykonného hardwaru resp.
sofistikovanych algoritmov 777

alebo existuji problémy, ktoré su principidlne neriegitelné 777
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Pravidla

uvazujeme algoritmické problémy (tj. problémy ur&ené svojou
mnoZinou vstupnych indtancii a pozadovanym vztahom medzi
vstupom a vystupom)

problémy s nekone&nou mnoZinou vstupnych instancii (v opatnom
pripade pre problém vzdy existuje algoritmus zaloZeny na vymenovani
vdetkych vstupov a k nim prislusnych vystupov)

algoritmus = program zapisany v programovacom jazyku vys3ej
trovne
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Priklad - domino

(kone¢nd) mnozina T typov dlazdic s farebnymi hranami

je mozné dlaZdicami pokryt [ubovolne velki plochu tak, aby
sa dlazdice vZdy dotykali hranami rovnakej farby?

z kazdého typu je k dispozicii neobmedzeny pocet dlaZdic
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Priklad - domino, instancia 1

p A M

rieSenim inStancie 1 je ,,Ano"
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Priklad - domino, in3tancia 2

p A PN

rieSenim inStancie 2 je ,Nie"
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Nerozhodnutelné problémy

Problém, pre ktory neexistuje Ziaden algoritmus, sa nazyva
nerozhodnutelny (algoritmicky nerieSitelny).

prakticky riegitelné problémy

nerozhodnutelné problémy
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Priklad - domino

Problém domina je nerozhodnutelny

,zdroj" nerozhodnutelnosti
ekvivalencia s problémom pokrytia nekonecnej plochy

periodicita rieSenia
je dévodom potencidlne nekoneény pocet moZnosti?

dominovy had a jeho varianty
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Priklad - Postov korespondeény problém (PKP)

dva zoznamy slov X = (x1,...xp) a Y = (y1,...Yn)
existuje kone&nd postupnost indexov takd, Ze spojenim
prislusnych slov zoznamu X vznikne rovnaké slovo ako
spojenim prislusnych slov zoznamu Y?

1 2] 3] 4 |5 |
X | abb bab | baba | aba
Y | bbab ab aa a
rieSenim instancie je ,,Ano“, prikladom postupnosti je 2, 1, 1, 4, 1, 5

aa

1 |23 | 4 |5 |
X bb bab | baba | aba
Y | bab ab aa a

a
aa
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Priklad - ekvivalencia a verifikacia programov

dva programovacie jazyky vySej trovne, ktorych syntax je
dana syntaktickym diagramom alebo v BNF

si mnoziny syntakticky spravnych programov pre oba jazyky
zhodné?

popis algoritmického problému a program v programovacom
jazyku vy$ej drovne
riedi program dany problém? (tj. odpoved je JAno" ak pre
kazdud vstupnd inStanciu problému sa vypolet programu
zastavi a da sprdvnu odpoved)
Pre oba problémy z3visi nerozhodnutelnost na volbe programovacieho
Jjazyka resp. na volbe jazyka pre popis algoritmického problému. Pre
beZné jazyku sii oba problémy nerozhodnutelné.
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Priklad - problém zastavenia

Uvazujme algoritmy A a B s mnoZinou vstupnych instancii N

while X #1do X — X —2 od
return X

while X # 1 do

if X je sudé do X — X/2

if X je liché do X —3X +1 od
return X

Algoritmus A pre sudé &isla neskon&i. O algoritme B nie je zndme, i
skondi pre vsetky vstupné instancie.
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Priklad - problém zastavenia

program R v programovacom jazyku L vys3ej Urovne a
mnoZina vstupnych inStancii programu R

zastavi sa vypoclet R pre kazdi vstupnu instanciu?

Problém zastavenia je nerozhodnutelny.

Notécia: R(x) | oznaluje, Ze vypocet R na x skon&i; symbol R(x) 1
oznacluje, Ze neskondi.
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Riceova veta

Rozhodnutelnost je vynimka, ktord potvrdzuje pravidlo

Zaujima nds netrividlna vlastnost programu, ktord je

(1) pravdiva pre niektoré a nepravdivd pre ostané programy

(2) nie je viazand na syntax programu, ale vztahuje sa k problému, ktory
program riesi.

Riceova veta

V&etky netrividlne vlastnosti programov si nerozhodnutelné.

Priklady: je vystupom programu vzdy Ano"?, zastavi program pre kazdy
vstup?
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Ciastotne rozhodnutelné problémy a stupne nerozhodnutelnosti



Nerozhodnutelnost >Metéda diagonalizacie

Dokaz nerozhodnutelnosti

Analégia s dokazom NP-tplnosti
(1) dokdZeme nerozhodnutelnost nejakého problému
(2) nerozhodnutelnost d'aldich problémov dokazujeme metédou redukcie

V pripade nerozhodnutelnosti pouZijeme redukciu, ktord nemusi byt
polynomidlne &asovo ohranicena.
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Redukcia

Redukcia

Pre dané dva rozhodovacie problémy P; a P»; redukcia je algoritmus A
ktory vstupnu instanciu X problému P; transformuje na vstupni instanciu
Y problému P, takd, Ze rieSenim X je Ano" vtedy a len vtedy, ak
rieSenim Y je tiez ,,Ano“.
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Redukcia - priklad

redukcia problému zastavenia na problém verifikicie
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Redukcia a dokaz nerozhodnutelnosti

Ak P; sa redukuje P, a P; je nerozhodnutelny, tak aj P, je
nerozhodnutelny.

Predpokladajme, %e P, je rozhodnutelny a Ze B je algoritmus, ktory ho
riesi.

Pomocou B skon$truujeme algoritmus pre P;. Konrétne, vstupnu
indtanciu X problému P; prevedieme pomcou algoritmu redukcie na
vstupnd inStanciu Y problému P2 PouZijeme algoritmus B a najdeme
rieSenie Y. Ak rieSenim Y je ,,Ano tak rieSenim X je tiez ,,Ano Ak
rieSenim Y je ,Nie" tak rieSenim X je tiez ,,Nie".

To je ale spor s predpokladom, Ze P; je nerozhodnutelny.
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Nerozhodnutelnost problému zastavenia

Neexistuje program v L, ktory pre [ubovolnd dvojicu (R, X) (R je
syntakticky spravny program v L a X je symbol retazcov), d4 na vystup
Ano" prave ak vypolet R pre vstup X skonéi po koneénom poéte krokov
a da na vystup ,Nie" v opaénom pripade.

Neexistenciu programu poZadovanych vlastnosti dokdZzeme sporom.
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Nerozhodnutelnost problému zastavenia

Predpokladajme, Ze existuje program pozadovanych vlastnosti, nazvime

ho Q.

novy program v jazyku L, nazvime ho S, nasledovne:

programu S je syntakticky spravny program v jazyku L

program S a vytvori képiu W
S so vstupom (W, W) (volanim Q ako
procedury)

vypotet Q na vstupe (W, W) skonti (z predpokladu o vlastnostiach
Q) a vrati S odpoved (,,Ano* alebo ,Nie").

ak Q@ skon&i s odpovedou , tak S vstipi do nekone¢ného cyklu
(jeho vypolet sa )

ak Q skon&i's odpovedou ,Nie“, tak S d4 na vystup ,,Ano“.
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Nerozhodnutelnost problému zastavenia - spor

Z konstruckie programu S je zrejmé, 7e S sa pre kazdy vstup W zastavi
(s odpovedou ,Ano") alebo jeho vypoet cykli donekonegna.

UvaZme vypolet S na vstupe W = S. S aktivuje program Q na vstupe
(S5,S) (bod 3). Podla predpokladu @ zastavi. St dve moznosti:

Q skon&i s odpovedou (tj. ano, program S sa na vstupe S
zastavi); v takomto pripade ale S vstipi do nekone&ného cyklu.
Dostdvame spor.

Q skon&i s odpovedou ,Nie" (tj. nie, program S sa na vstupe S
nezastavi ); v takomto pripade ale S da odpved , Ano“. Opat
dostdvame spor.
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Metdda diagonalizacie

Georg Cantor
obecnd metéda, postavend na principe rozdielnych kardinalit

dbkaz, Ze redlnych &isel je viac ako raciondlnych; dolné odhady
zloZitosti problémoyv, ...
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Koneéné certifikaty pre nerozhodnutelné problémy

Analégia s NP-tplnymi problémami. V pripade nerozhodnutelnych
problémov poZadujeme od certifikitov len kone¢nost a existenciu
algoritmu ktory overi, & dany retazec je certifikdtom.

certifikditom odpovede Ano" je konkrétna, kone¢na
postupnost indexov; lahko overime, & dand postupnost
indexov m3 poZadovanti vlastnost

certifikdtom je samotny konelny vypodet; jednoducho
overime, & dand postupnost krokov je korektnym vypo&tom
programu na vstupe.

certifikdtom je postupnost dlaZdic a spdsob ich skladania

certikat existuje pre odpoved nie. Certifikitom je kone&na
plocha E. Pretoze E je konelny a pocet typov dlaZdic je
tiez kone¢ny, dokidZeme overit, Ye E sa nedd pokryt
(preverime vietky moZnosti).
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Ciastone rozhodnutelné problémy

Vsetky predchadzajice problémy mali certifikdt pre jeden typ odpovede;
hovorime o tzv. jednosmernom cerfikate.

Nerozhodnutelné problémy, ktoré majii jednosmerny certifikat, sa
nazyvajl &asto¢ne rozhodnutelné.

Ciastone rozhodnutelné problémy majui algoritmus, ktory je korektny pre
jeden typ vstupnych indtancii (tj. bud pre vstupy s odpovedou ,Ano",
alebo pre vstupy s odpovedou ,Nie"). Algoritmus systematicky overuje
véetky konelné retazce, & su certifikdtom daného vstupu.
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Dvojsmerné certifikaty

moZe nastat situdcia, ked pre dany problém mdme certifikat ako pre
odpoved Ano“, tak aj (iny) certifikdt pre odpoved ,Nie“ (hovorime
o tzv. dvojcestnom certifikate)?

priklad: problém Hamiltonovského cyklu. Certifikatom pre ,,Ano“
vstup je permutdcia vcholov (jednoducho overime, &i tvori
Hamiltonovsky cyklus). Certifikdtom pre ,,Nie" vstup su vietky
permutdcie vrcholov (jednoducho overime, Ze Ziadna permutdcia
netvori Hamiltonovsky cyklus).

Ak problém m3 dvojcestny certifikdt, tak je rozhodnutelny.

Algoritmus systematicky a striedavo overuje vetky kone&né retazce &i su
certifikdtom pre dany vstup. Kone&nost je zaruend, pretoZe kazdy vstup
ma svoj certifikat.



Nerozhodnutelnost >Metéda diagonalizacie > Ciasto¢ne rozhodnutelné problémy a stupne nerozhodnutelnosti >

Este taz3ie problémy?

vetky Ciastoéne rozhodnutelné problémy si vzajomne redukovatelné
(analdgia s NP-dplnymi problémami, tkroé si polynomidlne
ekvivalentné)

existujli problémy, ktoré st taz$ie nez NP-iipIné; plati analégia aj pre
Ciastoéne rozhodnutelné problémy?

existuje redukcia problému zastavenia na problém
verifikdcie; opaénd redukcia 777
(je vypocet programu kone&ny pre vietky
vstupné instancie?) Existuje redukcia problému zastavenia
na uplny problém zastavenia; opa¢nd redukcia 777

Problém verifikacie ani tplny problém zastavenia nemajui certifikaty
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Stupne nerozhodnutelnosti

analogicky ako rozhodnutelné problémy moéZeme zoskupit do réznych
zloZitostnych tried, tak aj nerozhodnutelné problémy tvoria trovne
podla stupta nerozhodnutelnosti

kazd4 (roven obsahuje problémy, ktoré si edte tazSie neZ problémy
predchadzajlcej drovne

prvé dve trovne hierarchie tvoria &iasto¢ne rozhodnutelné a
nerozhodnutelné problémy

d alie tirovne oznatujeme sthrnne ako vysoko nerozhodnutelné
problémy
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Vysoko nerozhodnutelné problémy - priklad

modifikacia problému domina kde poZadujeme, aby v nekone¢nom pokryti
bola vopred ¥pecifikovand dlaZdica pouZitd nekonetne vela krit
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