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Univerzalita a robustnost’�Výpočtový model� �

Jednoduchý výpočtový model

Hl’adáme čo najjednoduchš́ı poč́ıtač (výpočtový model), ktorý je schopný
realizovat’ všetky algoritmické výpočty.

Prečo?

aký najjednoduchš́ı model je schopný realizovat’ všetky výpočty?

obecnost’ výsledkov o praktickej neriešitel’nosti a nerozhodnutel’nosti

presná formulácia a formálne dôkazy tvrdeńı týkajúcich sa praktickej
neriešitel’nosti a nerozhodnutel’nosti
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Univerzalita a robustnost’�Výpočtový model� �

Jednoduchý výpočtový model - dáta

dáta = ret’azce symbolov

počet rôznych symbolov potrebných na zakódovanie ret’azcov je
konečný (podobne ako na zakódovanie všetkých č́ısel nám stač́ı
v desiatkovej resp. binárnej sústave 10 resp. 2 č́ıslice)

dáta môžeme zapisovat’ na jednorozmernú pásku, ktorá obsahuje
poĺıčka; na každom poĺıčku je zaṕısaný jeden symbol, ktorý je
prvkom vstupnej abecedy

Linearizácia dátových štruktúr

linearizácia zoznamu

linearizácia dvojrozmerného pol’a, matice

linearizácia stromu

Dynamické dátové štruktúry a neohraničenost’ jednosmernej pásky
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Univerzalita a robustnost’�Výpočtový model� �

Jednoduchý výpočtový model - riadiaca jednotka
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Univerzalita a robustnost’�Výpočtový model� �

Jednoduchý výpočtový model - riadiaca jednotka

výpočet je realizovaný riadiacou jednotkou

riadiaca jednotka je vždy v jednom z konečne vel’a rôznych stavov
(stav zodpovedá inštrukcii algoritmu)

riadiaca jednotka vždy sńımá práve jedno poĺıčko jednorozmernej
pásky
(hodnota, s ktorou manipuluje inštrukcia algoritmu)

atomické akcie

preč́ıtanie symbolu z poĺıčka pásky
zápis symbolu na poĺıčko pásky
posun o jedno poĺıčko na páske
zmena stavu riadiacej jednotky

závislost’ zmeny na aktuálnych hodnotách
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Univerzalita a robustnost’�Výpočtový model� �

Jednoduchý výpočtový model - základné operácie

jeden krok výpočtu

preč́ıtanie symbolu

podl’a aktuálneho stavu riadiacej jednotky a preč́ıtaného symbolu sa
vykoná

zmena stavu
zápis symbolu
posun o jedno poĺıčko vpravo alebo vl’avo

Turingov stroj

Alan Turing, 1936
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Univerzalita a robustnost’�Turingov stroj� �

Turingov stroj

Turingov stroj (TS) pozostáva z

(konečnej) množiny stavov

(konečnej) abecedy symbolov

nekonečnej pásky rozdelenej na poĺıčka

č́ıtacej a zapisovacej hlavy, ktorá sa pohybuje po páske a sńıma vždy
1 poĺıčko pásky

prechodového diagramu
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Univerzalita a robustnost’�Turingov stroj� �

Turingov stroj - prechodový diagram

Prechodový diagram

orientovaný graf

vrcholy grafu sú stavy TS

hrana z vrcholu s do vrcholu t reprezentuje prechod a je označená
dvojicou tvaru 〈a/b, L〉 alebo 〈a/b, R〉;

a je symbol, ktorý hlava TS z pásky č́ıta (tzv. sṕınač)
b je symbol, ktorý na pásku zapisuje
L resp. R určuje smer pohyb hlavy dol’ava resp. doprava

požadujeme, aby diagram bol jednoznačný (deterministický Turingov
stroj), tj. zo stavu nesmú vychádzat’ dve hrany s rovnakým sṕınačom

jeden zo stavov je označený ako štartovný (počiatočný) stav
(označený š́ıpkou)

niektoré zo stavov sú označene ako koncové stavy (označené
výrazným ohraničeńım)
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Univerzalita a robustnost’�Turingov stroj� �

Turingov stroj - výpočet

Krok výpočtu

prechod z s do t označený 〈a/b, L〉 v prechodovom diagrame

ak riadiaca jednotka TS je v stave s a hlava č́ıta symbol a, tak hlava
preṕı̌se symbol a symbolom b, posunie sa o 1 poĺıčko dol’ava a stav
riadiacej jednotky sa zmeńı na t
(analogicky pre 〈a/b, R〉 a pohyb vpravo)

Výpočet

Výpočet zač́ına v počiatočnom stave na najl’aveǰsom neprázdnom poĺıčku
pásky.
Výpočet prebieha krok po kroku tak, ako predpisuje prechodový diagram.
Výpočet sa zastav́ı ked’ dosiahne niektorý z koncových stavov.
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Univerzalita a robustnost’�Turingov stroj� �

Turingov stroj pre palindrómy
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Univerzalita a robustnost’�Turingov stroj� �

Simulátor Turingových strojov

http://www.fi.muni.cz/ xbarnat/tafj/turing
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Univerzalita a robustnost’�Turingov stroj� �

Turingov stroj ako algoritmus

Turingov stroj môžeme chápat’ ako poč́ıtač s jedným, fixovaným
programom

softwarom je prechodový diagram; hardwarom je riadiaca jednotka a
páska

jednotlivé TS sa ĺı̌sia iba svojim softwarom, preto často hovoŕıme
o programovańı Turingovho stroja
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Univerzalita a robustnost’�Turingov stroj� �

Turingov stroj ako algoritmus

Turingov stroj môžeme naprogramovat’ tak, aby riešil rozhodovaćı
problém

pre rozhodovaćı problém P, ktorého množina vstupných inštancíı je
kódovaná ako množina linearizovaných ret’azcov, konštruujeme
Turingov stroj M s počiatočným stavom s a dvoma končovými
stavmi YES a NO

pre každý vstup X , ak M začne výpočet v stave s na najl’aveǰsom symbole
ret’azca X , tak M skonč́ı výpočet v stave YES a NO v závislosti na tom,
či výstupom P pre X je

”
Áno“ alebo

”
Nie“
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Univerzalita a robustnost’�Turingov stroj� �

Turingov stroj ako algoritmus

Turingove stroje môžu byt’ naprogramované aj pre riešenie iných než
rozhodovaćıch problémov.

V takomto pŕıpade predpokladáme, že ked’ sa TS zastav́ı (prejde do
koncového stavu), tak výstupom je ret’azec zaṕısaný na páske medzi
dvoma špeciálnymi znakmi (napr. !)

Ak sa výpočet zastav́ı a na páske je iný počet symbolov ! ako 2, chápeme
výpočet ako neukončený (tj. ako výpočet, ktorý cykĺı donekonečna).

IB110 Podzim 2010 17



Univerzalita a robustnost’�Churchova Turingova hypotéza� �
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2 Turingov stroj

3 Churchova Turingova hypotéza
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Univerzalita a robustnost’�Churchova Turingova hypotéza� �

Churchova Turingova hypotéza

Aké problémy sú riešitel’né pomocou vhodne naprogramovaného TS?

Churchova Turingova hypotéza

Každý algoritmický problém, pre ktorý existuje program v nejakom
programovacom jazyku vyš̌sej úrovne a je riešitel’ný na nejakom hardwaru,
je riešitel’ný aj na Turingovom stroji.

Prečo hypotéza?

CT hypotéza formuluje vzt’ah medzi dvoma konceptami:

matematicky presný pojem riešitel’nosti na Turingovom stroji a

neformálny koncept algoritmickej riešitel’nosti, ktorý je postavený na
pojmoch

”
programovaćı jazyk vyš̌sej úrovne“,

”
program

v programovacom jazyku“
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Univerzalita a robustnost’�Churchova Turingova hypotéza� �

Argumenty pre Churchovovu Turingovu hypotézu

CT hypotézu formulovali v 30-tych rokoch nezávisle Alonso Church a
Alan Turing.
Od tej doby bolo navrhnutých množstvo

”
univerzálnych“ modelov

(absolútnych, schopných riešit’ všetky mechanicky riešitel’né problémy)

Turingove stroje (Alan Turing)

lambda kalkulus (Alonso Church)

produkčné systémy (Emil Post)

rekurźıvne funkcie (Stephen Kleene)

kvantové poč́ıtače

. . .

Fakt

O všetkých navrhnutých formalizmoch je dokázané, že sú ekvivalentné
v tom zmysle, že určujú zhodnú triedu algoritmicky riešitel’ných
problémov.
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Univerzalita a robustnost’�Churchova Turingova hypotéza� �

Dôsledky Churchovej Turingovej hypotézy

extrémne výkonné superpoč́ıtače nie sú silneǰsie než malé poč́ıtače s
jednoduchým programovaćım jazykom; za predpokladu
neohraničeného času a vel’kosti pamäte dokážu obidva riešit’ tie isté
algoritmické problémy

pojem algoritmicky riešitel’ného (rozhodnutel’ného) problému je
robustný, tj. je nezávislý na konkrétnej vol’be výpočtového modelu
resp. programovacieho jazyka

CT hypotéza podporuje správnost’ defińıcie nerozhodnutel’ných
problémov
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IB110 Podzim 2010 22



Univerzalita a robustnost’�Modifikácie Turingovho stroja� �

Modifikácie Turingovho stroja

Argumentom podporujúcim CT hypotézu je aj robustnost’ TS.
Modifikácie

TS, ktorý má po skončeńı výpočtu zaṕısaný na páske len vstupný a
výstupný ret’azec

TS s jednosmerne nekonečnou páskou

TS s dvojrozmernou páskou

TS s konečným počtom pások (každá más svoju č́ıtaciu/zapisovaciu
hlavu)

Fakt

Všetky uvedené modifikácie sú vzájomne ekvivalentné

Dôkaz

technikou simulácie: ukážeme, že výpočet jedného zariadenia sa dá
simulovat’ na druhom zariadeńı a naopak
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Univerzalita a robustnost’�Modifikácie Turingovho stroja� �

Programy s poč́ıtadlami (Counter Programs, CP)

programy manipulujú s prirodzenými č́ıslami uloženými v premenných

tri elementárne operácie

X ← 0 prirad́ı premennej hodnotu 0
X ← Y + 1
X ← Y − 1 ak hodnota Y je 0, tak X prirad́ı hodnotu 0

jeden elementárny riadiaci pŕıkaz

ifX = 0 goto G ,

kde X je premenná a G je návestie pripojené k pŕıkazu
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Univerzalita a robustnost’�Modifikácie Turingovho stroja� �

Programy s poč́ıtadlami - pŕıklad

U ← 0
Z ← 0

A : if X = 0 goto G
X ← X − 1
V ← Y + 1
V ← V − 1

B : if V = 0 goto A
V ← V − 1
Z ← Z + 1
if U = 0 goto B

vykonanie goto G je ekvivalentom úspešného ukončenia výpočtu
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Univerzalita a robustnost’�Modifikácie Turingovho stroja� �

Turingove stroje a programy s poč́ıtadlami

TS manipulujú so symbolmi, PS s č́ıslami

je možná ich vzájomná simulácia?
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Univerzalita a robustnost’�Modifikácie Turingovho stroja� �

Simulácia TS na CP

obsah pásky −→ č́ısla
pre jednoduchost’ predpokladajme, že abeceda TS má desat’ znakov
znaky oč́ıslujeme a ret’azce znakov prevedieme na č́ısla

Pŕıklad

#− 0 !− 1 ∗ − 2 a− 3 b − 4
c − 5 d − 6 e − 7 f − 8 g − 9

ret’azec
. . . # # a b ∗ e b ! # a g a # # . . .

v ktorom je sńımaný symbol b, prevedieme na dvojicu č́ısel

3427 a 393014
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Univerzalita a robustnost’�Modifikácie Turingovho stroja� �

Simulácia TS na CP

zmena symbolu na páske
zmena poslednej č́ıslice v druhom č́ısle
Pŕıklad ak symbol b preṕı̌seme symbolom g, tak č́ıslo 393014 sa zmeńı na
393019, PC pripoč́ıta 5 krát hodnotu 1
posun hlavy doprava
prvé č́ıslo vynásob́ıme 10 a pripoč́ıtame k nemu poslednú č́ıslicu druhého
č́ısla
druhé č́ıslo vydeĺıme 10 (celoč́ıselne)
analogicky pre posun hlavy dol’ava
zmena stavu
stavu TS zodpovedá skupina inštrukcíı CP; zmena stavu je simulovaná
skokom na novú skupinu inštrukcíı (pŕıkaz goto)

CP, ktorý simuluje TS, má len dve poč́ıtadlá!
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Univerzalita a robustnost’�Modifikácie Turingovho stroja� �

Simulácia CP na TS

č́ısla ←− symboly
hodnota každej premennej je zaṕısaná ako postupnost’ symbolov = č́ıslic;
jednotlivé hodnoty sú vzájomne oddelené špeciálnym symbolom (napr. *)

inštrukcie ←− stavy
každej inštrukcii programu zodpovedá skupina stav TS, vykonenie
inštrukcie je simulované prechodom do pŕıslušného stavu a realizácia
postupnosti krokov, ktoré potrebným spôsobom upravia obsah premennej
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Univerzalita a robustnost’�Modifikácie Turingovho stroja� �

Simulácie ako redukcie

Ak model A simuluje model B, tak máme redukciu medzi týmito modelmi.

Redukcia prevedie program modelu A a jeho vstup X na program modelu
B a jeho vstup Y .

CT hypotéza ukazuje, že naše úvahy pri konštrukcii redukcíı boli korektné.

Pŕıklad nerozhodnutel’nost’ problému zastavenia

1 formálne dokážeme nerozhodnutel’nost’ problému pre TS

2 podl’a CT hypotézy problém zastavenia nemôže byt’ rozhodnutel’ný
ani pre žiaden iný programovaćı jazyk vyš̌setj úrovne (je ekvivalentý
TS!)

Fenomén

algoritmus, ktorého vstupom je iný algoritmus

IB110 Podzim 2010 30



Univerzalita a robustnost’�Modifikácie Turingovho stroja� �

Simulácie ako redukcie

Ak model A simuluje model B, tak máme redukciu medzi týmito modelmi.

Redukcia prevedie program modelu A a jeho vstup X na program modelu
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Fenomén

algoritmus, ktorého vstupom je iný algoritmus
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4 Modifikácie Turingovho stroja

5 Univerzálny Turingov stroj

6 Robustnost’ triedy prakticky riešitel’ných problémov
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Univerzalita a robustnost’�Univerzálny Turingov stroj� �

Univerzálny algoritmus

jeden z najdôležiteǰśıch dôsledkov CT hypotézy

Existencia univerzálneho algoritmu, ktorý má schopnost’ chovat’ sa ako
akýkol’vek iný algoritmus.

vstupom pre univerzálny algoritmus je popis akéhokol’vek algoritmu
A a akéhokol’vek jeho vstupu X

univerzálny algoritmus simuluje výpočet A na X

výpočet univerzálneho algoritmu sa zastav́ı práve ak výpočet A na X
sa zastav́ı; ako výstup poskytne univerzálny algoritmus presne tú istú
odpoved’ ako poskytne A na X

ak fixujeme algoritmus A a meńıme X , tak univerzálny algoritmus sa
chová presne ako algoritmus A
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Univerzalita a robustnost’�Univerzálny Turingov stroj� �

Univerzálny algoritmus

môže byt’ vstupom univerzálneho algoritmu program v akomkol’vek
programovacom jazyku?

využijeme CT hypotézu a poznatok o ekvivalencii všetkých známych
formalizmov pre popis algoritmov

ku konštrukcii univerzálneho algoritmu potrebujeme len jazyk L1,
v ktorom naṕı̌seme program U pre univerzálny algoritmus; program
akceptuje ako vstup l’ubovol’ný program naṕısaný vo fixovanom
konkrétnom jazyku L2

program U je nezávislý na výbere modelu, pretože podl’a CT
hypotézy

1 môže byt’ naṕısaný v akomkol’vek jazyku
2 dokáže simulovat’ akýkol’vek algoritmus poṕısaný v akomkol’vek jazyku

Vhodným kandidátom pre jazyky L1 a L2 sú Turingove stroje.
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Univerzalita a robustnost’�Univerzálny Turingov stroj� �

Univerzálny Turingov stroj

potrebujeme poṕısat’ Turingov stroj ako lineárny ret’azec nad
konečnou abecedou symbolov

stač́ı linearizovat’ prechodový diagram

mark ** mark YES 〈#/#, L〉 * mark movea 〈a/#, R〉 * movea

movea 〈a/a/, R〉 *. . .

linearizovaný prechodový diagram prevedieme štandartným
spôsobom na ret’azec nad fixovanou abecedou (napr. binárnou)

podobne linearizujeme a kódujeme aj vstup simulovaného TS

samotný program univerzálneho TS je jednoduchý svojim prinćıpom:
uchováva si aktuálny stav simulovaného TS, obsah jeho pásky a
č́ıtaný symbol; z linearizovaného popisu simulovaného TS odvod́ı, aké
akcie sa majú realizovat’ v d’aľsom kroku výpočtu simulovaného TS
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Univerzalita a robustnost’�Univerzálny Turingov stroj� �

Univerzálny program s poč́ıtadlami

vstupom je dvojica č́ısel; prvé č́ıslo je kódom nejakého programu
s poč́ıtadlami, druhé č́ıslo je kódom jeho vstupu

univerzálny program je možné skonštruovat’ tak, aby využ́ıval len dve
poč́ıtadlá
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Univerzalita a robustnost’�Robustnost’ triedy prakticky riešitel’ných problémov� �

Modifikované programy s poč́ıtadlami

Motivácia

TS manipuluje jednom kroku výpočtu s jedným symbolom pásky (s
jednou č́ıslicou č́ısla)

CP meńı jednou inštrukciou hodnotu premennej o 1 (exponenciálne
menej efekt́ıvne v porovnańı s TS)

narovnanie diskrepancie

CP muśı mat’ možnost’ k č́ıslu pridat’ alebo odobrat’ č́ıslicu v
konštantnom čase

Modifikácia
množinu inštrukcíı CP rozš́ırime o 2 nové inštruckie

X ← X × 10

X ← X/10 celoč́ıselné delenie
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Univerzalita a robustnost’�Robustnost’ triedy prakticky riešitel’ných problémov� �

Polynomiálna redukcia

Existencia redukcíı medzi programovaćımi jazykmi vyš̌sej úrovne
(dostatočne silnými výpočtovými modelmi) ukazuje, že trieda
rozhodnutel’ných problémov je invariantná voči vol’be jazyka (modelu).

Otázka

Aká je zložitost’ redukcie?

Fakt

Ak oba modely manipulujú s č́ıslami v inej než unárnej sústave, tak
redukcia má polynomiálnu časovú zložitost’ .
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Univerzalita a robustnost’�Robustnost’ triedy prakticky riešitel’ných problémov� �

Zložitost’ redukcíı medzi TS a modifikovanými CP

Zložitost’ výpočtu

TS počet krokov výpočtu
CP počet vykonaných inštrukcíı

Zložitost’ výpočtu je funkciou d́lžky vstupu; hodnota funkcie pre argument
N zhora ohraničuje zložitost’ výpočtov na všetkýh vstupoch d́lžky N.
D́lžkou vstupu pre TS je počet znakov vstupného ret’azca, d́lžkou vstupu
pre CP je počet č́ıslic počiatočných hodôt premenných.

Redukcia TS −→ modifikované CP
krok výpočtu je simulovaný zmenou hodnoty každého poč́ıtadla; zmena je
realizovatel’ná konštantným počtom inštrukcíı
Redukcia modifikované CP −→ TS
každá inštrukcia je simulovaná konštantným počtom krokov

TS a modifikované CP sú polynomiálne ekvivalentné
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Polynomiálna redukcia - dôsledky

Nech výpočtové modely A a B sú polynomiálne ekvivalentné.

Ak algoritmický problém P je riešitel’ný na A s časovou zložitost’ou
O(f (N)) ( f je funkcia d́lžky vstupu), tak existuje program pre B, ktorý
rieši problém P a jeho časová zložitost’ je O(p(f (N))), pričom p je nejaká
(fixovaná) polynomiálna funkcia.

Naopak, ak P je riešitel’ný na B v čase O(g(N)), tak existuje program pre
A, ktorý rieši P s časovou zložitost’ou O(q(f (N))), pričom q je nejaká
(fixovaná) polynomiálna funkcia.

Ak TS rieši problém v polynomiálnom čase, tak aj modifikový CP rieši
tento problém v polynomiálnom čase (a naopak).
Ak neexistuje polynomiálny TS pre daný problém, tak neexistuje ani
polynomiálny modifikoaný CP pre tento problém.
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Robustnost’ triedy prakticky riešitel’ných problémov

CT hypotéza ukazuje robustnost’ pojmu rozhodnutel’ný problém.
Polynomiálna ekvivalencia zjemňuje toto pozorovanie na prakticky
riešitel’né problémy.

Sekvenčná výpočtová hypotéza

Pojem prakticky riešitel’ného problému je robustný, tj. je nezávislý na
konkrétnej vol’be výpočtového modelu resp. programovacieho jazyka.

Hypotéza sa nevzt’ahuje na modely s neohraničeným zdrojom paralelizmu,
preto sa označuje ako

”
sekvenčná“.

Triedy P, NP, PSPACE, EXPTIME sú robustné

Triedy s lineárnou časovou zložitost’ou nie sú robustné.
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Nedeterministické Turingove stroje

pre rozhodovacie problémy

v prechodovom diagrame je povolené, aby s jedného stavu vychádzal
l’ubovol’ný počet hrán označených zhodým sṕınačom (symbolom,
ktorý sa č́ıta)

stroj má možnost’ výberu, ktorý z prechodov použije

pre vstup X dá TS odpoved’
”
Áno“ (akceptuje) práve ak existuje

taká postupnost’ výberu prechodov, pre ktorú výpočet skonč́ı v
koncovom stave YES
(stroj uváži všetky možné výpočty na X a akceptuje X práve ak
aspoň jeden z výpočtov skonč́ı v stave YES)

v opačnom pŕıpade, tj. ak žiaden výpočet neskonč́ı v stave YES, dá
odpoved’

”
Nie“

Nedeterministické TS sú ekvivalentné (deterministickým) TS.
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P=NP? problém - rev́ızia

Formálna defińıcia tried P a NP

Trieda P (NP) obsahuje rozhodovacie problémy, ktoré sú riešitel’né
Turingovymi strojmi (nedeterministickými TS) s polynomiálnou časovou
zložitost’ou.

P=NP? problém

Sú deterministické a nedeterministické Turingove stroje polynomiálne
ekvivalentné?
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P=NP? problém - rev́ızia

Defińıcia NP-t’ažkého a NP-úplného probému

Rozhodovaćı problém sa nazýva NP-t’ažký ak každý problém z triedy P je
na neho polynomiálne redukovatel’ný.

Rozhodovaćı problém sa nazýva NP-úplný ak je NP-t’ažký a naviac patŕı
do triedy NP.

Fakty

Ak nejaký NP-úplný problém patŕı do triedy P, tak P = NP.

Ak P 6= NP, tak žiaden NP-úplný problém nie je riešitel’ný algoritmom
polynomiálnej zložitosti.
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Turingove stroje a dolné odhady zložitosti problémov

dôkaz nerozhodnutel’nosti problému
redukcia problému o ktorom je už dokázané, že je nerozhodnutel’ný,
na problém o ktorom chceme dokázat’, že je nerozhodnutel’ný
pŕıklad redukcia problému zastavenia na problém domina

dôkaz vzt’ahu medzi zložitostnými triedami
metóda diagonalizácie
pŕıklady P ⊂ EXPTIME, PSPACE ⊂ EXPSPACE

dôkaz, že problém nepatŕı do zložitostnej triedy
dôsledok úplnosti
pŕıklad žiaden EXPTIME-úplný problém nepatŕı do triedy P

pre dôkaz horných odhadov zložitosti problémov nie sú TS vhodné;
naopak je vhodné použit’ programovaćı jazyk vyš̌sej úrovne
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Redukcia problému zastavenie na problém domina

problém domina úlohou je pokryt’ hornú polovicu nekonečnej plochy
s podmienkou, že prvá dlaždica v T (nazveme ju t) je
umiestnená niekde v spodnom riadku

problém zastavenia odpoved’
”
Áno“ pre vstup 〈M, X 〉 taký, že výpočet

M na X sa nezastav́ı
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Redukcia problému zastavenie na problém domina

Redukcia

Vstup dvojica 〈M, X 〉
Výstup množina typov dlažd́ıc T a dlaždica t

Prinćıp konštrukcie 〈T , t〉 pokrytie dlaždicami korešponduje s výpočtom;
pokrytie nekonečnej plochy je možné len v pŕıpade
existencie nekonečného výpočtu
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