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Jednoduchy vypoctovy model

Hladdme &o najjednoduchsi potitaé (vypottovy model), ktory je schopny
realizovat vietky algoritmické vypotty.

Preto?
aky najjednoduchsi model je schopny realizovat vietky vypocty?
obecnost vysledkov o praktickej neriegitelnosti a nerozhodnutelnosti

presna formulacia a formalne dokazy tvrdeni tykajucich sa praktickej
nerieSitelnosti a nerozhodnutelnosti
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Jednoduchy vypoctovy model - data

dita = retazce symbolov

polet roznych symbolov potrebnych na zakddovanie retazcov je
koneny (podobne ako na zakédovanie vietkych &isel ndm staci
v desiatkovej resp. bindrnej sistave 10 resp. 2 &islice)

data mdzeme zapisovat na jednorozmernii pasku, ktord obsahuje
poli¢ka; na kaZzdom poli¢ku je zapisany jeden symbol, ktory je
prvkom vstupnej abecedy

linearizacia zoznamu
linearizacia dvojrozmerného pola, matice

linearizacia stromu

Dynamické datové $truktiry a neohrani¢enost jednosmernej pasky
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Jednoduchy vypoctovy model - riadiaca jednotka
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Jednoduchy vypoctovy model - riadiaca jednotka

vypolet je realizovany riadiacou jednotkou

riadiaca jednotka je vzdy v jednom z kone&ne vela réznych stavov
(stav zodpovedd instrukcii algoritmu)

riadiaca jednotka vzdy snimd prave jedno poli¢ko jednorozmernej
pasky
(hodnota, s ktorou manipuluje instrukcia algoritmu)
atomické akcie
precitanie symbolu z poli¢ka pasky
zapis symbolu na politko pasky
posun o jedno politko na paske
zmena stavu riadiacej jednotky

zavislost zmeny na aktudlnych hodnotach
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Jednoduchy vypoctovy model - zdkladné operacie

jeden krok vypo&tu
precitanie symbolu

podla aktudlneho stavu riadiacej jednotky a pre&itaného symbolu sa
vykona

zmena stavu

zapis symbolu

posun o jedno poli¢ko vpravo alebo viavo

Turingov stroj

Alan Turing, 1936
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Turingov stroj

Turingov stroj (TS) pozostava z
(kone&nej) mnoziny stavov
(kone&nej) abecedy symbolov
nekoneénej pasky rozdelenej na poli¢ka

¢itacej a zapisovacej hlavy, ktord sa pohybuje po paske a snima vzdy
1 poli¢ko pasky

prechodového diagramu
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Turingov stroj - prechodovy diagram

Prechodovy diagram
orientovany graf

vrcholy grafu st stavy TS
hrana z vrcholu s do vrcholu t reprezentuje prechod a je oznadena
dvojicou tvaru (a/b, L) alebo (a/b, R);

a je symbol, ktory hlava TS z pasky &ita (tzv. spinat)

b je symbol, ktory na pdsku zapisuje

L resp. R urluje smer pohyb hlavy dolava resp. doprava
poZzadujeme, aby diagram bol jednozna&ny (deterministicky Turingov
stroj), tj. zo stavu nesmd vychddzat dve hrany s rovnakym spinaom
jeden zo stavov je oznaleny ako $tartovny (pociatocny) stav
(oznakeny 3ipkou)
niektoré zo stavov su oznalene ako koncové stavy (ozna&ené
vyraznym ohranitenim)
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Turingov stroj - vypocet

prechod z s do t ozna&eny (a/b, L) v prechodovom diagrame

ak riadiaca jednotka TS je v stave s a hlava &ita symbol a, tak hlava
prepige symbol a symbolom b, posunie sa o 1 politko dolava a stav
riadiacej jednotky sa zmeni na t

(analogicky pre (a/b, R) a pohyb vpravo)

Vypodet zaéina v podiato&nom stave na najlavejSom neprazdnom poli¢ku
pasky.

Vypocet prebieha krok po kroku tak, ako predpisuje prechodovy diagram.
Vypolet sa zastavi ked dosiahne niektory z koncovych stavov.
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Turingov stroj pre palindréomy

ala, L
b/b, L

retur

a’a, R

b/b, R
\_ #4# R P,
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Simulator Turingovych strojov

http://www.fi.muni.cz/ xbarnat/tafj/turing
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Turingov stroj ako algoritmus

Turingov stroj mdZeme chapat ako potital s jednym, fixovanym
programom

softwarom je prechodovy diagram; hardwarom je riadiaca jednotka a
paska

jednotlivé TS sa Ii%ia iba svojim softwarom, preto ¢asto hovorime

o programovani Turingovho stroja
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Turingov stroj ako algoritmus

Turingov stroj mdZeme naprogramovat tak, aby rieil rozhodovaci
problém

pre rozhodovaci problém P, ktorého mnoZina vstupnych instancii je
kédovand ako mnoZina linearizovanych retazcov, konstruujeme
Turingov stroj M s po&iatoénym stavom s a dvoma kon&ovymi
stavmi YES a NO

pre kazdy vstup X, ak M za&ne vypolet v stave s na najlavejsom symbole
retazca X, tak M skon&i vypolet v stave YES a NO v zdvislosti na tom,
¢i vystupom P pre X je ,Ano" alebo , Nie"
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Turingov stroj ako algoritmus

Turingove stroje mdZu byt naprogramované aj pre riedenie inych nez
rozhodovacich problémov.

V takomto pripade predpokladdme, Ze ked sa TS zastavi (prejde do
koncového stavu), tak vystupom je retazec zapisany na paske medzi
dvoma 3pecidlnymi znakmi (napr. !)

Ak sa vypolet zastavi a na paske je iny pofet symbolov | ako 2, chdpeme
vypolet ako neukonceny (tj. ako vypolet, ktory cykli donekonena).
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Churchova Turingova hypotéza

Aké problémy sti rieditelné pomocou vhodne naprogramovaného TS?

Churchova Turingova hypotéza

Kazdy algoritmicky problém, pre ktory existuje program v nejakom
programovacom jazyku vy$3ej drovne a je rieSitelny na nejakom hardwaru,
je riegitelny aj na Turingovom stroji.

Preto hypotéza?

CT hypotéza formuluje vztah medzi dvoma konceptami:
matematicky presny pojem rieditelnosti na Turingovom stroji a

neformdlny koncept algoritmickej rieSitelnosti, ktory je postaveny na
pojmoch , programovaci jazyk vysSej trovne", , program
v programovacom jazyku"
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Argumenty pre Churchovovu Turingovu hypotézu

CT hypotézu formulovali v 30-tych rokoch nezavisle Alonso Church a
Alan Turing.
Od tej doby bolo navrhnutych mnoZstvo ,univerzdlnych* modelov
(absolitnych, schopnych riesit vietky mechanicky riesitelné problémy)
Turingove stroje (Alan Turing)
lambda kalkulus (Alonso Church)
produk&né systémy (Emil Post)
rekurzivne funkcie (Stephen Kleene)

kvantové potitace

O v8etkych navrhnutych formalizmoch je dokdzané, Ze sii ekvivalentné
v tom zmysle, Ye uréuji zhodnd triedu algoritmicky rieitelnych
problémov.
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Doésledky Churchovej Turingovej hypotézy

extrémne vykonné superpoditace nie su silnejSie nez malé poditale s
jednoduchym programovacim jazykom; za predpokladu
neohrani¢eného Zasu a velkosti pamate dokadzu obidva riesit tie isté
algoritmické problémy

pojem algoritmicky rieSitelného (rozhodnutelného) problému je
robustny, tj. je nezavisly na konkrétnej volbe vypo&tového modelu
resp. programovacieho jazyka

CT hypotéza podporuje spravnost definicie nerozhodnutelnych
problémov
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Modifikacie Turingovho stroja

Argumentom podporujiicim CT hypotézu je aj robustnost TS.
Modifikacie
TS, ktory ma po skon&eni vypo&tu zapisany na paske len vstupny a
vystupny retazec
TS s jednosmerne nekonetnou pédskou
TS s dvojrozmernou paskou

TS s kone&nym pottom péasok (kazdd mas svoju &itaciu/zapisovaciu
hlavu)

Vetky uvedené modifikicie st vzajomne ekvivalentné

technikou simulacie: ukdZeme, Ze vypocet jedného zariadenia sa da
simulovat na druhom zariadeni a naopak
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Programy s potitadlami (Counter Programs, CP)

programy manipuluji s prirodzenymi &islami uloZzenymi v premennych
tri elementarne operacie
priradi premennej hodnotu 0

ak hodnota Y je 0, tak X priradi hodnotu 0
jeden elementdrny riadiaci prikaz
if X = 0 goto G,

kde X je premennd a G je ndvestie pripojené k prikazu
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Programy s pocitadlami - priklad

U+—20
Z+—0

A: if X=0 goto G
X—X-1
V—~Y+1
V—V-1

B: if V=0 goto A
V—V-1
Z—7Z+1

if U=0 goto B

vykonanie goto G je ekvivalentom dspesného ukon&enia vypo&tu
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Turingove stroje a programy s pocitadlami

TS manipulujid so symbolmi, PS s &islami

je mozn3a ich vzajomnd simulacia?
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Simulacia TS na CP

pre jednoduchost predpokladajme, %e abeceda TS ma desat znakov
znaky otislujeme a retazce znakov prevedieme na &isla
Priklad

#—-0 1—-1 x-2

a—3
c—5 d—-6 e—7 f-38

b—4
g—9
retazec

. FHabxeblH#aga#H#...

v ktorom je snimany symbol b, prevedieme na dvojicu Cisel

3427 a 393014
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Simulacia TS na CP

zmena poslednej &islice v druhom ¢&isle
Priklad ak symbol b prepiSeme symbolom g, tak &islo 393014 sa zmeni na
393019, PC pripoéita 5 krat hodnotu 1

prvé &islo vynasobime 10 a pripoditame k nemu posledni &islicu druhého
¢isla

druhé &islo vydelime 10 (celogiselne)

analogicky pre posun hlavy dolava

stavu TS zodpoveda skupina instrukcii CP; zmena stavu je simulovana
skokom na novi skupinu instrukcii (prikaz goto)

CP, ktory simuluje TS, ma len dve po¢itad|a!
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Simulacia CP na TS

hodnota kaZdej premennej je zapisana ako postupnost symbolov = &islic;
jednotlivé hodnoty st vzdjomne oddelené ¥pecidlnym symbolom (napr. *)

kaZdej instrukcii programu zodpoveda skupina stav TS, vykonenie
instrukcie je simulované prechodom do prislusného stavu a realizacia
postupnosti krokov, ktoré potrebnym sposobom upravia obsah premennej
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Simulacie ako redukcie

Ak model A simuluje model B, tak mame redukciu medzi tymito modelmi.

Redukcia prevedie program modelu A a jeho vstup X na program modelu
B a jeho vstup Y.

CT hypotéza ukazuje, Ze naSe dvahy pri konstrukcii redukcii boli korektné.

1B110 Podzim 2010
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Simulacie ako redukcie

Ak model A simuluje model B, tak mame redukciu medzi tymito modelmi.

Redukcia prevedie program modelu A a jeho vstup X na program modelu
B a jeho vstup Y.

CT hypotéza ukazuje, Ze naSe dvahy pri konstrukcii redukcii boli korektné.

Priklad nerozhodnutelnost problému zastavenia
formalne dokdZeme nerozhodnutelnost problému pre TS

podla CT hypotézy problém zastavenia neméZe byt rozhodnutelny
ani pre Ziaden iny programovaci jazyk vyssetj urovne (je ekvivalenty
TS!)

Fenomén

algoritmus, ktorého vstupom je iny algoritmus
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Univerzalny algoritmus

jeden z najdolezitejSich dosledkov CT hypotézy

|
Existencia univerzalneho algoritmu, ktory ma schopnost chovat sa ako
akykolvek iny algoritmus.

vstupom pre univerzélny algoritmus je popis akéhokolvek algoritmu
A a akéhokolvek jeho vstupu X

univerzalny algoritmus simuluje vypotet A na X

vypodlet univerzalneho algoritmu sa zastavi prave ak vypolet A na X
sa zastavi; ako vystup poskytne univerzalny algoritmus presne tu istd
odpoved ako poskytne A na X

ak fixujeme algoritmus A a menime X, tak univerzadlny algoritmus sa
chovd presne ako algoritmus A
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Univerzalny algoritmus

moZe byt vstupom univerzalneho algoritmu program v akomkolvek
programovacom jazyku?

vyuZijeme CT hypotézu a poznatok o ekvivalencii vietkych zndmych
formalizmov pre popis algoritmov

ku konstrukcii univerzalneho algoritmu potrebujeme len jazyk Lj,
v ktorom napiSeme program U pre univerzalny algoritmus; program
akceptuje ako vstup lubovolny program napisany vo fixovanom
konkrétnom jazyku L,
program U je nezavisly na vybere modelu, pretoZe podla CT
hypotézy

mbZe byt napisany v akomkolvek jazyku

dokaZe simulovat akykolvek algoritmus popisany v akomkolvek jazyku

Vhodnym kandidatom pre jazyky L1 a Ly sd Turingove stroje.
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Univerzalny Turingov stroj

potrebujeme popisat Turingov stroj ako linedrny retazec nad
kone¢nou abecedou symbolov

sta&i linearizovat prechodovy diagram

mark ** mark YES (#/#,L) * mark move, (a/#,R) * move,
move, (a/a/,R) *. ..

linearizovany prechodovy diagram prevedieme Standartnym
spdsobom na retazec nad fixovanou abecedou (napr. bindrnou)
podobne linearizujeme a kédujeme aj vstup simulovaného TS

samotny program univerzdlneho TS je jednoduchy svojim principom:
uchovava si aktudlny stav simulovaného TS, obsah jeho pasky a
&itany symbol; z linearizovaného popisu simulovaného TS odvodi, aké
akcie sa maju realizovat v dalom kroku vypo¢tu simulovaného TS
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Univerzalny program s pocitadlami

vstupom je dvojica &isel; prvé &islo je kédom nejakého programu
s poditadlami, druhé &islo je kédom jeho vstupu

univerzalny program je mozné skonstruovat tak, aby vyuZival len dve
pocitadla
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Modifikované programy s pocitadlami

TS manipuluje jednom kroku vypo&tu s jednym symbolom pésky (s
Jednou ¢&islicou &isla)

CP meni jednou in3trukciou hodnotu premennej o 1 (exponencidlne
menej efektivne v porovnani's TS)

narovnanie diskrepancie

CP musi mat moZnost k &islu pridat alebo odobrat &islicu v
konstantnom &ase

mnoZinu instrukcii CP rozsirime o 2 nové instruckie

celodiselné delenie
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Polynomialna redukcia

Existencia redukcii medzi programovacimi jazykmi vy38ej trovne
(dostato&ne silnymi vypo&tovymi modelmi) ukazuje, Ze trieda
rozhodnutelnych problémov je invariantnd vo&i volbe jazyka (modelu).
Otazka

Ak3 je zloZitost redukcie?

Ak oba modely manipuluji s &islami v inej nez undrnej sdstave, tak
redukcia ma polynomialnu €asovi zloZitost .
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Zlozitost redukcii medzi TS a modifikovanymi CP

pocet krokov vypo&tu

polet vykonanych instrukcif
ZloZitost vypottu je funkciou dfiky vstupu; hodnota funkcie pre argument
N zhora ohranituje zloZitost vypo&tov na vietkyh vstupoch dlliky N.
Dizkou vstupu pre TS je potet znakov vstupného retazca, dizkou vstupu
pre CP je potet &islic potiato€nych hoddt premennych.

krok vypottu je simulovany zmenou hodnoty kazdého poditadla; zmena je
realizovatelnd konStantnym poctom instrukcif

kaZd3 instrukcia je simulovana konstantnym poctom krokov

TS a modifikované CP st polynomidlne ekvivalentné
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Polynomialna redukcia - dosledky

Nech vypoctové modely A a B st polynomidlne ekvivalentné.

Ak algoritmicky problém P je rieSitelny na A s &asovou zloZitostou
O(f(N)) ( f je funkcia dizky vstupu), tak existuje program pre B, ktory
riedi problém P a jeho €asovd zlozitost je O(p(f(N))), pri¢om p je nejakd
(fixovand) polynomidlna funkcia.

Naopak, ak P je riegitelny na B v &ase O(g(N)), tak existuje program pre
A, ktory riedi P s Zasovou zloZitostou O(q(f(N))), pritcom q je nejaka
(fixovand) polynomidlna funkcia.

Ak TS riesi problém v polynomidlnom Case, tak aj modifikovy CP riesi
tento problém v polynomidlnom &ase (a naopak).

Ak neexistuje polynomialny TS pre dany problém, tak neexistuje ani
polynomidlny modifikoany CP pre tento problém.
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Robustnost triedy prakticky riesitelnych problémov

CT hypotéza ukazuje robustnost pojmu rozhodnutelny problém.
Polynomialna ekvivalencia zjemiiuje toto pozorovanie na prakticky
riesitelné problémy.

Sekven&nd vypoltova hypotéza

Pojem prakticky riesitelného problému je robustny, tj. je nezévisly na
konkrétnej volbe vypottového modelu resp. programovacieho jazyka.

Hypotéza sa nevztahuje na modely s neohrani¢enym zdrojom paralelizmu,
preto sa oznaluje ako ,,sekvenénd”.

Triedy P, NP, PSPACE, EXPTIME st robustné

Triedy s linedrnou &asovou zloZitostou nie sii robustné.
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Nedeterministické Turingove stroje

pre rozhodovacie problémy
v prechodovom diagrame je povolené, aby s jedného stavu vychadzal
lubovolny polet hran oznagenych zhodym spinatom (symbolom,
ktory sa ¢&ita)
stroj ma moZnost vyberu, ktory z prechodov pouZije
pre vstup X da TS odpoved ,Ano" (akceptuje) prave ak existuje
takd postupnost vyberu prechodov, pre ktori vypoc&et skon&i v
koncovom stave YES
(stroj uvaZi vietky mozné vypocty na X a akceptuje X prdve ak
aspori jeden z vypoctov skonéi v stave YES)
v opanom pripade, tj. ak Ziaden vypolet neskon&i v stave YES, da
odpoved , Nie"

Nedeterministické TS st ekvivalentné (deterministickym) TS.
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P=NP? problém - revizia

Formalna definicia tried P a NP

Trieda P (NP) obsahuje rozhodovacie problémy, ktoré st rieditelné
Turingovymi strojmi (nedeterministickymi TS) s polynomidlnou &asovou
zloZitostou.

P=NP? problém

Si deterministické a nedeterministické Turingove stroje polynomidlne
ekvivalentné?
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P=NP? problém - revizia

Definicia NP-tazkého a NP-tiplného probému
Rozhodovaci problém sa nazyva NP-tazky ak kaZdy problém z triedy P je
na neho polynomidine redukovatelny.

Rozhodovaci problém sa nazyva NP-iiplny ak je NP-tazky a naviac patri
do triedy NP.

Fakty
Ak nejaky NP-Gplny problém patri do triedy P, tak P = NP.

Ak P # NP, tak %iaden NP-iplny problém nie je rieSitelny algoritmom
polynomialnej zloZitosti.
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Turingove stroje a dolné odhady zlozZitosti problémov

dokaz nerozhodnutelnosti problému

redukcia problému o ktorom je u? dokdzané, Ze je nerozhodnutelny,
na problém o ktorom chceme dokdzat, Ze je nerozhodnutelny
priklad redukcia problému zastavenia na problém domina

dokaz vztahu medzi zloZitostnymi triedami

metdda diagonalizacie

priklady P ¢ EXPTIME, PSPACE c EXPSPACE

dbkaz, Ze problém nepatri do zloZitostnej triedy

dbsledok dplnosti

priklad Ziaden EXPTIME-(plny problém nepatri do triedy P

pre dékaz hornych odhadov zloZitosti problémov nie sii TS vhodné;
naopak je vhodné pouZit programovaci jazyk vyssej tirovne
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Redukcia problému zastavenie na problém domina

tlohou je pokryt horni polovicu nekoneénej plochy
s podmienkou, Ze prvé dlazdica v T (nazveme ju t) je
umiestnend niekde v spodnom riadku
odpoved ,Ano* pre vstup (M, X) taky, e vypotet
M na X sa nezastavi
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Redukcia problému zastavenie na problém domina

Redukcia
dvojica (M, X)
mnozina typov dlazdic T a dlazdica t

pokrytie dlazdicami koreSponduje s vypottom;
pokrytie nekonecnej plochy je moZné len v pripade
existencie nekoneéného vypoctu
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# # # b b ) #
@ ) st st

# # # b b a v, #

# # # b b a v,
@. v mv, fmv

# # # b b my, #

# # # b b MV 4, #
@ s mvfmv,

# # # b my,, b a #

# # # b Mg b a #
@ ves v fmv,

# # # v, b b a #

# # # nv, b b a #
@ vee v, pmv,

# # mk, a b b a #

# # mk, a b b a #
@ e 1 O o o o] 0 1 21 2 3] 3 4 4

#
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na policko sa nehodi

ziadna dlazdica ==
vypocet nemoze pokracovat
= #
# #
# # # # #
#
# # # YES, #, #
A
# # # # mk, # #
# # # # mk, # #
@. .e k] ma
# # # # # It #
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