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Pocitace

Computers are amazing machines. They seem to be able to do
anything.

It is all the more remarkable, therefore, that the digital computer can
be thouhgt of as merely a large collection of switches, or bits.

A computer can directly execute only a small number of extremely
trivial operations.

Computers may differ in size, types of elementary operations, speed,
physical media, internal organization, external environment.

What is it that transforms such trivial operations on bits into the
incredible feats we see computers perform?

What computers can and cannot solve?
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Historické zastavenia

cca 400 B.C. Euklidov algoritmus (software)
1801 Joseph Jacquard, pletaci stroj (hardware)

1833 Charles Babbage, the difference engine - konkrétne operacie,
the analytical engine - programovatelny stroj

Ada Byron - programy

1890 Herman Hollerith - stroj zaloZeny na diernych $titkoch pouZiry
pri s¢itani obyvatelstva

30-te roky: zdklady tedrie algoritmov, pojem nerozhodnutelnosti

50-te, 60-te roky - technologicky pokrok
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Co je informatika (Computer Science)?

rozdielne schopnosti populdcie v praci s po&itatmi
informatika = ICT skills, informa&né technoldgie

tendencia posudzovat vedny obor podla jeho aplikicif

mnohovrstevnost — matematika aZ inZniersky pristup
¢o su zdkladné stavebné kamene vednej discipliny?
jazyk, terminolégia
definicia, presny vyznam zakladnych pojmov
axiémy, zdkladné tvrdenia



Problémy a algoritmy>>Uvodne poznamky > >

zakladné pojmy

problém a algoritmus
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Problémy a algoritmy
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Problém

¢o je problém?
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Problém

¢o je problém?

vypo&tovy problém

pripustné vstupy
Specifikdcia pozadovanych vystupov
funkcia vstupnych inStancii
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Riesenie problému

Metdda rieSenia problému popisuje efektivnu cestu, ktord vedie k najdeniu
pozadovanych vystupov. Popis pozostdva z postupnosti instrukcii, ktoré
moze ktokolvek realizovat.

existencia metédy rie$enia problému znamenad moZnost vypotitat riefenie
automaticky

v danom kontexte hovorime o algoritme pre rieSenie problému
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Algoritmus — historicky pohlad |

koniec 19. storocia, priemyslovd revolicia, kauzdlne chdpanie sveta,
zdkony umoZiiujice Gplné pochopenie sveta
program Davida Hilberta
celd matematika sa da vybudovat z kone¢nej sady vhodnych axiém
matematika vytvorend tymto spésobom je kompletnd v tom zmysle, Ze
kaZdé tvrdenie vyjadritelné v jazyku matematiky sa d4 dokazat alebo
vyvrétit v tejto tedrii (z danej sady axiémov)
existuje metdda pre dokazanie resp. vyvratenie kazdého tvrdenia.

klG€ovy pojem metédy



Problémy a algoritmy>>Problémy a algoritmy > >

Algoritmus — historicky pohlad Il

Kurt Godel (1931) dokazal, ze

neexistuje Ziadna Uplnd (rozumna) matematicka tedria;

v kaZdej korektnej a dostatotne velkej tedrii je mozné formulovat
tvrdenia, ktoré nie je mozné vnitri tejto tedrie dokdzat. Aby bolo
mozné dokazat spravnost tychto tvrdeni, je nutné k tedrii pridat nové

.....

neexistuje metdda (algoritmus) pre dokazovanie matematickych
teorém
pre svoj dokaz potreboval presnii definiciu pojmu metédda
(algoritmus)
(nie je moZné dokazat neexistenciu algoritmu bez rigoréznej definicie
toho o je a &o nie je algoritmus)
prva formalna definicia pojmu algoritmu: Alan Turing (1936)

d'algie definicie a ich ekvivalencia
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Zakladné otazky

Existujii problémy, ktoré nie si rieSitelné automaticky (algoritmicky)?

Ak 3no, ktoré problémy su algoritmicky riegitelné a ktoré nie?
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Problémy a algoritmy
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Programovacie jazyky |

algoritmy musia byt zapisané jednozna¢ne a formalne
programovaci jazyk — jazyk pre $pecifikaciu algoritmov
program — zdapis algoritmu v programovacom jazyku

strojovy kdéd vs. programovaci jazyk vysSej trovne
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Programovacie jazyky Il

ako prezentovat algoritmus redlnemu potitaiu?

ako “printtit” poéitag, aby realizoval vypolet tak, ako sme to
zamyslali?

programatori st ludia, uvaZuji abstraktne a vyjadruji sa pomocou
slov a symbolov

poditate si stroje, ktoré dokdZu realizovat velmi jednoduché (ilohy

programovacie jazyky pomahaji ludom komunikovat s po&itaémi
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Vyvojové diagramy
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Programovaci jazyk vyssej urovne

zakladné stavebné kamene
riadiace Struktiry

datové struktiry
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Riadiace Struktury

postupnost prikazov
podmienené vetvenie
ohrani¢ena iteracia

podmienen3 iteracia

kombindcia riadiacich $truktur - vnorenie
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Datové typy

premenné

vektory, zoznamy
polia, tabulky
zasobniky a fronty

stromy a hierarchie
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Vlastnosti programovacich jazykov

presnd syntax

presnd sémantika
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Syntax

> > Datové typy

nejednoznalnosti; presny vyznam pre pojmy, ktoré sa pouZzivaju
v beZznej komunikacii

Porovnanie “

a priradenie "="

if (x==y) z = 3; else z = 4;
IF (X .EQ. Y)

THEN Z2 = 3

ELSE Z = 4 END FI

if x = y then z := 3 else z:= 4
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Syntax - priklad

hypoteticky programovaci jazyk PL

1 inputhV,;

2 X :=0;

3 for Y from 1 to N do
4 X =X+Y

5 od

6 outputX.
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Definicia syntaxe - syntaktické diagramy
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Definicia syntaxe — BNF

(prikaz) ::= (for prikaz) | (prirad ovaci prikaz) | ...
(for prikaz) ::= (premennd) from (hodnota) to (hodnota)

BNF umoZiiuje generovat (syntakticky spravné) programy
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Kontrola syntaktickych chyb

program sa nedd vygenerovat pouZitim BNF

automatizovany proces
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Sémantika

for Y from 1 to N do

vyznam — odditanie, prikaz pre tladiareii, dnes je pekny deri 777
vyznam podla pouZitych slov 77?

Coak N =3.14 777

presnd sémantika je nevyhnutnd !!!

manudl (dokumentacia) ako definicia sémantiky 7?77
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Sémantika - priklad

procedira P (s parametron V)
(1) call V(s parametrom V), vysledok uloZ do X
(2) if X =1 then return 0; else return I

procedira, ktord ma ako svoj parameter nazov proceddry
syntaktickd korektnost
call P(s parametrom P) — akd je ndvratovad hodnota?

sémantika musi dat jednozna&nii odpoved
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Vypocet programu

od programu v jazyku vys3ej trovne k manipuldcii s bitmi
program je postupne transformovany na strojovu lroveni
transformacia

kompilacia

interpretacia

kombinovany pristup
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Kompilacia

program v jazyku vy$8ej lrovne je preloZeny do jazyka niZ8ej trovne
(jazyk symbolickych adries)
for Y from 1 to N do

telo cyklu
od

MOVE 0,Y do registra Y uloZ 0
LOOP: CMP N,Y porovnaj hodnoty uloZené v N a Y
JEQ REST ak rovnost, tak pokracuj prikazom REST
ADD 1,Y  pripotitaj 1 k'Y
telo cyklu
JMP LOOP

preklada&
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Kompilacia - pokr.

preklad z jazyka symbolickych adries do strojového kddu

assembler

Optimalizacia kédu pocas kompilacie
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Interpretacia

interpreter postupuje prikaz po prikaze
kazdy prikaz je okamzZite preloZzeny do strojového kédu a vykonany
MoZnost lepsie sledovat vypodet.

Typicky jednoduchd tvorba interpretru.
NemoZnost optimalizicii.
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Programovacie esperanto

pre€o rézne programovacie jazyky?
programovaci jayzk poskytuje programatorovi ist( lroveii abstrakcie

potreba novych typov abstrakcii

vyvoj hardwaru (paralelné pocitate a programovanie vo vidknach)
nové aplikatné oblasti (mulimedidlne aplikdcie)

paradigmata - kategorizacia existujlicich programovacich jazykov
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Imperativne programovanie

pristup blizky ludskému uvaZovaniu

imperativne programovanie popisuje vypolet pomocou postupnosti
prikazov a urluje presny postup, ako dany algoritmicky problém rieit
pamat po&itata je siiborom pamatovych miest organizovanych do
roznych datovych Struktdr

program buduje, prechddza a modifikuje datové Struktury tak, ze
nadita data a meni hodnoty uloZené v pamati

prikazy, v zdvislosti na vyhodnoteni podmienok, menia stav
premennych

historicky najstarsie imperativne programovacie jazyky: strojové
jazyky
FORTRAN, ALGOL, COBOL, BASIC, Pascal, C, Ada

zakladné typy prikazov - priradenie, cykly, prikazy vetvenia
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Funkcionalne programovanie

vypoctom funkcionalneho programu je postupnost vzajomne
ekvivalentnych vyrazov, ktoré sa postupne zjednodusuju

vysledkom vypo&tu je vyraz v normdlnej forme, ktory sa nedd dalej
zjednodusit

program je chapany ako jedna funkcia, ktord obsahuje vstupné
parametry. Vypocet je vyhodnotenim tejto funkcie.

imperativny pristup: ako sa ma vypotitat

funkciondlny pristup: ¢o sa ma vypoditat

Erlang, Haskell, Lisp, ML, Ozx, Scheme
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Logické programovanie

postavené na pouziti matematickej logiky

logicky program je tvoreny sadou pravidiel a jednoduchych logickych
tvrdeni

dotaz sa riesi prehladdvanim mnoZiny pravidiel. Hlad4 sa dokaz,
ktory poskytuje odpoved na zadany dotaz
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Objektovo orientované programovanie

pamat po&itata pozostdva z objektov

s kazdym objektom su asociované operacie, ktoré moze objekt
poskytovat (pristupné ako metddy volania)

program je stiborom objektov, ktoré si posielaji spravy obsahujiice
poZiadavky na realizaciu operdcii a odpovede

Smalltalk, Java, C++, Python, Ruby. Lisp
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Spravnost algoritmov

Korektnost
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1962, Marinerl - Start rakety

1981, Kanada - informacia o
volebnych preferenciach

1985-87, Therac-25 - nespravne ddvky

rontgenového Ziarenia
problém Y2K

http://www.devtopics.com/20-
famous-software-disasters/
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Typy chyb

until / untli
for (k=0;k<101){ sum = sum + k } versus
for (k=0;k<101;k=k+1){ sum = sum + k }

vyslednd hodnota premennej cyklu
for (k=0;k=k+1;k<101){ sum = sum + k } versus
for (k=0;k<101;k=k+1){ sum = sum + k }

pre dany text zisti, kolko viet obsahuje slovo kniha

koniec vety indikuje vyskyt symbolov ,,. “ (bodka, medzera)
koniec vety indikuje vyskyt symbolu ,,." (bodka)

poditale nerobia chyby
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Testovanie a ladenie

syntaktické chyby, run-time chyby
testovanie, testovacie sady
ladenie

nezaru¢uji bezchybnost algoritmu
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Ciasto¢na a uplna korektnost

2pecifikacia algoritmického problému
1. uréenie mnoziny vstupnych instancii
2. uréenie vztahu medzi vstupnymi intanciami a poZadovanym vystupom.

. pre kazdu vstupnu instanciu X plati, Ze ak
vypotet algoritmu na X skon&i, tak vystup ma poZadovanii vlastnost
: vypocet skon&i pre kazdu vstupnu inStanciu

(plnd koreknost: &asto&nd korektnost + kone&nost
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Dokaz korektnosti

invarianty

konvergencia

kontrolné body programu

invariant = tvrdenie, ktoré plati pri kaZdom priechode
kontrolnym bodom

Ciastotnd korektnost

s kontrolnymi bodmi asociujeme kvantitativnu
vlastnost

pri kazdom priechode kontrolnym bodom sa hodnota
kvantitativnej vlastnostni zniZuje

hodnota kvantitativne] vlastnosi nesmie prekrotit dolnti
hranicu

kone&nost vypottu
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Zrkadlovy obraz

retazec S

symboly retazca S v obratenom poradi

Notacia
reverse(,fakulta") = *,atlukaf"
head(, fakulta") = ,f*
tail(, fakulta") = ,akulta”
symbol A oznaluje prazdny retazec (retazec neobsahuje Ziaden
symbol)
symbol - oznatuje zretazenie (spojenie) dvoch retazcov



Spravnost algoritmov>>Korektnost

Algoritmus

> Priklady > Zrkadlovy obraz

XS
YA

Y < head(X) - Y|

Y

X « tail(X)




Spravnost algoritmov>>Korektnost >> Priklady > Zrkadlovy obraz

Kontrolné body a invarianty

Assertion 1
@ | s a symbol sirng | Invariant 1

vstupna podmienka

X5
YA __oomeil .
I § = reverse (1) - X | Invariant 2
3 m‘”/l ____________ S =reverse(Y)- X
[ charakterizuje
vypodlet

Assertion 3

M Y= re\erse(S
A Invariant 3

Y = reverse(S)
poZzadovany vztah
medzi vstupom S
a vystupom Y

Y« head(X) - Y|

X tail(X)
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Platnost invariantov

dokazujeme, Ze pre kaZzdy platny vstup: ak vypocdet dosiahne kontrolny

bod, tak tvrdenie je pravdivé
v akom poradi sa prechadzaji kontrolné body?

e (1)

NO H YES 1—2 —2 ..

2 —3
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Platnost invariantov

pre kazdy retazec S po vykonani prikazov X <+ S, Y « A
plati rovnost S = reverse(Y) - X

ak S =reverse(Y)- X a X =A,
tak Y = reverse(S)

ak S =reverse(Y)- X a X #A,

tak po vykonani prikazov Y <« head(X) - Y; X « tail(X)
plati znovu ta istd rovnost pre nové hodnoty premennych X
ayY

dokdzali sme &iastoént korektnost
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Koneé¢nost

vypodet algoritmu je nekoneény prave ak prechddza kontrolnym
bodom 2 nekonetne vela krat

s kontrolnym bodom 2 asociujeme kvantitativnu vlastnost (tzv.
konvergent) a ukazeme, Ze jej hodnota klesd a pritom je zdola
ohranicena

konvergentom pre kontrolny bod 2 je dizka retazca X

pri kazdom priechode kontrolnym bodom 2 dizka retazca X klesne o
1

ak dizka X klesne na 0 (X je prazdny retazec), tak vypotet
neprechddza cyklom a nenavstivi kontrolny bod 2

dokdazali sme kone&nost
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Korektnost

korektnost = &iastotna korektnost + koneénost

IB110 Podzim 2010
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Euklidov algoritmus

dve kladné celé ¢isla X a Y

najvacsi spolo¢ny delitel Z &isel X a Y
spolo¢ny delitel Z Z deli X a Z deli Y (celo&iselne)

najvacsi delitel pre kazdé &islo U > Z, bud U nedeli X alebo U nedeli Y
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Implementacia

function Euclid(X,Y)

V—X

WY

while V # W do
if V> W then V — V — W fi
if V< Wthen V— W -V fi

od

return (V)

V a W si nasobkom Z
V>ZaW>Z7

-----

v8etky invariatny platia v kaZzdom bode vypoctu
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Ciasto¢na korektnost

V a W si nasobkom Z
V>ZaW>Z7

-----

Inicializacia V «— X, W « Y

invarianty 1, 2, 3 sa priradenim neporusia

IF prikaz if V> W then V «— V — W fi

Fakt Ak V > W, tak dvojice &isel V, W a V — W W maji
rovnakych spolo¢nych delitelov

ak Zdeli V, WaV>W,tak V-W>0aV-W2>Z

invarianty 1, 2, 3 zostdvaju zachované

IF prikaz if W >V then W «— W — V fi
symetricky
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Ciasto¢na korektnost

V' a W si nasobkom Z
V>ZaW>Z7

-----

while prikaz

vietky invarianty zostdvaju v platnosti po prevedeni jednotlivych
prikazov cyklu

cyklus kon&i ked V = W

V je najva&$im spoloénym delitelom V, W
V=7

Ciastotna korektnost
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Koneé¢nost

vypolet je nekoneény prive ak while prikaz sa vykona nekoneéne
vela krat

konvergentom while cyklu je siéet V + W

pri kazdom vstupe dotelacykluje V>Z2>0, W>Z2>0 a
V#£W

pri vykonani tela cyklu sa od&ita celé kladné &islo bud od V alebo od
w

suma V 4+ W sa pri kazdom priechode cyklom zniZi aspoii o 1

na zaciatku je V 4+ W = X + Y a preto sa cyklus vykond nanajvys
X 4+ Y krat

kone&nost
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Triedenie vkladanim

Insertion — Sort(A)
for j — 2 to length[A] do
key — Al
fe—j—1
while i >0 A A[i] > key do A[i + 1] < A[/]
i«—i—1od
Ali + 1] < key
od

na zatiatku iterdcie for cyklu obsahuje A[l...j — 1] tie isté
prvky, ako obsahovalo na tychto pozicidch pole A na zadiatku vypottu,
ale utriedené od najmensieho po najvacsi
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Ciasto¢na korektnost a koneénost

na zaliatku iterdcie for cyklu obsahuje A[l...j — 1] tie isté
prvky, ako obsahovalo na tychto pozicidch pole A na zadiatku vypottu,
ale utriedené od najmensieho po najvacsi

Inicializacia tvrdenie plati na zagiatku vypo&tu (j = 2, postupnost A[1]
obsahuje jediny prvok a je utriedend)

FOR cyklus v tele cyklu sa hodnoty A[j — 1], A[j — 2], Al — 3],...
postivaju o jednu poziciu doprava aZ kym sa nendjde vhodnd pozicia pre
Alll

Ukonéenie for cyklus sa ukon&i ked j = n+ 1. Substitticiou n+ 1 za j

dostdvame, Ze pole A[+...n obsahuje tie isté prvky, ako na za&iatku
vypoltu, ale utriedené.

for cyklus nemeni hodnotu riadiacej premennej cyklu



Spravnost algoritmov>>Formalna verifikacia > >

Spravnost algoritmov

Formalna verifikacia
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Spravnost algoritmov>>Formalna verifikicia

Formalna verifikacia

interaktivne dokazovanie
dokazovanie formdlnym odvodenim (theorem proving)

overovanie modelu (model checking)



Zlozitost algoritmov>>Optimalizacia > >

Zlozitost algoritmov
H N

[@ Optimalizcia

Priklady
Priemerna a otakdvana zloZitost
Horné a dolné odhady zloZitosti
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ZloZitost algoritmov>>Optimalizicia

Zlozitost algoritmov

koreknost algoritmu sama o sebe nezaru€uje jeho pouZitelnost
dizka vypottu a jeho pamatové niroénost

Zasova a priestorova zloZitost

zloZitost vypo&tu zavisi na vstupnej ingtancii

zloZitost algoritmu vyjadrujeme ako funkciu dfiky vstupnej inStancie



ZloZitost algoritmov>>Optimalizicia

Optimalizacia zloZitosti algoritmu

na trovni kompilacie

programatorska optimalizacia



Zlozitost algoritmov

Priklad 1

Optimalizacia > >

zoznam Studentov a polet bodov, ktoré ziskali v
zavere¢nom teste predmetu 1B110

L(1),...,L(N)

normalizované body

(1) N&jdi maximdlny potet bodov, MAX

(2) kazdy bodovy zisk vyndsob hodnotou 100 a vydel
hodnotou MAX



ZloZitost algoritmov>>Optimalizicia

(1) standartne
(2) for / from 1 to N do L(/) «— L(/) x 100/ MAX od

pre kazdé L(I) potrebujeme 1 ndsobenie a 1 delenie
(1) standartne
) FAKTOR « 100/ MAX
)

(2
(3) for | from 1 to N do L(/) — L(/) x FAKTOR od
zlepsenie o cca 50%



Zlozitost algoritmov>>Optimalizicia > >

Priklad 2

vyhladdvanie prvku X v neusporiadanom zozname

implementdcia pomocou cyklu, v ktorom sa realizuji dva testy:
(1) nagli sme X? a (2) prehladali sme cely zoznam?

optimalizacia: na koniec zoznamu priddme prvok X a v cykle
testujeme len podmienku (1)

po ukoné&eni cyklu overujeme, &i najdeny prvok X sa nachddza vo
vnutri zoznamu alebo na jeho konci

zlepSenie o cca 50%



Zlozitost algoritmov>>Asymptoticka zloZitost > >>

Priklady
Priemernd a otakdvand zloZitost
Horné a dolné odhady zloZitosti



ZloZitost algoritmov>>Asymptoticka zloZitost

Otazky

je zlepZenie o0 50% (60%, 90% . ..) dosta&ujiice?
ako charakterizovat zloZitost algoritmu?

ako porovnat zloZitost dvoch algoritmov?

zloZitost algoritmu ako funkcia dfiky vstupnej instancie

zloZitost v najhorSom pripade

asymptotickd zloZitost, O-notacia



Zlozitost algoritmov>>Asymptoticka zloZitost > >>

Asymptoticka zlozitost

jednoducha charakterizicia efektivity algoritmu
umoziiuje porovnat relativnu efektivitu réznych algoritmov

charakterizuje, ako rastie zloZitost algoritmu s rastiicou dlZkou
vstupnej instancie

O-noticia

Symbolom O(g(n)) oznatujeme mnoZzinu fukcii t.z.

O(g(n)) = {f(n)| existuje kladna konstanta c a ny
také, ze 0 < f(n) < cg(n) pre vSetky n > ng}.

Rovnost f(n) = O(g(n)) vyjadruje, Ze f(n) je prvkom mnoziny O(g(n)).



ZloZitost algoritmov>>Asymptoticka zloZitost

Robustnost O-notacie

O-notacia zakryva konstantné faktory

gasova zloZitost algoritmu je relativny pojem
zloZitost je relativna voti fixovanej mnoZine elementarnych instrukcif

kazdy programovaci jazyk resp. kompildtor mdZe mat indi mnoZinu
elementarnych instrukcii

pokial pouZivaji $tandartné intrukcie, tak rozdiel v €asovej zloZitosti
je préve o konstantny faktor

O-notdcia je invariantnd voci takymto implementaénym detailom

Nevyhoda O-notdcie: skryté konstanty, hrani¢nd hodnota ng



Zlozitost algoritmov>>Asymptoticka zloZitost > Priklady >

Binarne vyhladavanie

Binarne vyhladdvanie polozky Y v telefénnom zozname s N polozkami
X1, X2, ..., Xy pre N = 1000000

az 1 000 000 porovnani
zloZitost O(N)

postup: v prvom kroku porovnaj Y s Xso0000
podla vysledku porovnaj v druhom kroku Y bud s Xs50000
alebo s X750000

v najhorSom pripade 20 porovnani
zloZitost O(log,(N))

sme ako zloZitost vyhladdvania sme uvaZovali len poget porovnani?




Zlozitost algoritmov>>Asymptotickd zloZitost > Priklady

Bubblesort

1 procedure BUBBLESORT(A, n)
2 fori=1ton—1do
3 for j=1ton—ido

4 if A[j] > A[j + 1] then vymen A[j] s A[j + 1] fi
5 od
¢ od

¢as O(1)

¢as O(n—1)

= O(n(n—1) = X151 i) = O(n°)



Zlozitost algoritmov>>Asymptotickd zloZitost > Priklady

Vnorené cykly

1r«—20
2 fori=1tondo
3 for j=1to/do
for k=jto i+, do
r—r-+1
od
od
od

o N O v oA

(i+Jj)—j+1=1i+1 priradeni
i opakovani cyklu 4 - 6, tj. i(i + 1) = i® + i priradenf
n — 1 opakovani cyklu 3 - 7, tj. 7=} i% + i priradenf

HE_:IQ—H': (n—l)n6(2n—1)+(n—21)n:

i=1



Zlozitost algoritmov>>Asymptoticka zloZitost > Priklady

Maximalny a minimalny prvok

Problém najdenia maximalneho a minimalneho prvku postupnosti S[1..n].
ZloZitostné kritérium - polet porovnani prvkov.

max — S[1]
for i from 2 to n do

if S[i] > max then max «— S[i] fi
od

Minimum nadjdeme medzi zvy$nymi n — 1 prvkami podobne.
Celkove (n — 1) + (n — 2) porovnani.



Zlozitost algoritmov>>Asymptoticka zloZitost > Priklady

Maximalny a minimalny prvok

Pristup Rozdel a panuj
pole rozdel na dve (rovnako velké) podpostunosti

ndjdi minimum a maximum oboch podpostupnosti

-----

podpostupnosti; podobne minimalny prvok

function MAXMIN(x, y)
if y — x <1 then return (max(S[x], S[y]), min(S[x], S[y]))
else (max1, minl) «— MAXMIN(x, | (x + y)/2])
(max2, min2) «— MAXMIN(|[(x + y)/2| + 1,y)
return (max(max1, max2) min(minl, min2))
fi



Zlozitost algoritmov>>Asymptotickd zloZitost > Priklady

Maximalny a minimalny prvok

ZloZitost: (po&et porovnani)

pre n =2

T(n) =1
T\ T(n/2)) + T([n/2]) +2 pren>2

Indukciou k n overime, ¥e T(n) < 3n—2.
Pren=2plati 3-2—2>1=T(2).

Predpokladajme platnost nerovnosti pre vetky hodnoty 2 < i < n,
dokaZeme jej platnost pre n.

T(n)=T(|n/2])+ T((n/ﬂ) +2 induk&ny predp.
lnj2] =242 [n/ﬂ _242-= gn—2

w\U'I



Zlozitost algoritmov>>Asymptoticka zloZitost > Priemerna a oakavand zloZitost >

Priemerna a o¢akavana zlozitost

priemer zloZitosti vypoltov na vsetkych vstupoch
danej dfiky
Quicksort - zloZitost v najhor§om pripade je O(n?),
priemernd zloZitost je O(nlog n)

zloZitost jednotlivych vypo&tov je vdZend
frekvenciou vyskytu prislusnych vstupnych instancif

Vyhody: presnejSia informacia o efektivite algoritmu

v pripade olakdvanej zloZitosti je relevancia voli aplika¢nej oblasti
Nevyhody: obtiaZna analyza

v pripade o&akdvanej zloZitosti nutnost poznat presnii frekvenciu
vstupnych instancii



Zlozitost algoritmov>>Asymptoticka zloZitost > Horné a dolné odhady zloZitosti >

Horné a dolné odhady zlozitosti

v najlepSom pripade
v najhorSom pripade
priemerna zloZitost
olakdvana zloZitost

dolny odhad zloZitosti problému
horny odhad zloZitosti problému — zloZitost
konkrétneho algoritmu pre problém
zloZitost problému



Zlozitost algoritmov>>Asymptoticka zloZitost > Horné a dolné odhady zloZitosti >

Techniky

rieSenie problému v sebe obsahuje isté mnoZstvo
informdcie a v kaZdom kroku vypo&tu sme schopni uréit len
&ast tejto informdcie (ndsobenie matic, cesta v grafe,
triedenie)

Varianta A: za predpokladu, Ze algoritmus m3 zloZitost
mensiu neZ uvaZovanu hranicu, vieme skondtruovat vstup,
na ktorom nedd korektné rieSenie.

Varianta B: za predpokladu, Ze algoritmus ndjde vidy
korektné riedenie, vieme skontruovat vstup, pre ktory
zloZitost vypo&tu presiahne uvaZovand hranicu.



Zlozitost algoritmov>>Asymptoticka zloZitost > Horné a dolné odhady zloZitosti >

Priklad: maximalny prvok postupnosti

Nech algoritmus A je algoritmus zaloZeny na porovnavani prvkov a nech
A riesi problém maximdlneho prvku. Potom A musi na kaZdom vstupe
vykonat aspofi n — 1 porovnant.

Nech x = (x1,...,x,) je vstup dizky n, na ktorom A vykona menej nez
n — 1 porovnani a nech x, je maximalny prvok v x.

Potom v x musi existovat prvok x, taky, Ze p # r a v priebehu vypo&tu
takého prvku plynie z poétu vykonanych porovnani.

Ak v x zmenime hodnotu prvku x, na x, 4 1, tak A ur&i ako maximalny
prvok x, — spor.



Zlozitost algoritmov>>Asymptoticka zloZitost > Horné a dolné odhady zloZitosti >

Priklad: vyhfadavanie v telefonnom zozname

bindrny strom a jeho hibka



Zlozitost algoritmov>>Asymptoticka zloZitost > Horné a dolné odhady zloZitosti >

Vyzkum v oblasti zloZitosti problémov

optimalizacia datovych Struktir
dolné odhady zloZitosti a dokaz optimality

priestorova zloZitost

vztah medzi priestorovou a &asovou zloZitostou



Prakticky riesitelné problémy>>Kritérium efektivity > >

Prakticky riesitelné problémy

Kritérium efektivity

Redukcia
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Prakticky rieSitelné problémy>>Kritérium efektivity > >

Prakticka pouzitefnost algoritmov

|
Je kazdy algoritmus prakticky pouZitelny?
N =1 000 000
O(log N)... 20
O(N)... 1000 000
O(Nlog N) ... 20 000 000
O(2M) ... milién presunov za minitu = 500 000 rokov

|
Je rie$enim vykonnej3i hardware a vacsia trpezlivost?



Prakticky rieitelné problémy>>Kritérium efektivity > >

Monkey Puzzle Problem

http://www.keithharingart.com/

IB110 Podzim 2010



Prakticky riesitelné problémy>>Kritérium efektivity >

MP hlavolam

N kariet (N = M?)

Daju sa karty usporiadat do
Stvorca M x M tak, aby sa
susediace hrany zhodovali?

Karty maju fixni orientdciu (nemdzeme ich ota&at)
Zaujima nds len existencia rieSenia (nepotrebujeme poznat usporiadanie
vyhovujiice podmienkam)



Prakticky riesitelné problémy>>Kritérium efektivity

MP hlavolam - rie$enie

je dany kone&ny pocet kariet

kaZzdd kartu mdZeme umiestnitna koneény potet pozicii
mdZeme vyskigat vietky moZnosti

N = 25 x 25, polet moznosti 25 x 24--- x 3 x 2 x 1

109 moZnosti za sekundu = 490 miliénov rokov



Prakticky rieSitelné problémy>>Kritérium efektivity >

Hranice praktickej pouzitelnosti

N 20 60 100 300 1000
Function
5N 100 300 500 1500 5000
N x log,N 86 354 665 2469 9966
N? 400 3600 10,000 90,000 1 million
(7 digits)
N3 8000 216,000 1 million 27 million 1 billion
(7 digits) (8 digits) (10 digits)
bl 1,048,576 a 19-digit a 31-digit a 91-digit a 302-digit
- number number number number
é N! a 19-digit an 82-digit a 161-digit a 623-digit unimaginably
g number number number number large
s
= NN a 27-digit a 107-digit a 201-digit a 744-digit unimaginably
number number number number large




Prakticky rieSitelné problémy>>Kritérium efektivity >

1040

1035

1030

1025

102()

1015
A trillion
A billion
A million

1000
100
10

Number of
nanoseconds
since

Big Bang

Number of
nanoseconds
 inone day




Prakticky rieSitelné problémy>>Kritérium efektivity > >

Hranice praktickej pouzitelnosti

N
Function 20 40 60 100 300
= 5 1/2500 1/625 1278 1/100 1/11
' N* millisecond millisecond millisecond millisecond millisecond
g
;: NS 1/300 1710 78/100 10 40.5
] second second second seconds minutes
1/1000 18.3 36.5 400 billion a 72-digit
= 2¥ second minutes years centuries number of
% centuries
g
g 3.3 billion a 46-digit an 89-digit a 182-digit a 725-digit
] NV years number of number of number of number of
centuries centuries centuries centuries

hranica: polynomidlna zloZitost
prakticky rieditelné vs prakticky nerieditelné problémy

1B110 Podzim 2010



Prakticky riesitelné problémy>>Kritérium efektivity

Prakticky neriesitelné problémy

pouZit vykonnejsi po&ita&?

pre algoritmus zloZitosti 2N : ak dnes vyriesime instancie velkosti
max. C, tak 1000 krat rychlejsim poc&itatom vyrieSime inStancie
velkosti max. C + 9.97.

zintenzivnit vyzkum a ndjst efektivnej$i algoritmus?

dokdzat, Ze neexistuje efektivnej$i algoritmus?

Millenium Prize Problem, 1 000 000
http://www.claymath.org/millennium/

je otazka dolezita?

existuju aj iné (dblezité) problémy podobného charakteru?



Prakticky rieSitelné problémy>>NP-(plné problémy > >>

Prakticky riesitelné problémy

NP-aplné problémy
Redukcia

IB110 Podzim 2010

94



Prakticky riesitelné problémy>>NP-iplné problémy > >

NP-aplIné problémy

NP-uplné problémy

problémy, pre ktoré maju linedrny dolny odhad zloZitosti a exponencidlny
horny odhad zloZitosti

nepozndame lepsi neZ exponencidlny algoritmus a zaroveri nevieme
dokdzat, & existuje alebo neexistuje asymptoticky efektivnejsi algoritmus



Prakticky riesitelné problémy>>NP-tipIné problémy >

NP-aplIné problémy - priklady

danych je N &tvoruholnikov; je moZné pokryt nimi
$tvorcovii plochu?

dany je neorientovany graf; existuje v grafe cesta,
ktora navstivi kazdy vrchol prave jeden krat?

dany je neorientovany graf s ohodnotenymi hranami a
konstanta K; existuje v grafe Hamiltonovsky cyklus dlzky
nanajvy$ K?

danych je M miestnosti a N prednasok, kazda prednaska
m& uréeny zaliatok a koniec; je moZné rozdelit prednagky
do danych miestnosti?
dand je logicka formula; existuje priradenie hodét jej
premennym, pre ktoré je formula splnena?



Prakticky riesitelné problémy>>NP-tipIné problémy >

NP-aplné problémy - spolo¢na charakteristika

rozhodovacie problémy (odpoved' Je ,Ano" alebo ,, Nie")
existencia Ciastoénych riesenfi

hladanie rieSenia problému pomocou zpaitného vyhladévania
(backtracking); exponencidlny algoritmus

je extrémne tazké rozhodniit, & reigenim vstupnej indtancie je ,Ano"
aelbo ,,Nie"

ak rieSenim instancie je ,,Ano“, tak je velmi jednoduché dokdzat to
— pomocou tzv. certifikdtu

obvykle je certifikdt kratky retazec (linedrny vo&i N) a jeho overenie
je mozné v polynomidlnom &ase



Prakticky riesitelné problémy>>NP-tipIné problémy > >

Alternativna charakterizacia NP-uplnych problémov

predpokladajme, e mame magickd micu, ktord budeme pouZivat pri
zpatnom vyhladdvani (backtrackovani) rie$enia instancie

vzdy, ked sa mame rozhodniit, ako roz&irit &astogné riedenie,
rozhodnutie urobime tak, Ze si hodime mincou

,magi¢no™ — minca vzdy vyberie moZnost, ktord vedie k riedeniu
»Ano" (samozrejme, len ak existuje)

pojem nedeterminizmu

pre NP-upIné problémy mame nedeterministické polynomidlne
algoritmy

NP v nazve NP-uplny je skratka pre pre nedeterministicky
polynomidlny



Prakticky rieSitelné problémy>>NP-(iplné problémy > >

Pojem uplnosti

I —
véetky NP-(plné problémy sii prakticky riegitelné
7iaden z nich nie je prakticky rieSitelny

ak pre jeden NP-uplny problém skonstruujeme polynomialny
algoritmus, tak mame polynomidlne algoritmy pre vSetky NP-(plné
problémy

ak pre niektory NP-Uplny problém dokdZeme neexistenciu
polynomidlneho algoritmu, tak polynomidlny algoritmus neexistuje
pre ziaden NP-uplny problém



Prakticky rieSitelné problémy>>NP-(iplné problémy > Redukcia >

Dokaz uplnosti

Polynomialna ¢asova redukcia

Pre dané dva rozhodovacie problémy P; a P,; polynomialna &asova
redukcia je algoritmus A taky, Ze
A ma polynomidlnu &asovii zloZitost a
vstupni inStanciu X problému P; transformuje na vstupni instanciu
Y problému P, takd, Ze rieSenim X je ,,Ano" vtedy a len vtedy, ak
rieSeni Y je tiez ,,Ano".



Prakticky riesitelné problémy>>NP-iplné problémy > Redukcia >

Polynomialna redukcia - priklad

redukcia problému Hamiltonovskej cesty na problém obchodného
cestujuceho

graf G = (V, H)
(instancia problému Hamiltonovskej cesty)

graf G = (V, H) s ohodnotenim w : H — N a kon3tanta K, kde
V=V,H=VxV, w(h) =1 pre vietky hrany h € H,

w(h) = 2 pre véetky hrany h€ H\ H,a K = |V| +1

(indtancia problému obchodného cestujiiceho)

transformdcia sa da vypotitat v polynomidlnom &ase

v G Hamiltonovska cesta existuje vtedy a len vtedy ak rieSenim
indtancie (G, w, K) problému obchodného cestujiceho je ,,Ano"



Prakticky riesitelné problémy>>NP-tipIné problémy > Redukcia

Polynomialna redukcia a existencia algoritmu

Predpokladajme, Ze mame polynomialny algoritmus O pre problém
obchodného cestujliceho.

UkaZeme, ako za tohto predpokladu skonstruujeme polynomialny
algoritmus H pre problém Hamiltonovskej cesty.

Algoritmus H
vstup G transformuj na (G, w, K)
aplikuj O na (G, w, K)
ak riegenim (G, w, K) je ,Ano“, tak vrat odpoved ,Ano“

v opa&nom pripade vrat odpoved ,Nie"



Prakticky rieSitelné problémy>>NP-(iplné problémy > Redukcia >

Polynomialna reduckia a uplnost

Fakt

V&etky NP-(iplné problémy sii vzdjomne polynomialne redukovatelné

ak chceme o probléme R dokdzat, Ze je NP-tplny, nemusime
ukazovat redukciu medzi R a vetkymi ostatnymi NP-tplnymi
problémami

sta&i ukazat polynomidlnu redukciu problému R na jeden konkrétny
NP-lplny problém

redukcia je tranzitivna

Problém splnitelnosti je NP-tiplny.




Prakticky riesitelné problémy>>NP-tipIné problémy > Redukcia

Polynomialna redukcia - priklad 2

Redukcia 3-zafarbenia mapy na problém splnitelnosti



Prakticky rieSitelné problémy>>NP-(iplné problémy > Redukcia >

P=NP? problém

|
P je trieda prakticky rieditelnych problémov (tj. problémov, pre ktoré
existuji polynomidlne algoritmy)

Otvoreny problém

P=NP?

Désledky rieSenia problému.



Prakticky riesitelné problémy>>NP-tipIné problémy > Redukcia

Ciastocné riesenie NP-apinych problémov

pseudopolynomialne algoritmy
aproximativne algoritmy
nahodnostné algoritmy
kvantové algoritmy

genetické algoritmy



Prakticky riesitelné problémy>>|5a|§ie zloZitostné triedy > >

Prakticky riesitelné problémy

Redukcia

Dalsie zloZitostné triedy

IB110 Podzim 2010
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Prakticky riesitelné problémy>>Dal3ie zloZitostné triedy > >

Este tazsie problémy

NP-iplné problémy mé7u mat polynomidlne algoritmy
existujli problémy, ktoré dokazatelne nemézu mat efektivnejdie ne?
exponencidlne (pripadne edte zloZitejsie) algoritmy

Priklady: pravdivost formule v bohat$ej logike



Prakticky riesitelné problémy>>Dal3ie zloZitostné triedy > >

Priestorova zlozitost

tasova zloZitost > priestorova zloZitost
polynomidlny priestor (PSPACE)
PSPACE-Uplné problémy



Prakticky riesitelné problémy>>Dal3ie zloZitostné triedy > >

Tedria vypoctovej zlozZitosti

pojem zloZitostnej triedy
vztahy medzi zloZitostnymi triedami

LOGTIME C LOGSPACEC PTIME C PSPACE C EXPTIME C
EXPSPACE . ..

analogicky pre nedeterminizmus

klG¢ova otdzka presného vztahu
P C NP C PSPACE



Nerozhodnutelnost >Nerozhodnutelné problémy > >

Nerozhodnutelnost
H B

Nerozhodnutelné problémy

Ciastotne rozhodnutelné problémy a stupne nerozhodnutelnosti
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Put the right kind of software into a computer, and it will do
whatever you want it to. There may be limits on what you can
do with the machines themselves, but there are no limits on
what you can do with software. Time Magazin, April 1984



Nerozhodnutelnost >>Nerozhodnutelné problémy > >

Otazka

existujli algoritmické problémy, ktoré sii prakticky nerieditelné?

je to len otdzka dostatocne dlhého &asu, vykonného hardwaru resp.
sofistikovanych algoritmov 777

alebo existuji problémy, ktoré su principidlne neriegitelné 777



Nerozhodnutelnost >Nerozhodnutelné problémy > >

Pravidla

uvazujeme algoritmické problémy (tj. problémy ur&ené svojou
mnoZinou vstupnych indtancii a pozadovanym vztahom medzi
vstupom a vystupom)

problémy s nekone&nou mnoZinou vstupnych instancii (v opatnom
pripade pre problém vzdy existuje algoritmus zaloZeny na vymenovani
vdetkych vstupov a k nim prislusnych vystupov)

algoritmus = program zapisany v programovacom jazyku vys3ej
trovne



Nerozhodnutelnost >Nerozhodnutelné problémy > >

Priklad - domino

(kone¢nd) mnozina T typov dlazdic s farebnymi hranami

je mozné dlaZdicami pokryt [ubovolne velki plochu tak, aby
sa dlazdice vZdy dotykali hranami rovnakej farby?

z kazdého typu je k dispozicii neobmedzeny pocet dlaZdic



Nerozhodnutelnost >Nerozhodnutelné problémy > >

Priklad - domino, instancia 1

p A M

rieSenim inStancie 1 je ,,Ano"



Nerozhodnutelnost >Nerozhodnutelné problémy > >

Priklad - domino, in3tancia 2

p A PN

rieSenim inStancie 2 je ,Nie"



Nerozhodnutelnost >Nerozhodnutelné problémy > >

Nerozhodnutelné problémy

Problém, pre ktory neexistuje Ziaden algoritmus, sa nazyva
nerozhodnutelny (algoritmicky nerieSitelny).

prakticky riegitelné problémy

nerozhodnutelné problémy



Nerozhodnutelnost > Nerozhodnutelné problémy >

Priklad - domino

Problém domina je nerozhodnutelny

,zdroj" nerozhodnutelnosti
ekvivalencia s problémom pokrytia nekonecnej plochy

periodicita rieSenia
je dévodom potencidlne nekoneény pocet moZnosti?

dominovy had a jeho varianty
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Priklad - Postov korespondeény problém (PKP)

dva zoznamy slov X = (x1,...xp) a Y = (y1,...Yn)
existuje kone&nd postupnost indexov takd, Ze spojenim
prislusnych slov zoznamu X vznikne rovnaké slovo ako
spojenim prislusnych slov zoznamu Y?

1 2] 3] 4 |5 |
X | abb bab | baba | aba
Y | bbab ab aa a
rieSenim instancie je ,,Ano“, prikladom postupnosti je 2, 1, 1, 4, 1, 5

aa

1 |23 | 4 |5 |
X bb bab | baba | aba
Y | bab ab aa a

a
aa




Nerozhodnutelnost >Nerozhodnutelné problémy > >

Priklad - ekvivalencia a verifikacia programov

dva programovacie jazyky vySej trovne, ktorych syntax je
dana syntaktickym diagramom alebo v BNF

si mnoziny syntakticky spravnych programov pre oba jazyky
zhodné?

popis algoritmického problému a program v programovacom
jazyku vy$ej drovne
riedi program dany problém? (tj. odpoved je JAno" ak pre
kazdud vstupnd inStanciu problému sa vypolet programu
zastavi a da sprdvnu odpoved)
Pre oba problémy z3visi nerozhodnutelnost na volbe programovacieho
Jjazyka resp. na volbe jazyka pre popis algoritmického problému. Pre
beZné jazyku sii oba problémy nerozhodnutelné.
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Priklad - problém zastavenia

Uvazujme algoritmy A a B s mnoZinou vstupnych instancii N

while X #1do X — X —2 od
return X

while X # 1 do

if X je sudé do X — X/2

if X je liché do X —3X +1 od
return X

Algoritmus A pre sudé &isla neskon&i. O algoritme B nie je zndme, i
skondi pre vsetky vstupné instancie.



Nerozhodnutelnost > Nerozhodnutelné problémy >

Priklad - problém zastavenia

program R v programovacom jazyku L vys3ej Urovne a
mnoZina vstupnych inStancii programu R

zastavi sa vypoclet R pre kazdi vstupnu instanciu?

Problém zastavenia je nerozhodnutelny.

Notécia: R(x) | oznaluje, Ze vypocet R na x skon&i; symbol R(x) 1
oznacluje, Ze neskondi.



Nerozhodnutelnost >Nerozhodnutelné problémy > >

Riceova veta

Rozhodnutelnost je vynimka, ktord potvrdzuje pravidlo

Zaujima nds netrividlna vlastnost programu, ktord je

(1) pravdiva pre niektoré a nepravdivd pre ostané programy

(2) nie je viazand na syntax programu, ale vztahuje sa k problému, ktory
program riesi.

Riceova veta

V&etky netrividlne vlastnosti programov si nerozhodnutelné.

Priklady: je vystupom programu vzdy Ano"?, zastavi program pre kazdy
vstup?



Nerozhodnutelnost >Metdda diagonalizacie > >>

Ciastotne rozhodnutelné problémy a stupne nerozhodnutelnosti



Nerozhodnutelnost >Metéda diagonalizacie

Dokaz nerozhodnutelnosti

Analégia s dokazom NP-tplnosti
(1) dokdZeme nerozhodnutelnost nejakého problému
(2) nerozhodnutelnost d'aldich problémov dokazujeme metédou redukcie

V pripade nerozhodnutelnosti pouZijeme redukciu, ktord nemusi byt
polynomidlne &asovo ohranicena.



Nerozhodnutelnost >Metdda diagonalizacie > >>

Redukcia

Redukcia

Pre dané dva rozhodovacie problémy P; a P»; redukcia je algoritmus A
ktory vstupnu instanciu X problému P; transformuje na vstupni instanciu
Y problému P, takd, Ze rieSenim X je Ano" vtedy a len vtedy, ak
rieSenim Y je tiez ,,Ano“.




Nerozhodnutelnost >Metéda diagonalizacie

Redukcia - priklad

redukcia problému zastavenia na problém verifikicie



Nerozhodnutelnost >Metdda diagonalizacie

Redukcia a dokaz nerozhodnutelnosti

Ak P; sa redukuje P, a P; je nerozhodnutelny, tak aj P, je
nerozhodnutelny.

Predpokladajme, %e P, je rozhodnutelny a Ze B je algoritmus, ktory ho
riesi.

Pomocou B skon$truujeme algoritmus pre P;. Konrétne, vstupnu
indtanciu X problému P; prevedieme pomcou algoritmu redukcie na
vstupnd inStanciu Y problému P2 PouZijeme algoritmus B a najdeme
rieSenie Y. Ak rieSenim Y je ,,Ano tak rieSenim X je tiez ,,Ano Ak
rieSenim Y je ,Nie" tak rieSenim X je tiez ,,Nie".

To je ale spor s predpokladom, Ze P; je nerozhodnutelny.



Nerozhodnutelnost >Metdda diagonalizacie

Nerozhodnutelnost problému zastavenia

Neexistuje program v L, ktory pre [ubovolnd dvojicu (R, X) (R je
syntakticky spravny program v L a X je symbol retazcov), d4 na vystup
Ano" prave ak vypolet R pre vstup X skonéi po koneénom poéte krokov
a da na vystup ,Nie" v opaénom pripade.

Neexistenciu programu poZadovanych vlastnosti dokdZzeme sporom.



Nerozhodnutelnost >Metéda diagonalizacie

Nerozhodnutelnost problému zastavenia

Predpokladajme, Ze existuje program pozadovanych vlastnosti, nazvime

ho Q.

novy program v jazyku L, nazvime ho S, nasledovne:

programu S je syntakticky spravny program v jazyku L

program S a vytvori képiu W
S so vstupom (W, W) (volanim Q ako
procedury)

vypotet Q na vstupe (W, W) skonti (z predpokladu o vlastnostiach
Q) a vrati S odpoved (,,Ano* alebo ,Nie").

ak Q@ skon&i s odpovedou , tak S vstipi do nekone¢ného cyklu
(jeho vypolet sa )

ak Q skon&i's odpovedou ,Nie“, tak S d4 na vystup ,,Ano“.



Nerozhodnutelnost >Metéda diagonalizacie

Nerozhodnutelnost problému zastavenia - spor

Z konstruckie programu S je zrejmé, 7e S sa pre kazdy vstup W zastavi
(s odpovedou ,Ano") alebo jeho vypoet cykli donekonegna.

UvaZme vypolet S na vstupe W = S. S aktivuje program Q na vstupe
(S5,S) (bod 3). Podla predpokladu @ zastavi. St dve moznosti:

Q skon&i s odpovedou (tj. ano, program S sa na vstupe S
zastavi); v takomto pripade ale S vstipi do nekone&ného cyklu.
Dostdvame spor.

Q skon&i s odpovedou ,Nie" (tj. nie, program S sa na vstupe S
nezastavi ); v takomto pripade ale S da odpved , Ano“. Opat
dostdvame spor.



Nerozhodnutelnost >Metéda diagonalizacie

Metdda diagonalizacie

Georg Cantor
obecnd metéda, postavend na principe rozdielnych kardinalit

dbkaz, Ze redlnych &isel je viac ako raciondlnych; dolné odhady
zloZitosti problémoyv, ...
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Koneéné certifikaty pre nerozhodnutelné problémy

Analégia s NP-tplnymi problémami. V pripade nerozhodnutelnych
problémov poZadujeme od certifikitov len kone¢nost a existenciu
algoritmu ktory overi, & dany retazec je certifikdtom.

certifikditom odpovede Ano" je konkrétna, kone¢na
postupnost indexov; lahko overime, & dand postupnost
indexov m3 poZadovanti vlastnost

certifikdtom je samotny konelny vypodet; jednoducho
overime, & dand postupnost krokov je korektnym vypo&tom
programu na vstupe.

certifikdtom je postupnost dlaZdic a spdsob ich skladania

certikat existuje pre odpoved nie. Certifikitom je kone&na
plocha E. Pretoze E je konelny a pocet typov dlaZdic je
tiez kone¢ny, dokidZeme overit, Ye E sa nedd pokryt
(preverime vietky moZnosti).



Nerozhodnutelnost >Metdda diagonalizacie > Ciasto¢ne rozhodnutelné problémy a stupne nerozhodnutelnosti >

Ciastone rozhodnutelné problémy

Vsetky predchadzajice problémy mali certifikdt pre jeden typ odpovede;
hovorime o tzv. jednosmernom cerfikate.

Nerozhodnutelné problémy, ktoré majii jednosmerny certifikat, sa
nazyvajl &asto¢ne rozhodnutelné.

Ciastone rozhodnutelné problémy majui algoritmus, ktory je korektny pre
jeden typ vstupnych indtancii (tj. bud pre vstupy s odpovedou ,Ano",
alebo pre vstupy s odpovedou ,Nie"). Algoritmus systematicky overuje
véetky konelné retazce, & su certifikdtom daného vstupu.



Nerozhodnutelnost >Metdda diagonalizacie > Ciasto¢ne rozhodnutelné problémy a stupne nerozhodnutelnosti >

Dvojsmerné certifikaty

moZe nastat situdcia, ked pre dany problém mdme certifikat ako pre
odpoved Ano“, tak aj (iny) certifikdt pre odpoved ,Nie“ (hovorime
o tzv. dvojcestnom certifikate)?

priklad: problém Hamiltonovského cyklu. Certifikatom pre ,,Ano“
vstup je permutdcia vcholov (jednoducho overime, &i tvori
Hamiltonovsky cyklus). Certifikdtom pre ,,Nie" vstup su vietky
permutdcie vrcholov (jednoducho overime, Ze Ziadna permutdcia
netvori Hamiltonovsky cyklus).

Ak problém m3 dvojcestny certifikdt, tak je rozhodnutelny.

Algoritmus systematicky a striedavo overuje vetky kone&né retazce &i su
certifikdtom pre dany vstup. Kone&nost je zaruend, pretoZe kazdy vstup
ma svoj certifikat.



Nerozhodnutelnost >Metéda diagonalizacie > Ciasto¢ne rozhodnutelné problémy a stupne nerozhodnutelnosti >

Este taz3ie problémy?

vetky Ciastoéne rozhodnutelné problémy si vzajomne redukovatelné
(analdgia s NP-dplnymi problémami, tkroé si polynomidlne
ekvivalentné)

existujli problémy, ktoré st taz$ie nez NP-iipIné; plati analégia aj pre
Ciastoéne rozhodnutelné problémy?

existuje redukcia problému zastavenia na problém
verifikdcie; opaénd redukcia 777
(je vypocet programu kone&ny pre vietky
vstupné instancie?) Existuje redukcia problému zastavenia
na uplny problém zastavenia; opa¢nd redukcia 777

Problém verifikacie ani tplny problém zastavenia nemajui certifikaty



Nerozhodnutelnost >Metdda diagonalizacie > Ciasto¢ne rozhodnutelné problémy a stupne nerozhodnutelnosti >

Stupne nerozhodnutelnosti

analogicky ako rozhodnutelné problémy moéZeme zoskupit do réznych
zloZitostnych tried, tak aj nerozhodnutelné problémy tvoria trovne
podla stupta nerozhodnutelnosti

kazd4 (roven obsahuje problémy, ktoré si edte tazSie neZ problémy
predchadzajlcej drovne

prvé dve trovne hierarchie tvoria &iasto¢ne rozhodnutelné a
nerozhodnutelné problémy

d alie tirovne oznatujeme sthrnne ako vysoko nerozhodnutelné
problémy



Nerozhodnutelnost >Metéda diagonalizacie > Ciasto¢ne rozhodnutelné problémy a stupne nerozhodnutelnosti >

Vysoko nerozhodnutelné problémy - priklad

modifikacia problému domina kde poZadujeme, aby v nekone¢nom pokryti
bola vopred ¥pecifikovand dlaZdica pouZitd nekonetne vela krit



Univerzalita a robustnost>>Vypoétovy model > >

Univerzalita a robustnost

Vypoctovy model
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Univerzalita a robustnost>>Vypo&tovy model > >

Jednoduchy vypoctovy model

Hladdme &o najjednoduchsi potitaé (vypottovy model), ktory je schopny
realizovat vietky algoritmické vypotty.

Preto?
aky najjednoduchsi model je schopny realizovat vietky vypocty?
obecnost vysledkov o praktickej neriegitelnosti a nerozhodnutelnosti

presna formulacia a formalne dokazy tvrdeni tykajucich sa praktickej
nerieSitelnosti a nerozhodnutelnosti



Univerzalita a robustnost>>Vypo&tovy model > >

Jednoduchy vypoctovy model - data

dita = retazce symbolov

polet roznych symbolov potrebnych na zakddovanie retazcov je
koneny (podobne ako na zakédovanie vietkych &isel ndm staci
v desiatkovej resp. bindrnej sistave 10 resp. 2 &islice)

data mdzeme zapisovat na jednorozmernii pasku, ktord obsahuje
poli¢ka; na kaZzdom poli¢ku je zapisany jeden symbol, ktory je
prvkom vstupnej abecedy

linearizacia zoznamu
linearizacia dvojrozmerného pola, matice

linearizacia stromu

Dynamické datové $truktiry a neohrani¢enost jednosmernej pasky




Univerzalita a robustnost>>Vypo&tovy model > >

Jednoduchy vypoctovy model - riadiaca jednotka

Y
ﬂﬂ v o/ [afa /o[ [ b ]cTF

S
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Jednoduchy vypoctovy model - riadiaca jednotka

vypolet je realizovany riadiacou jednotkou

riadiaca jednotka je vzdy v jednom z kone&ne vela réznych stavov
(stav zodpovedd instrukcii algoritmu)

riadiaca jednotka vzdy snimd prave jedno poli¢ko jednorozmernej
pasky
(hodnota, s ktorou manipuluje instrukcia algoritmu)
atomické akcie
precitanie symbolu z poli¢ka pasky
zapis symbolu na politko pasky
posun o jedno politko na paske
zmena stavu riadiacej jednotky

zavislost zmeny na aktudlnych hodnotach



Univerzalita a robustnost>>Vypo&tovy model > >

Jednoduchy vypoctovy model - zdkladné operacie

jeden krok vypo&tu
precitanie symbolu

podla aktudlneho stavu riadiacej jednotky a pre&itaného symbolu sa
vykona

zmena stavu

zapis symbolu

posun o jedno poli¢ko vpravo alebo viavo

Turingov stroj

Alan Turing, 1936
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Univerzalita a robustnost>>Turingov stroj > >>

Turingov stroj

Turingov stroj (TS) pozostava z
(kone&nej) mnoziny stavov
(kone&nej) abecedy symbolov
nekoneénej pasky rozdelenej na poli¢ka

¢itacej a zapisovacej hlavy, ktord sa pohybuje po paske a snima vzdy
1 poli¢ko pasky

prechodového diagramu



Univerzalita a robustnost>>Turingov stroj > >>

Turingov stroj - prechodovy diagram

Prechodovy diagram
orientovany graf

vrcholy grafu st stavy TS
hrana z vrcholu s do vrcholu t reprezentuje prechod a je oznadena
dvojicou tvaru (a/b, L) alebo (a/b, R);

a je symbol, ktory hlava TS z pasky &ita (tzv. spinat)

b je symbol, ktory na pdsku zapisuje

L resp. R urluje smer pohyb hlavy dolava resp. doprava
poZzadujeme, aby diagram bol jednozna&ny (deterministicky Turingov
stroj), tj. zo stavu nesmd vychddzat dve hrany s rovnakym spinaom
jeden zo stavov je oznaleny ako $tartovny (pociatocny) stav
(oznakeny 3ipkou)
niektoré zo stavov su oznalene ako koncové stavy (ozna&ené
vyraznym ohranitenim)



Univerzalita a robustnost>>Turingov stroj > >>

Turingov stroj - vypocet

prechod z s do t ozna&eny (a/b, L) v prechodovom diagrame

ak riadiaca jednotka TS je v stave s a hlava &ita symbol a, tak hlava
prepige symbol a symbolom b, posunie sa o 1 politko dolava a stav
riadiacej jednotky sa zmeni na t

(analogicky pre (a/b, R) a pohyb vpravo)

Vypodet zaéina v podiato&nom stave na najlavejSom neprazdnom poli¢ku
pasky.

Vypocet prebieha krok po kroku tak, ako predpisuje prechodovy diagram.
Vypolet sa zastavi ked dosiahne niektory z koncovych stavov.



Univerzalita a robustnost>>Turingov stroj > >>

Turingov stroj pre palindréomy

ala, L
b/b, L

retur

a’a, R

b/b, R
\_ #4# R P,

1B110 Podzim 2010
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alita a

#le]#fefe]afel] -

c#l#]#o]e]a]#]#]

|#l#]afefefalele] -

Arlel#elo]a]#]e]

#l#]#]ole]alele] -

Arlelelelo]al#]e] -

A#l#|#le]o]#]#]e] -

- #[#]#]o]e]#]#le] -

l#lelelelo]#]#]e] -
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alita a

-l | 2] 2o | ] ]2 ] -

2| 2|0 |#]# ]2 ] -

|#[#l#[efel#lele] -

- Ael#|#l#l#]#]e]e] -

- ##]#]#]e]#lele] -

Z#l#]elele]el#le] -

Celel#l e el fe]
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Simulator Turingovych strojov

http://www.fi.muni.cz/ xbarnat/tafj/turing



Univerzalita a robustnost>>Turingov stroj > >>

Turingov stroj ako algoritmus

Turingov stroj mdZeme chapat ako potital s jednym, fixovanym
programom

softwarom je prechodovy diagram; hardwarom je riadiaca jednotka a
paska

jednotlivé TS sa Ii%ia iba svojim softwarom, preto ¢asto hovorime

o programovani Turingovho stroja



Univerzalita a robustnost>>Turingov stroj >>

Turingov stroj ako algoritmus

Turingov stroj mdZeme naprogramovat tak, aby rieil rozhodovaci
problém

pre rozhodovaci problém P, ktorého mnoZina vstupnych instancii je
kédovand ako mnoZina linearizovanych retazcov, konstruujeme
Turingov stroj M s po&iatoénym stavom s a dvoma kon&ovymi
stavmi YES a NO

pre kazdy vstup X, ak M za&ne vypolet v stave s na najlavejsom symbole
retazca X, tak M skon&i vypolet v stave YES a NO v zdvislosti na tom,
¢i vystupom P pre X je ,Ano" alebo , Nie"



Univerzalita a robustnost>>Turingov stroj > >>

Turingov stroj ako algoritmus

Turingove stroje mdZu byt naprogramované aj pre riedenie inych nez
rozhodovacich problémov.

V takomto pripade predpokladdme, Ze ked sa TS zastavi (prejde do
koncového stavu), tak vystupom je retazec zapisany na paske medzi
dvoma 3pecidlnymi znakmi (napr. !)

Ak sa vypolet zastavi a na paske je iny pofet symbolov | ako 2, chdpeme
vypolet ako neukonceny (tj. ako vypolet, ktory cykli donekonena).
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Churchova Turingova hypotéza

Aké problémy sti rieditelné pomocou vhodne naprogramovaného TS?

Churchova Turingova hypotéza

Kazdy algoritmicky problém, pre ktory existuje program v nejakom
programovacom jazyku vy$3ej drovne a je rieSitelny na nejakom hardwaru,
je riegitelny aj na Turingovom stroji.

Preto hypotéza?

CT hypotéza formuluje vztah medzi dvoma konceptami:
matematicky presny pojem rieditelnosti na Turingovom stroji a

neformdlny koncept algoritmickej rieSitelnosti, ktory je postaveny na
pojmoch , programovaci jazyk vysSej trovne", , program
v programovacom jazyku"
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Argumenty pre Churchovovu Turingovu hypotézu

CT hypotézu formulovali v 30-tych rokoch nezavisle Alonso Church a
Alan Turing.
Od tej doby bolo navrhnutych mnoZstvo ,univerzdlnych* modelov
(absolitnych, schopnych riesit vietky mechanicky riesitelné problémy)
Turingove stroje (Alan Turing)
lambda kalkulus (Alonso Church)
produk&né systémy (Emil Post)
rekurzivne funkcie (Stephen Kleene)

kvantové potitace

O v8etkych navrhnutych formalizmoch je dokdzané, Ze sii ekvivalentné
v tom zmysle, Ye uréuji zhodnd triedu algoritmicky rieitelnych
problémov.
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Doésledky Churchovej Turingovej hypotézy

extrémne vykonné superpoditace nie su silnejSie nez malé poditale s
jednoduchym programovacim jazykom; za predpokladu
neohrani¢eného Zasu a velkosti pamate dokadzu obidva riesit tie isté
algoritmické problémy

pojem algoritmicky rieSitelného (rozhodnutelného) problému je
robustny, tj. je nezavisly na konkrétnej volbe vypo&tového modelu
resp. programovacieho jazyka

CT hypotéza podporuje spravnost definicie nerozhodnutelnych
problémov
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Univerzalita a robustnost

Modifikdcie Turingovho stroja
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Modifikacie Turingovho stroja

Argumentom podporujiicim CT hypotézu je aj robustnost TS.
Modifikacie
TS, ktory ma po skon&eni vypo&tu zapisany na paske len vstupny a
vystupny retazec
TS s jednosmerne nekonetnou pédskou
TS s dvojrozmernou paskou

TS s kone&nym pottom péasok (kazdd mas svoju &itaciu/zapisovaciu
hlavu)

Vetky uvedené modifikicie st vzajomne ekvivalentné

technikou simulacie: ukdZeme, Ze vypocet jedného zariadenia sa da
simulovat na druhom zariadeni a naopak
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Programy s potitadlami (Counter Programs, CP)

programy manipuluji s prirodzenymi &islami uloZzenymi v premennych
tri elementarne operacie
priradi premennej hodnotu 0

ak hodnota Y je 0, tak X priradi hodnotu 0
jeden elementdrny riadiaci prikaz
if X = 0 goto G,

kde X je premennd a G je ndvestie pripojené k prikazu
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Programy s pocitadlami - priklad

U+—20
Z+—0

A: if X=0 goto G
X—X-1
V—~Y+1
V—V-1

B: if V=0 goto A
V—V-1
Z—7Z+1

if U=0 goto B

vykonanie goto G je ekvivalentom dspesného ukon&enia vypo&tu
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Turingove stroje a programy s pocitadlami

TS manipulujid so symbolmi, PS s &islami

je mozn3a ich vzajomnd simulacia?
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Simulacia TS na CP

pre jednoduchost predpokladajme, %e abeceda TS ma desat znakov
znaky otislujeme a retazce znakov prevedieme na &isla
Priklad

#—-0 1—-1 x-2

a—3
c—5 d—-6 e—7 f-38

b—4
g—9
retazec

. FHabxeblH#aga#H#...

v ktorom je snimany symbol b, prevedieme na dvojicu Cisel

3427 a 393014
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Simulacia TS na CP

zmena poslednej &islice v druhom ¢&isle
Priklad ak symbol b prepiSeme symbolom g, tak &islo 393014 sa zmeni na
393019, PC pripoéita 5 krat hodnotu 1

prvé &islo vynasobime 10 a pripoditame k nemu posledni &islicu druhého
¢isla

druhé &islo vydelime 10 (celogiselne)

analogicky pre posun hlavy dolava

stavu TS zodpoveda skupina instrukcii CP; zmena stavu je simulovana
skokom na novi skupinu instrukcii (prikaz goto)

CP, ktory simuluje TS, ma len dve po¢itad|a!
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Simulacia CP na TS

hodnota kaZdej premennej je zapisana ako postupnost symbolov = &islic;
jednotlivé hodnoty st vzdjomne oddelené ¥pecidlnym symbolom (napr. *)

kaZdej instrukcii programu zodpoveda skupina stav TS, vykonenie
instrukcie je simulované prechodom do prislusného stavu a realizacia
postupnosti krokov, ktoré potrebnym sposobom upravia obsah premennej
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Simulacie ako redukcie

Ak model A simuluje model B, tak mame redukciu medzi tymito modelmi.

Redukcia prevedie program modelu A a jeho vstup X na program modelu
B a jeho vstup Y.

CT hypotéza ukazuje, Ze naSe dvahy pri konstrukcii redukcii boli korektné.
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Simulacie ako redukcie

Ak model A simuluje model B, tak mame redukciu medzi tymito modelmi.

Redukcia prevedie program modelu A a jeho vstup X na program modelu
B a jeho vstup Y.

CT hypotéza ukazuje, Ze naSe dvahy pri konstrukcii redukcii boli korektné.

Priklad nerozhodnutelnost problému zastavenia
formalne dokdZeme nerozhodnutelnost problému pre TS

podla CT hypotézy problém zastavenia neméZe byt rozhodnutelny
ani pre Ziaden iny programovaci jazyk vyssetj urovne (je ekvivalenty
TS!)

Fenomén

algoritmus, ktorého vstupom je iny algoritmus
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Univerzalita a robustnost

Univerzalny Turingov stroj
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Univerzalny algoritmus

jeden z najdolezitejSich dosledkov CT hypotézy

|
Existencia univerzalneho algoritmu, ktory ma schopnost chovat sa ako
akykolvek iny algoritmus.

vstupom pre univerzélny algoritmus je popis akéhokolvek algoritmu
A a akéhokolvek jeho vstupu X

univerzalny algoritmus simuluje vypotet A na X

vypodlet univerzalneho algoritmu sa zastavi prave ak vypolet A na X
sa zastavi; ako vystup poskytne univerzalny algoritmus presne tu istd
odpoved ako poskytne A na X

ak fixujeme algoritmus A a menime X, tak univerzadlny algoritmus sa
chovd presne ako algoritmus A
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Univerzalny algoritmus

moZe byt vstupom univerzalneho algoritmu program v akomkolvek
programovacom jazyku?

vyuZijeme CT hypotézu a poznatok o ekvivalencii vietkych zndmych
formalizmov pre popis algoritmov

ku konstrukcii univerzalneho algoritmu potrebujeme len jazyk Lj,
v ktorom napiSeme program U pre univerzalny algoritmus; program
akceptuje ako vstup lubovolny program napisany vo fixovanom
konkrétnom jazyku L,
program U je nezavisly na vybere modelu, pretoZe podla CT
hypotézy

mbZe byt napisany v akomkolvek jazyku

dokaZe simulovat akykolvek algoritmus popisany v akomkolvek jazyku

Vhodnym kandidatom pre jazyky L1 a Ly sd Turingove stroje.
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Univerzalny Turingov stroj

potrebujeme popisat Turingov stroj ako linedrny retazec nad
kone¢nou abecedou symbolov

sta&i linearizovat prechodovy diagram

mark ** mark YES (#/#,L) * mark move, (a/#,R) * move,
move, (a/a/,R) *. ..

linearizovany prechodovy diagram prevedieme Standartnym
spdsobom na retazec nad fixovanou abecedou (napr. bindrnou)
podobne linearizujeme a kédujeme aj vstup simulovaného TS

samotny program univerzdlneho TS je jednoduchy svojim principom:
uchovava si aktudlny stav simulovaného TS, obsah jeho pasky a
&itany symbol; z linearizovaného popisu simulovaného TS odvodi, aké
akcie sa maju realizovat v dalom kroku vypo¢tu simulovaného TS
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Univerzalny program s pocitadlami

vstupom je dvojica &isel; prvé &islo je kédom nejakého programu
s poditadlami, druhé &islo je kédom jeho vstupu

univerzalny program je mozné skonstruovat tak, aby vyuZival len dve
pocitadla
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Univerzalita a robustnost

Robustnost triedy prakticky rieditelnych problémov
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Modifikované programy s pocitadlami

TS manipuluje jednom kroku vypo&tu s jednym symbolom pésky (s
Jednou ¢&islicou &isla)

CP meni jednou in3trukciou hodnotu premennej o 1 (exponencidlne
menej efektivne v porovnani's TS)

narovnanie diskrepancie

CP musi mat moZnost k &islu pridat alebo odobrat &islicu v
konstantnom &ase

mnoZinu instrukcii CP rozsirime o 2 nové instruckie

celodiselné delenie
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Polynomialna redukcia

Existencia redukcii medzi programovacimi jazykmi vy38ej trovne
(dostato&ne silnymi vypo&tovymi modelmi) ukazuje, Ze trieda
rozhodnutelnych problémov je invariantnd vo&i volbe jazyka (modelu).
Otazka

Ak3 je zloZitost redukcie?

Ak oba modely manipuluji s &islami v inej nez undrnej sdstave, tak
redukcia ma polynomialnu €asovi zloZitost .
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Zlozitost redukcii medzi TS a modifikovanymi CP

pocet krokov vypo&tu

polet vykonanych instrukcif
ZloZitost vypottu je funkciou dfiky vstupu; hodnota funkcie pre argument
N zhora ohranituje zloZitost vypo&tov na vietkyh vstupoch dlliky N.
Dizkou vstupu pre TS je potet znakov vstupného retazca, dizkou vstupu
pre CP je potet &islic potiato€nych hoddt premennych.

krok vypottu je simulovany zmenou hodnoty kazdého poditadla; zmena je
realizovatelnd konStantnym poctom instrukcif

kaZd3 instrukcia je simulovana konstantnym poctom krokov

TS a modifikované CP st polynomidlne ekvivalentné
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Polynomialna redukcia - dosledky

Nech vypoctové modely A a B st polynomidlne ekvivalentné.

Ak algoritmicky problém P je rieSitelny na A s &asovou zloZitostou
O(f(N)) ( f je funkcia dizky vstupu), tak existuje program pre B, ktory
riedi problém P a jeho €asovd zlozitost je O(p(f(N))), pri¢om p je nejakd
(fixovand) polynomidlna funkcia.

Naopak, ak P je riegitelny na B v &ase O(g(N)), tak existuje program pre
A, ktory riedi P s Zasovou zloZitostou O(q(f(N))), pritcom q je nejaka
(fixovand) polynomidlna funkcia.

Ak TS riesi problém v polynomidlnom Case, tak aj modifikovy CP riesi
tento problém v polynomidlnom &ase (a naopak).

Ak neexistuje polynomialny TS pre dany problém, tak neexistuje ani
polynomidlny modifikoany CP pre tento problém.
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Robustnost triedy prakticky riesitelnych problémov

CT hypotéza ukazuje robustnost pojmu rozhodnutelny problém.
Polynomialna ekvivalencia zjemiiuje toto pozorovanie na prakticky
riesitelné problémy.

Sekven&nd vypoltova hypotéza

Pojem prakticky riesitelného problému je robustny, tj. je nezévisly na
konkrétnej volbe vypottového modelu resp. programovacieho jazyka.

Hypotéza sa nevztahuje na modely s neohrani¢enym zdrojom paralelizmu,
preto sa oznaluje ako ,,sekvenénd”.

Triedy P, NP, PSPACE, EXPTIME st robustné

Triedy s linedrnou &asovou zloZitostou nie sii robustné.
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Nedeterministické Turingove stroje

pre rozhodovacie problémy
v prechodovom diagrame je povolené, aby s jedného stavu vychadzal
lubovolny polet hran oznagenych zhodym spinatom (symbolom,
ktory sa ¢&ita)
stroj ma moZnost vyberu, ktory z prechodov pouZije
pre vstup X da TS odpoved ,Ano" (akceptuje) prave ak existuje
takd postupnost vyberu prechodov, pre ktori vypoc&et skon&i v
koncovom stave YES
(stroj uvaZi vietky mozné vypocty na X a akceptuje X prdve ak
aspori jeden z vypoctov skonéi v stave YES)
v opanom pripade, tj. ak Ziaden vypolet neskon&i v stave YES, da
odpoved , Nie"

Nedeterministické TS st ekvivalentné (deterministickym) TS.
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P=NP? problém - revizia

Formalna definicia tried P a NP

Trieda P (NP) obsahuje rozhodovacie problémy, ktoré st rieditelné
Turingovymi strojmi (nedeterministickymi TS) s polynomidlnou &asovou
zloZitostou.

P=NP? problém

Si deterministické a nedeterministické Turingove stroje polynomidlne
ekvivalentné?
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P=NP? problém - revizia

Definicia NP-tazkého a NP-tiplného probému
Rozhodovaci problém sa nazyva NP-tazky ak kaZdy problém z triedy P je
na neho polynomidine redukovatelny.

Rozhodovaci problém sa nazyva NP-iiplny ak je NP-tazky a naviac patri
do triedy NP.

Fakty
Ak nejaky NP-Gplny problém patri do triedy P, tak P = NP.

Ak P # NP, tak %iaden NP-iplny problém nie je rieSitelny algoritmom
polynomialnej zloZitosti.
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Turingove stroje a dolné odhady zlozZitosti problémov

dokaz nerozhodnutelnosti problému

redukcia problému o ktorom je u? dokdzané, Ze je nerozhodnutelny,
na problém o ktorom chceme dokdzat, Ze je nerozhodnutelny
priklad redukcia problému zastavenia na problém domina

dokaz vztahu medzi zloZitostnymi triedami

metdda diagonalizacie

priklady P ¢ EXPTIME, PSPACE c EXPSPACE

dbkaz, Ze problém nepatri do zloZitostnej triedy

dbsledok dplnosti

priklad Ziaden EXPTIME-(plny problém nepatri do triedy P

pre dékaz hornych odhadov zloZitosti problémov nie sii TS vhodné;
naopak je vhodné pouZit programovaci jazyk vyssej tirovne
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Redukcia problému zastavenie na problém domina

tlohou je pokryt horni polovicu nekoneénej plochy
s podmienkou, Ze prvé dlazdica v T (nazveme ju t) je
umiestnend niekde v spodnom riadku
odpoved ,Ano* pre vstup (M, X) taky, e vypotet
M na X sa nezastavi
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Redukcia problému zastavenie na problém domina

Redukcia
dvojica (M, X)
mnozina typov dlazdic T a dlazdica t

pokrytie dlazdicami koreSponduje s vypottom;
pokrytie nekonecnej plochy je moZné len v pripade
existencie nekoneéného vypoctu
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# # # b b ) #
@ ) st st

# # # b b a v, #

# # # b b a v,
@. v mv, fmv

# # # b b my, #
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# # # b my,, b a #

# # # b Mg b a #
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# # # nv, b b a #
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na policko sa nehodi

ziadna dlazdica ==
vypocet nemoze pokracovat
= #
# #
# # # # #
#
# # # YES, #, #
A
# # # # mk, # #
# # # # mk, # #
@. .e k] ma
# # # # # It #
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Formalne jazyky

Automaty

IB110 Podzim 2010

189



Formadlne jazyky>>Automaty >

Jednosmerné TS alebo kone¢né automaty

TS si robustné vo¢i modifikaciam
existuje modifikdcia, ktord zmeni (zmensi) vypo&tovi silu TS?
ano, modifikicia ale musi ohranigit vypo&tovy zdroj Turingovho
stroja
trieda P
trieda PSPACE
(triedy P a PSPACE st mengie nez trieda
rozhodnutelnych problémov)
ohranitenie spotiva v tom, Ze TS nem3d
moznost vratit sa k informdcii, ktord uZ raz predital a
ani nem3 moznost si o pre¢itanom Useku uchovat
kompletnd informaciu (riadiaca jednotka ma len
kone&ny pocet stavov) = kone&né automaty



Formalne jazyky>Automaty > >

Konecné automaty

vstupny retazec sa ¢ita zlava doprava, symbol po symbole
precitany symbol sa neprepisuje

vypodlet sa zastavi po precitani posledného symbolu alebo v situdcii,
ked prechodovy diagram neumoZiiuje Ziadny d'al3i krok

ak sa vypocet zastavi po pre&itani celého vstupu v stave YES,
znamend to odpoved ,Ano* (konegny automat akceptuje vstup); ak
sa vypocet zastavi v inom stave alebo sa zastavi a nie je preéitany
cely vstup, znamend to odpoved ,Nie“ (automat zamieta vstup)

v

YES

e

b b
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Konecné automaty - dolné odhady

rozhodniit, & dany retazec obsahuje rovnaky poget symbolov a,

Tvrdenie Neexistuje kone¢ny automat, ktory riesi tento problém.

Dokaz Sporom.

Predpokladajme, Ze existuje automat F, ktory problém riesi. Oznatme N
polet stavov automatu F. UvaZme vstupny retazec, ktory obsahuje
presne N + 1 symbolov a, za ktorymi nasleduje presne N + 1 symbolov b.
Pri &itani ivodnej sekvencie a-Zok musia byt dve poli¢ka, ktoré automat
gita v tom istom stave (pocet poli¢ok je N + 1, pocet stavov je N).
Vytvorme novy vstupny retazec tak, Ze odstranime véetky symboly medzi
tymito dvoma a-¢kami (viz obrazok).

Vypodet na novom vstupnom retazci skon&i v tom istom stave a v tej
istej pozicii ako vypocet na pévodnom vstupnom retazci.

Ak automat akceptuje obidva retazce dostdvame spor (modifikovany
retazec nemd poZadovani vlastnost). Naopak, ak automat obidva retazce
zamieta — spor (pbvodny retazec ma poZadovani vlastnost).
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stav s stav s

Y

2 YES!

aaaaaa\aaa a;bbbbbbbbbb

345678910;12345678910

vyber zo slova

stav s

¢ ; YES!
a a a a d (J'Eb b b E b b b b b b (Spra\rne N()*)
123456512345678910

automat pocita
presne ako na
povodne] postupnosti X
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Koneéné automaty ako model systému s udalostami

display
date

d pressed

d pressed

¢ pressed

display
time

a pressed

update
watch

a pressed
a pressed

display
alarm

¢ pressed

¢ pressed

stopwatch

update
hour

update
min.

¢ pressed

update
10 min.

¢ pressed
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Konec¢né automaty - terminolégia

pojem jazyka ako ekvivalentu pojmu rozhodovaci problém
regularny jazyk
regularne vyrazy
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Formalne jazyky

Generativne vypo&tové modely
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Generativne vypoctové modely

Fixujme rozhodovaci problém P (resp. jazyk Pp)
urdit, & pre dany vstup X je odpoved ,Ano" alebo ,Nie"
(resp. urcit, & X patri do jazyka Lx)
vymenovat vietky vstupy, pre ktoré je odpoved ,Ano“
(resp. vymenovat vetky slovd jazyka Pp)

Motivacia

, ako vytvorit retazec

formalna gramatika
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Formalne gramatiky

priklad
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Formalne gramatiky - vlastnosti

Trieda jazykov generovanych formalnymi gramatikami je prave trieda
rozhodnutelnych problémov.

Formalne gramatiky s obmedzeniami

retazec na lavej strane pravidla je nie je dlh$i nez
retazec na pravej strane pravidla

na lavej strane kaZdého pravidla je prave jeden
netermindlny symbol
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Formalne gramatiky - problém syntaktickej analyzy

Pre danti formdlnu gramatiku a retazec rozhodndit, &i je slovo sa
gramatikou vygenerovat.

rozhodniit, & program v programovacom jazyku (definovanom
gramatikou) je syntakticky spravny

Problém syntaktickej analyzy je
pre formalne gramatiky
pre kontextové gramatiky

pre bezkontextové gramatiky

Jje dbleZité, aby sme pre definiciu syntaxe programovacieho jazyka pouZili
¢o najjednoduchsi typ gramatiky



Alternativne vypoctové modely

Alternativne vypoctové modely

existencia velkej triedy prakticky nerieditelnych (ale rozhodnutelnych)
problémov, ktoré potrebujeme prakticky riesit!

Idea

vyuZit principidlne iné spdsoby pocitania

paralelné pocitanie
stibeZnost

kvantové poditanie
molekuldrne poditanie
ndhodnost
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Alternativne vypoctové modely

Paralelizmus

IB110 Podzim 2010
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Princip paralelizmu

Prakticky priklad

veza o zdklade 1 m x 10 m a vysky 1 m; 1 murar vs 10
murarov

veza o zdklade 1 m x 1 m a vySky 10 m; 1 murdr vs 10
murdrov

Jednoduchy program
X—3 Y4
X3 Y—X

paralelizovatelné problémy vs vniitorne sekvenéné problémy
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Paralelné séitovanie

First step Second step log, Nth step
(N/2 processors) (N/4 processors) (1 processor)

\
Coe +] $547,200

+

$68,550
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Paralelné séitovanie

pre s¢itanie 1 000 Cisel potrebujeme
500 procesorov
250 procesorov

125 procesorov

pri vhodne zvolenej ddtovej Struktire a organizacii komunikacie mezdi
procesormi staéi na realizaciu celého vypoctu prave 500 procesorov

pre s¢itanie N &isel potrebujeme a pocet ( )
vypoctovych
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Paralelizmus - pocet procesorov

polet procesorov potrebnych k realizacii paralelného vypoctu ako
funkcia velkosti vstupnej in§tancie

(N/2 pre s¢itanie N &isel)

je to realistické?

indikator, aké velké vstupy mdZeme riedit s poétom procesorov, ktoré
mame k dispozicii
(viz analdgia s Easovou a priestorovou zloZitostou)

ak podlet procesorov, ktoré mame k dispozicii, je mensi, moéZzeme

kombinovat paralelny a sekvenény pristup
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Paralelené triedenie

sekventné triedenie zoznamu L spdjanim (mergesort)

procedira sort-L
(1) ak L ma len 1 prvok, je utriedeny
(2) inak
(2.1) rozdel L na dve polovitky L1 a L
(2.2) sort-L;
(2.3) sort-L,
(2.4) spoj dva utriedené zoznamy do jedného utriedeného zoznamu

polet vykonanych porovnani je O(N log V)
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Paralelné triedenie

paralelné triedenie zoznamu L spadjanim
procedira parallel-sort-L
(1) ak L ma len 1 prvok, je utriedeny
(2) inak
(2.1) rozdel L na dve polovitky Ly a L
(2.2) siibezne volaj parallel-sort-L; a parallel-sort-L;
(2.3) spoj dva utriedené zoznamy do jedného utriedeného zoznamu

poet (paralelnych) porovnani je (predpokladdme, Ze N je mocninou 2)

N postupnosti dlliky 1; N/2 procesorov;

spojenie dvoch postupnosti = 1 porovnanie

N /2 postupnosti dizky 2: N /4 procesorov;

spojenie dvoch postupnosti = 3 porovnania

N /4 postupnosti dizky 4; N /8 procesorov;

spojenie dvoch postupnosti = 7 porovnani
spolu14+3+7+15+---+ (N —1) < 2N porovnani
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Paralelizmus - ¢as x priestor

: v kontexte paralelnych vypoc&tov sa pod priestorovou
zloZitostou rozumie polet procesorov potrebnych k realizacii vypoctu

gasova a priestorova zloZitost paralelnych vypo&tov st spolu tesne
zviazané

zniZenie jednej obvykle znamena zvySenie druhej a naopak
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Paralelizmus

SEQUENTIAL

N

PARALLEL

¢as x priestor

Name Size Time Product
(no. of processors) (worst case) (time X size)
Bubblesort 1 OoW?) O(N?)
Mergesort 1 O(N x logN) O(N% logh)
(optimal)
Parallelized o) om) o)
mergesort
OddEven: | Gimiagosi O((logN? 4
sorting network (N % (logN)?) ((logN)?) O(N x (logN)#*)
.Optlmal o) O(logN) O(N x logN)
sorting network (optimal)
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Paralelné siete

Spdsob komunikacie medzi procesormi

sii¢asny zapis resp. &itanie z pamatového miesta 777
v pripade sii¢asného zapisu nutnost stratégie riedenia
konfliktov

kaZzdy procesor je prepojeny (mdze

komunikovat) len s ohrani¢enim po&tom susediacich
procesorov;

Casto ako $pecializovany hardware
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Triediaca siet

X —>F — mensizXaY
Y —» —> vetsizXaY
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Méze paralelizmus riesit neriesitelné?

Fakt

KaZdy paralelny algoritmus sa d3 transformovat na sekvenény algoritmus.

(kaZzdy paralelny krok nahradime postupnostou sekven&nych krokov;
kazdy sekven&ny krok vykond prdcu jedného procesoru)

Dosledok

Neexistuej paralelny algoritmus pre nerozhodnutelny problém.

(CT hypotéza sa vztahuje aj na paralelné vypo&tové modely)
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Paralelizmu a prakticky neriesitefné problémy

existujii problémy, ktoré sti sekvenZne prakticky nerieditelnd a pritom
st prakticky rieSitelné paralelnymi algoritmami?

$pecifikacia pojmu ,efektivneho” paralelného algoritmu 777
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Paralelizmu a prakticky neriesitefné problémy

existujii problémy, ktoré sti sekvenZne prakticky nerieditelnd a pritom
st prakticky rieSitelné paralelnymi algoritmami?

$pecifikacia pojmu ,efektivneho” paralelného algoritmu 777
pozorovanie: pre problém z triedy NP mame nedeterministicky
algoritmus polynomidlnej ¢asovej zloZitosti;

ak nedeterministicky vyber nahradime paralelizmom, tak okamZite
dostdvama polynomidlne ¢asovo ohranieny paralelny algoritmus pre
tento problém

je to prijatelné riedenie?
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Paralelizmu a prakticky neriesitefné problémy

existujii problémy, ktoré sti sekvenZne prakticky nerieditelnd a pritom
st prakticky rieSitelné paralelnymi algoritmami?

$pecifikacia pojmu ,efektivneho” paralelného algoritmu 777
pozorovanie: pre problém z triedy NP mame nedeterministicky
algoritmus polynomidlnej ¢asovej zloZitosti;

ak nedeterministicky vyber nahradime paralelizmom, tak okamZite
dostdvama polynomidlne ¢asovo ohranieny paralelny algoritmus pre
tento problém

je to prijatelné riedenie?
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Paralelizmu a prakticky neriesitefné problémy

existujii problémy, ktoré sti sekvenZne prakticky nerieditelnd a pritom
st prakticky rieSitelné paralelnymi algoritmami?

$pecifikacia pojmu ,efektivneho” paralelného algoritmu 777
pozorovanie: pre problém z triedy NP mame nedeterministicky
algoritmus polynomidlnej ¢asovej zloZitosti;

ak nedeterministicky vyber nahradime paralelizmom, tak okamZite
dostdvama polynomidlne ¢asovo ohranieny paralelny algoritmus pre
tento problém

je to prijatelné riedenie?

o ak prakticky nerieditelny problém nepatri do NP?
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Paralelizmu a prakticky neriesitefné problémy

existujii problémy, ktoré sti sekvenZne prakticky nerieditelnd a pritom
st prakticky rieSitelné paralelnymi algoritmami?

$pecifikacia pojmu ,efektivneho” paralelného algoritmu 777
pozorovanie: pre problém z triedy NP mame nedeterministicky
algoritmus polynomidlnej ¢asovej zloZitosti;

ak nedeterministicky vyber nahradime paralelizmom, tak okamZite
dostdvama polynomidlne ¢asovo ohranieny paralelny algoritmus pre
tento problém

je to prijatelné riedenie?

o ak prakticky nerieditelny problém nepatri do NP?

otazka praktickej implementdcie paralelného algoritmu, ktory ma sice
polynomidlnu zloZitost, ale potrebuje exponencidlny poget procesorov
(napr. otdzka komunikdcie)
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Paralelna vypoctova téza

Cast A
Vsetky ,rozumné” paralelné vypoctové modely st polynomidlne
ekvivalentné.

Cast B
Paralelny &as je polynomidlne ekvivalenty sekvenénému &asu.

Sekven&ny-PSPACE = Paralelny-PTIME

1B110 Podzim 2010
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NC - Nickova trieda

polynomialne &asovo ohrani¢ené paralelné algoritmy nemozeme
povaZovat za prakticky pouZitelné

zmyslom zavedenia paralelizmu je vyrazne redukovat vypo&tovy &as
sublinedrne algoritmy
Trieda NC
Trieda problémov rieSitelnych paralelnymi algoritmami s polylogaritmickou

¢asovou zloZitostou a polynomidlnym po&tom procesorov.

Trieda NC je robustna

1B110 Podzim 2010
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Vztah sekvenénych a paralelnych zloZitostnych tried

NC C P C NP C PSPACE

Otvorené problémy: o Ziadnej z inklazii nie je zndme, &i je ostrd, alebo
predstavuje rovnost

Predpoklady

existujui problémy, ktoré si prakticky (sekvenéne) riesitelné, ale nie
sii rieSitelné velmi rychlo paralelne s pouZitim rozumne velkého
hardwaru

existujui problémy, ktoré sa daju riesit (sekvenZne) v polynomidlnom
Case s vyuzitim nedeterminizmu, ale nie bez neho

existuju problémy, ktoré sa daju riegit v rozmunom (].
polynomidlnom) sekven&nom priestore (tj. aj v rozumnom paralelnom
Ease), ale nie su riegitelné v rozumnom sekven&nom &ase bez vyuZitia
nedeterminizmu.
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Vztah sekvenénych a paralelnych zloZitostnych tried

NC C P C NP C PSPACE

Priklady problémov

NC

P\ NC
NP\ P
PSPACE \ PN

s¢itat N &isel
rozhodnlit, & v grafe existuje cesta z vrcholu s do vrcholu
rozhodnlit, & ¢ je najvagsim spolo¢nym delitelom &isel a,
problém Hamiltonovského cyklu; splnitelnost logickej form
slovny futbal



Alternativne vypoétové modely>>Siibeznost > >

Alternativne vypoctové modely

StbeZnost

IB110 Podzim 2010
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SubeZnost

situdcie, ked paralelizmus nevyuZivame k tomu, aby sme zefektivnili
vypocty, ale ked paralelizmus vznikd v redlnych aplikdciach

navrhniit komunikagné protokoly pre komunikujice objekty tak, aby
spliiali poZadované vlastnosti

dlohou systémov nie je ndjst konkrétne riedenie, ale potitat (byt funk&ny)
»donekone¢na*
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Problém hotelovej sprchy

na poschodi je len jedna sprcha, na velmi studenej chodbe

kazdy host sa chce osprchovat, ale nemdZe €akat na volnt sprchu na
chodbe

ak by z asu na &as kontroloval, &i je sprcha volnd, mdZe nastat
situdcia, Ze sa nikdy neosprchuje

moZné rieSenie
tabula pri vstupe do sprchy

host pri odchode zo sprchy zmaZe z tabule &islo svojej izby a napi%e
na fu &islo nasledujlicej izby (v nejakom fixovanom poradi)

kaZzdy host z &asu na &as kontroluje, &i je na tabuli napisané &islo
jeho izby a ak dno, osprchuje sa

(prdzdna izba, prave jedno sprchovanie v cykle, . ..)
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Distribuované siibezné systémy

(stibezné) komponenty systému si fyzicky oddelené

komponenty vzajomne komunikujui

typicky od systémov nepozadujeme vstupno - vystupné chovanie, ale
kontinudlnu (neprerudend, neukon&ent) funkcionalitu

doéleZité je chovanie systému v Case

okrem poziadavkov na jednotlivé komponenty, kladieme na systém
globdlne obmedzujlice podmienky

zdielanie splo¢nych zdrojov

prevencia uviaznutia (vzajomné Cakanie, deadlock)

prevencia starnutia procesov (starvation)

(algoritmické) protokoly
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Problém vzajomného vylicenia

zobecnenie problému hotelovej sprchy

Problém vzajomného vylicenia: je danych N procesov, kazdy proces
(v nekoneZnom cykle) vykondva

aktivity (proces ich méZe vykondvat nezavislé na ostatnych
procesoch) a

aktivity (Ziadne dva procesy nemdzu stiasne vykondvat svoje
kritické aktivity)
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Protokol pre problém vzajomného vylucenia

pre dva procesy P a P»

protokol vyuZiva 3 premenné
globalna premennd (vsetky procesy méZu menit jej
hodnotu); nadobiida hodnoty 1 a 2
lokdlna premennd procesu P;; nadoblda hodnoty yes a no

lokdlna premennd procesu P,; nadoblida hodnoty yes a no

pociato¢nd hodnota premennych X; a Xo je no, pociato¢na hodnota Z je
bud 1 alebo 2



MHOQLOKOL P - Proiermn vZajomneno vyiucenid
(pre dva procesy)

(1) opakuj v nekonetnom cykle (1) opakuj v nekonetnom cykle

(1.1) vykonaj stikromné aktivity (1.1) vykonaj stikromné aktivity

(1.2) Xq « yes (1.2) X5 < yes

(13) 21 (13) Z 2

(1.4) gakaj kym bud (1.4) gakaj kym bud
X> nenadobudne hodnotu no alebo X1 nenadobudne hodnotu no alebo
Z nenadobudne hodnotu 2 Z nenadobudne hodnotu 1

(1.5) vykonaj kritické aktivity (1.5) vykonaj kritické aktivity

(1.6) X1 < no (1.6) X2 < no

korektnost protokolu vzdjomné vyligenie OK
starnutie procesu OK
uviaznutie OK



MHOQLOKOL P - Proiermn vZajomneno vyiucenid
(pre N procesov)

(1) opakuj v nekonetnom cykle
(1.1) vykonaj sikromné aktivity
(1.2) pre kazdé J od 1 do N — 1 urob
(1.2.1) X[l < J
(1.2.2) Z[1] — |
(1.2.3) Zakaj kym bud
X[K] < J pre nejaké K # | alebo
Z[#1
(1.5) vykonaj kritické aktivity
(1.6) X[l] <0
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Vlastnosti distribuovanych sibeznych systémov

distribuované stbezné systémy sa odlisuju od sekvenénych systémov

nemdzeme pouZit $pecifikiciu problému
prostrednictvom mnoZiny vstupnych instancii a fuknénej
zavislosti medzi vstupom a poZadovanym vystupom
nepostacuje dokaz kone€nosti vypoltu a spravnosti
vstupno-vystupného vztahu
nepostaluje vyjadrenie efektivity cez &asovi (pocet krokov
od zadiatku do ukon&enia) a priestorovi zloZitost

aké vlastnosti poZadujeme od stibeZnych procesov?
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Vlastnosti Zivosti a bezpecnosti

Vlastnosti, ktoré poZadujeme od protokolov pre stibezné procesy
(najtastejdie) spadaji do dvoch kategdrii: bezpetnost a Zivost.
nikdy nenastanu ,$patné” udalosti resp. vZdy sa stdvaju len
~dobré" udalosti

urc¢ité ,,dobré” udalosti sa nakoniec stanu

aby sme ukazali, Ze protokol . sta&i ukazat
konkrétnu postupnost akcii, ktoré vedui k zakazanej udalosti

aby sme ukazali, Ze protokol , musime ukazat
existenciu nekonelnej postupnosti akcii, ktoré nevedi k poZadovanej
dobrej udalosti
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Overovanie vlastnosti Zivosti a bezpecnosti

mdZu odhalit chybu, ale nemézu dokdzat platnost
poZadovanej vlastnosti;
techniky s jednoduché

matematickd metéda, ktord dokdZe platnost
poZadovanej vlastnosti;
metdda overovania modelov (model checking)
ndro¢né na implementaciu a samotné overenie vlastnosti;
pre niektoré systémy je problém nerozhodnutelny
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Temporalna logika

jazyk pre popis vlastnosti stibeZnych systémov

formule logiky sa vyjadruji o pravdivosti zakladnych tvrdeni v Case
(v priebehu vypoctu)

zékladné konstrukcie: globdlna platnost (globally, G) a platnost
v budicnosti (future, F)

priklady - protokol vzajomného vyli&enia pre dva procesy
Pi-je-v-(1.4) = F (P1-je-v-(1.5))

G (—[P1-je-v-(1.5) A Pr-je-v-(1.5) ])
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Alternativne vypoctové modely

Kvantové poditanie

IB110 Podzim 2010
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Kvantové poditanie

zaloZené na principoch kvantovej mechaniky

teoreticky model: zdkladnou jednotkou reprezentdcie informacie je

qubit, ktory (zjednodugene) mdze nadobidat [ubobolnti hodnotu z
intervalu [0, 1]

kvantové algoritmy

otazka konstrukcie kvantového potitaca
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Alternativne vypoctové modely

Molekuldrne pocitanie

IB110 Podzim 2010
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Molekularne (DNA) poéitanie

DNA == retazce nad abededou A, C, T, G
Vyvoj organizmu == manipuldcia s retazcacmi: kopirovanie,
rozdelovanie, spajanie
1994: experiment, v ktorom pomocou manipulacie s molekulami bola
vyrie$end indtancia problému Hamiltonovského cyklu velkosti 7;
experiment predstavoval niekolko dni laboratérnej prace
pozitivum: velkd miera paralelizmu
negativum: velky objem biologického materidlu potrebného k riegeniu
rozsiahlejSich inStancii

D777
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Alternativne vypoctové modely

Nahodnostné algoritmy

IB110 Podzim 2010
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nahodnostny protokol pre velerajicich filozofov

1B110 Podzim 2010
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Porovnavanie retazcov

Na potitatoch A a B sii ulozené databazy x a y; nech x a y st binarne
retazce dizky n. Ulohou je rozhodniit, & x a y st zhodné. Zaujima nds,
kolko bitov si musia po&itate A a B vymenit, aby dokazali vyriesit
problém rovnosti.

D3 sa dokazat, Ze neexistuje deterministicky komunika&ny protokol, ktory
by riesil problém rovnosti a pritom si A a B vymenili nanajvy$ n — 1 bitov.
T.j. protokol, v ktorom A posle cely retazec x potitatu B je optimalny.
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Porovnavanie retazcov

X=X1X2...Xn, Y =V1Y2...¥n

A vyberie ndhodne prvotislo p z intervalu [2, n?].

A vypotita &islo s = x mod p a posle &isla s, p potitacu B.
B vypocita &islo g =y mod p.

Ak g # s, tak B vrati odpoved x # y.

Ak g = s, tak B vrati odpoved x = y.

polet bitov, ktoré si potitate podli je 2 - [log, n?] < 4 - [log, n]
pravdepodobnost, Ze protokol vrati nespravnu odpoved je < '”T”

Ak n = 109, tak zloZitost deterministického protokolu je 100, zatial o
zloZitost randomizovaného protokolu je 256.

Pravdepodobnost, Ze randomizovany protokol vrati nesprdvnu odopoved
je < 0.36892 - 10714
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Randomizovany Quicksort

Rand-Quicksort(A)
zoznam prvkov A

ak A md jeden prvok, je utriedeny
ak A ma viac prvkov, tak vyber prvok x z A

vytvor zoznam A. obsahujici prvky z A menSie nez x

.....

vystup je Rand-Quicksort(A< ), x, Rand-Quicksort(As )

otakdvana zlozitost algoritmu je O(N log N)
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Typy nahodnostnych algoritmov

s ohrani¢enou pravdepodobnostou je odpoved nespravna
priklad: randomizovany protokol pre problém rovnosti
odpoved je vzdy spravna;

ciel: otakdvand zloZitost Las Vegas algoritmu pre problém je
lepSia neZ zloZitost (deterministického) algorimtu

priklad: randomizovany Quicksort
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Nahodnostné zlozitostné triedy

Pravdepodobnostny Turingov stroj

pracuje ako nedeterministicky TS s tym rozdielom, Ze nedeterministicky
vyber kroku vypottu interpretujeme ako ndhodnostnd volbu

Trieda RP

obsahuje rozhodovacie problémy, pre ktoré existuje polynomidlne &asovo
ohrani¢eny pravdepodobnostny Turingov stroj s vlastnostou:

ak odpovedou pre vstup X je ,Nie“, tak s pravdepodobnostou 1 stroj da
spravnu odpoved

ak odpovedou je Ano*, tak stroj s pravdepodobnostou > 1/2 d3 yes.

ndhodnostné algoritmy neméZu efektivne rieit problémy mimo NP;
problémy z NP ale dokdZu (&asto) riesit s va&Sou efektivitou
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