Reseni piikladu 4.7 a) ze sady na 4. cvi¢enich

Zadani

Méjme jazyk £ = {P, Q} bez rovnosti, kde P a @ jsou unarni predikdtové symboly. Rozhodnéte
a dokazte, zda pro kazdou realizaci M jazyka L plati

M Va (P(x) © Q(2) — (Vo P(z) = Vo Q(x))

Reseni
Plati. Mé&jme libovolnou realizaci M a ohodnoceni e takové, ze M |= Va (P(x) < Q(z)) [e]. Pro
kazdé a € M tedy plati M = P(x) < Q(z) [e(x/a)]. Tedy pro kazdé a € M plati e[z/a](x) € Py,
prave kdyz e[z/a](x) € Qu, a tedy plati a € Py, prave kdyz a € Qs (protoze e[z /al(z) je a).
Piedpoklddejme, ze M = Vo P(x) [e]. Tedy obdobnou argumentaci jako vyse dostdvdme,
7e pro viechna a € M plati a € Pys. Pak pro vSechna a € M také plati a € Qpy, tedy M =
Vo Q(x) [e]. Ze symetrie plyne i opa¢nd implikace, tedy celkové dostdvame M | (Va P(x) <
vz Q(z)) [¢].

Zcela formalni feSeni

Pozn.: takto formalni feSeni nejsou pozadovana u zkousky, zde je uvedeno pouze pro ukazku, jak
by bylo mozné postupovat. U zkousky skutecné plné dostacuje feseni uvedené vyse.

Méjme libovolnou realizaci M a libovolné ohodnoceni e. Vyraz

M Ve (P(z) < Q(x)) — (Vo P(z) < Vo Q(z)) [e].
z definice plati pokud

M EVr (P(x) < Q(z)) [e] nebo

M E=Vx P(x) < Vz Q(z) [e]
Ptredpokladejme, ze

M=V (P(z) < Q(x)) [¢],
potfebujeme dokazat, ze

M EVz P(x) < Vo Q(z) [¢]
coz dle definice plati, pokud

M EVx P(x)le], prave kdyz M EVa Q(x) [e].
ijravou predpokladu dle definice mame

M E (P(z) < Q(2)) [e(xz/a)] pro véechna a € M,
a tedy pro kazdé a € M plati

M P(a) [e(z/a)], prévé kdyz M = Q(z) [e(x/a)]. (1)
Nyni muzeme dokéazat pozadovanou ekvivalenci. Predpokladejme jeji levou stranu, tedy, ze plati
M Vo P(z) [d],

to je z definice prave kdyz
M = P(x) le(z/a)] pro viechna a € M,
coz s pomoci tvrzeni (1) plati, pravé kdyz
M= Q(x) [e(z/a)] pro viechna a € M,
coz je z definice pravé kdyz
M E=Vz Q(x) [e].
Dostali jsme pravou stranu dokazované ekvivalence. Celkové tedy pro libovolné e plati
M Yz (P(x) < Q(x)) — (Y P(z) « Vo Q(x)) [e].
Protoze jsme zvolili e libovolné (plat{ to pro kazdé e), dostdvame

M E Ve (P(z) < Q(x) — (Vo P(z) < Ve Q(x)).



