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4 Ctvrté cviceni

4.1 Veéty o uplnosti a korektnosti

Priklad 4.1 Mgéjme odvozovaci systém s jednim schématem axiomu Al: ¢ — ¢ a s pravidlem
modus ponens. Necht ¢ je formule systému £(—, ). Rozhodnéte a dokazte, zda plati nésledujict
tvrzeni.

a) Pokud F ¢, pak = .
b) Pokud = ¢, pak F .

4.2 Véta o kompaktnosti

Piiklad 4.2 Méjme n € N a vyrokové proménné Xi,...,X,,. Pro slovo w € {0,1}" zna¢ime
symbolem v,, valuaci takovou, ze pro 1 < i < n méme v,,(X;) = w(i), kde w(i) je i-ty znak slova
w, a vy (Y) = 0 pro vSechna ostatni Y.

Necht S je jazyk nad abecedou {0,1}. Zadejte formuli ,, takovou, Ze pro kazdé slovo w €
{0,1}" plati, ze ¢, je pravdiva pii valuaci vy, pravé kdyz w je prefixem néjakého slova z S.

Priklad 4.3 Necht S je nekone¢ny jazyk nad abecedou {0, 1}. Dokazte, Ze existuje posloupnost
b1,b2,b3,. . . takova, ze kazdé b; se nerovnd b;;1, je prefixem b;41 a je prefixem néjakého prvku z
S.

Piiklad 4.4 Nechf A, B jsou spoéetné mnoziny a R C Ax B je relace takova, ze pro kazdé a € A
je B, = {b | (a,b) € R} kone¢ny neprizdny soubor. Dokazte, ze pokud pro kazdou konecénou
¢dst A’ C A existuje injektivn{ funkee fa : A’ — B takovd, ze far C R (zde funkci fu chdpeme
jako relaci), pak existuje také injektivni funkce f : A — B takové, ze f C R.

(Také zadéni muzete chdpat jako bipartitni graf zadany pomoci (A, B, R) s parovanim f ¢ fa/.)

4.3 Zaklady predikatové logiky

Piiklad 4.5 Mégjme jazyk £ = {-} s rovnosti, kde - je bindrni funkéni symbol a realizaci M
jazyka L. Dejte piiklad uzaviené formule ¢ predikdtového poctu jazyka L takové, ze M E ¢
praveé tehdy, kdyz

a) (M,-pr) je pologrupa

b) (M, ) je monoid

¢) (M, n) je grupa
Piiklad 4.6 Méjme jazyk £ = {~} s rovnosti, kde ~ je bindrni predikdtovy symbol a realizaci
M jazyka L. Dejte piiklad uzaviené formule ¢ predikatového poctu jazyka L takové, ze M |= ¢
pravé tehdy, kdyz

a) ~ s je relace ekvivalence na M

b) ~ys je relace usporaddni na M
Piiklad 4.7 Mgjme jazyk £ = {P, Q} bez rovnosti, kde P a @ jsou unérni predikdtové symboly.
Rozhodnéte a dokazte, zda pro kazdou realizaci M jazyka £ plati

a) M EVz (P(z) < Q(z)) —» (Vx P(z) + Vz Q(z))

b) M (P(x) > Q(x)) = (va P(x) < Vo Q(x))
Piiklad 4.8 Mégjme jazyk £ = {-} s rovnosti, kde - je bindrn{ funkéni symboly. Méjme formuli
p=VxVy (x-y=y-x). Rozhodnéte a dokazte, zda

a) pro kazdou realizaci M jazyka £ plati M |= ¢,

b) existuje realizace M jazyka L takovd, ze M | ¢.

Priklad 4.9 Rozhodnéte, zda plati nasledujici tvrzeni: Méjme néjaky jazyk L, realizaci M
jazyka L a formuli ¢ predikatového poctu jazyka L. Pak

M E ¢ pravé tehdy, kdyz M £ —p



