MBO000 MATEMATICKA ANALYZA

1 Rovnice a nerovnice

Reste rovnice, resp. nerovnice:

L |z —4|+ 22— 1| =|z|+3

[z € (3:4)]
2. 22+ |z -1 -1=0

[z € {0,1}]
3. |2? +4z| =32 —-6=0

[z € {-1,2}]

4. 2z +1 - 13—z >x
[z € (=00, -2) U (1,00)]

5. |z —2| > 3|z —4|

6. |lx+1—]z—1]| <1

7. soustava nerovnic
|z —3|+2[x+1] >4
22 +1|-5<w
[z € (=2, -1) U (—1,4)]
8. 224+2r-1=0
[z =-1+2]
9. 2> +x (2V/34+1) +2v3=0
[ € {~1,-2v3}]
10. 322 + 52 —2<0
(@€ (=2,3)]

11. 922 — 62 +1<0




MBO000 MATEMATICKA ANALYZA

12. 422 —1<0
[z€(-32)]
13 x+ i2+m — 11’2+z _%
[z € {~1. %5 }]
14. 2. ié VIFI- (ﬁ+1%f—1)2 —0
[z € (1,00)]

2 Matematicka indukce

Pomoci matematické indukce dokazte:

1. 12422 4 ... 4 2 = 2lodlCntl)

1 1 1 _
2. ﬁ+TB+37+."+n-(n+1)_n11

=

2

3 Koreny polynomu - Hornerovo schéma
Rozlozte polynomy pomoci Hornerova schématu:

1. 2% — 4a* — 323 + 3222 — 54z + 36 =7
[= (z—2)(z —3)(z + 3)(2? — 2z + 2)]
2. 25 —192* + 13023 — 40022 + 544x — 256 =7
= (&~ 1)(z — 2)(x — 42(z — 9)
3. 2t — 623 + 1322 — 122 + 4 =7

[: (r —1)%(x — 2)2]
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4 Déleni polynomu polynomem

Napiste racionalni lomenou funkci jako soucet polynomu a ryze
lomené fukce (délte polynomy):

L (2% — a2t + 622 + 2 —2) + (2 — 223) =7
[: (x+1)+ 2x3i46f;i§72}
2. (2t + 622 +2—2) = (2t —223) =7

|:: 1 4 2m3+6x2+zf2:|

x4 —2z3
3. (225 —2* + 322 —2+ 1)+ (22 — 22+ 4) =2
[= 208 + 302 — 20— 134 12250

2 —2x+4

5 Rozklad na parcialni zlomky

Rozlozte ryze lomenné funkce na parcialni zlomky:

—5x+42 _9
L. 4 —x34222 T ¢

2. 9m3—4m+1 :7

rt—x2

3 x37412+m72 _9
©oxt—2x342x2-2x+1

_ _x 2
[—m—m}
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DDU

6 Defini¢ni obor funkce

Zjistéte defini¢ni obor funkci:

Ly =
[D(f) =R]
2. Y= praa
[D(f) =R —{-7,1}]
Y= Vs
[D(f) = (=00, ~2) U (3,0)]
4y =155

5. y =log (z — 3)

_ 1
6. y= log, (z+4)—3

7. y=,/log1 (2z+1)
Vv )

8. y = /sin(vx
[D(f) = Upez (4k*72, (2k + 1)%7%)]
9. y = /log (tg(z))

[D(f) = Ukez(lm + 5k + %)]
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7 Sudost a lichost funkce

Rozhodnéte, zda je fukce suda ¢i licha:

1. y=(z+1)?

[ ani sudé, ani lichd ]

2. y= Y1 -2+ /(1 +z)?

[ sud4 |

— 1+
3. y=17m
[ ani sud&, ani licha ]
4. y=log {72

[ liché |

[ sud4 i licha ]

8 Inverzni funkce
Spoctéte inverzni funkci:

1. y:%xfl

=422
2. y=10*"3

[y = 3+ logy 2]
3. y=1—sin(x—1)

[y =1+ arcsin (1 — z)]
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9 Grafy funkci

Nacrtnéte grafy funkei:

Ly=2lz—3/+1
2. y=|4—z|— |20 +3] -7

3. y =8z — 2z

10 Supremum a infimum
Naleznéte infima a suprema mnozin:

1. X = {7I2+6I+1,I€R}
[inf(X) neexistuje, sup(X) = 10]
2. X={1,3,35,35,-.-}
[inf(X) = 0, sup(X) =1]

3. X = mnozina vSech zlomkt tvaru 7* , m, n € N, 0 <m <n

[inf(X)=0,sup(X) =1]
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11

Limita posloupnosti

Spoctéte limity posloupnosti:

1.

10.

: 1
limy, o0 nZ

Climy, oo vV 42

lim,, oo VN2 +n+1

: 1
limy, o0 \/;

limy, oo (3)"

3=

lim,, oo (—1)™ -

(n—2)2(1—4n)(n+1)

limy, o0 214 -100n3
. 54+(—1)"-n
i B2

lim, yoo (VN2 +n+1—+/n2—n)

lim, 0o n(y/a + % —/a)

[-2]

[ neexistuje |
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12 Limita funkce

Spoctéte limity funkei:

1. lim, _,pxsinx
(Rada: Vyuzijte vétu o limité souc¢inu ohranic¢ené funkce a funkce
s nulovou limitou.)

z®—22—1

2. lim,_,_1 S e

3. limy oo (Va2 — 20 — 1 — Va2 — Tz +3)

vVr+1—2

4. hml_>3 22 —5216

—
A=
i

. 5_,.4
5. limy o 5i=t—

Vitat-1
(Rada: Vyuzijte vzorecek a® — b3 = (a — b)(a® + ab + b?).)

6. lim, ,oo(y/(z+a)(x+b) —x),a e R,bER

\/5—\/1-&-(:05 x

7. lim,_yo e

tanz—sinx

8. hmx_>0 23

9. lim,_,o arctan o

€T
(Rada: Pomozte si substituci = tant. Nezapomeiite zamé-
nit lim, o za lim;_, _.)

1]
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In (1+x)

10. lim,_,o
(Rada: Pomozte si substituci 14z = e'. Nezapometite zamé-
nit lim, o za lim;_, _.)

(1]
11. lim, ,, 12=2
x—2
limy o+ ‘w72|
[—1;1]
. T/ z+/T
(1]
13. * lim, o VIFE_VI-%0
1
(3]
14. * lim,_,  SoSL—sinz
a1
V2

15. * limgy 5o00(1+ %)%, a €R
(Rada: Pomozte si substituci % = % a vyjadifenim Eulerova
Gisla lim,, o0 (1 + %)” = e. Nezapomeiite zaménit lim,_,q za
lim,_, .)

[e]

13 Spojitost funkce

—2sinx mg—g
J o : s s
l. Bud f(z) ={ Asinz+B —-5<z<73
Ccos ¥ T > g

Urcete parametry A, B tak, aby byla funkce f spojita ve
vSech bodech = € R.

[A=-1,B=1]
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14 Derivace

Zderivujte funkce:

Ly=\z+1)(g+1)

2. y:tanx—%tansx—i—%tarﬁx

|:y/ — l—tar(l:i)sr2+;an4r:|
3. y = sin(sin(sin z))

[y = cos(sin(sinz)) - cos(sin x) - cos x]

4. y=In(v/1+ e2®)

5. Y= / 1+Cgs 2

I _ \/isian
Y 2v/14+cos2x

6. y = / 1+C852 T

r_ \/isinzcosx
Y 2v/1+4cos? x

_ l—e”
T y=\/17er

= -]
y (ter)Vi—er

I 1
|fU - 2((2z+1)2+(m+1)2)\/arctan ;;Zrllz‘|

_ 1 (z+1)° 1 22—1
9. *y=§n 7y + 5 arctan f/§

{y/ = 131_;,_1 }
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rcsin x 1
10. *y = a\/c—ia: 2 In 1+:n
y/: z arcsin &
%, _1 Va2 +2—xv/3 Va +2
11. *y = 4f1 \/T+mf+ L arctan

= e
Y= @inveree

Vypoctéte n-tou derivaci funkci:
1. y=zlnz,n=>5

[y =00

[y(IV) = 12¢” 4 8xe” + er”’]

15 Tecéna a normala

Napiste rovnici teény a normaly ke grafu funkci v bodé z:

us

1. y=tanz, 29 =

[try=20+1-Z n:y=—3a+1+Z|
2.y:z%+17x0:1

[t:y=—3z+1,n:y=22—3

3.y=223+1,20=0

4. y= 2\/§sinx, xo =7

[t:y:2x+2—g,n:y:—%x+2+g]

t:y=z+1,n:y=—x+1]

11
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16 Vysetrovani prubéhu funkce

16.1 Monotonie

Urcete intervaly, na nichz jsou funkce rostouci, resp. klesajici:

_ 2z
1. Y= Ti.e

[R: (7171)7K : (700 - ]-)7 (1700)}
2. y=1a?—Ina?
[R:(-1,0),(1,00), K : (—o0,—1),(0,1)]
3. Y=

[R: (e,00), K :(0,1),(1,e)]

16.2 Extrémy

Urcete lokalni extrémy funkci:

1. y=x — 2arctanx
[maz : [-1,-1+ 2] ,min: [1,1 - Z]]
2. y=Incosz
[max : 2k, 0], k € Z]

3. Uréete hodnotu parametru a € R tak, aby funkce f(z) =

asinx + %sin 3x méla v bodé z = g extrém.

[a =2]

Urcete globalni extrémy funkci na daném intervalu:
l.y=z—-1—x, I ={(0,1)

[max :[0,-1],[1, —1], min : [i, —%]]
2. y =z +arctanz, I = (—1,1)

[maz : [1,1+ 2] ,min: [-1,-1 - Z]]

12
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Pomoci globalnich extrému funkci naleznéte feSeni tlohy:

1. * Kladné &islo a rozlozte na soucet dvou nezdpornych séitancii
tak, aby jejich soucin byl maximéalni.

]

2. * Urdete pomér stran obdélnika, pro néjz plati, ze pii daném
obsahu méa nejmensi obvod.
(pozn. S = ab, o =2(a + b))

[az +

e
e

[a =b, tj. Ctverec |

3. * Urdete pomér poloméru a vysky rota¢niho vélce, pro né&jz
plati, ze pri daném povrchu ma nejvétsi objem.
(pozn. S = 27r? 4 27rv, V = mriv)

[v = 2r]

4. * Uréete rozméry valcové nddoby s vikem tak, aby pfi daném
objemu R litrt méla co nejmensi povrch.
(pozn. S = 2712 4 27rv, V = mriv)

{r: O/ Ldm,v = 4—Rdm}
™ T

5. * Ze ¢tverce papiru o strané a vystfihnéte v rozich ¢tverce
tak, aby krabice slozena ze zbytku papiru méla co nejvétsi
objem. Krabice nema viko.

[ strana ¢tverct v rozich je ¢

16.3 Konvexnost, konkavnost, inflexni body

Urcete intervaly, na nichz jsou funkce konvexni, resp. konkéavni, a
urcete inflexni body funkci:

1. y= g2

[N

[k:onv : (—o0, —%), (%700)7143011]{: : (—%7 %)Jnfl : [—%,6_%} , [%,e‘

/)

x

2. y=wxe”

[komj : (2,00), konk : (—00,2),infl : [2,26_2]]

13
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16.4 Asymptoty

Urcete asymptoty funkeci:

1:3
Loy= (z+1)2
[bs:x=-1,8s:y =2 —2 pro & = £0]

9. y = el7Tmurs)

bs:x=1,2=3,8s:y=1 pro x = £

16.5 VysSetfovani prubéhu funkce

Vysettete prubéh funkei (véetné grafu):

1. f(‘r) = zgfg
2. f(x) = (x —1)2% "

3. f(z) =In

(pfimky v grafech znaé¢i asymptoty)

2r)—
B
2zt /
n
\‘ i yz
\\\7 ///
: : 0 ; ‘
-20 -10 2 10 20
—\
-101
“u
—20-

14



MBO000 MATEMATICKA ANALYZA

]
3
y2;
1’
—‘2 Oj é 4 x é é 1b
1
104
8
6
| y :
\ 41 |
\\ 2’: ///
) e 0 ] 2
—24

17 Priblizné vyjadreni funkce
17.1 Diferencial
Pomoci diferencialu ptiblizné urcete:

1. arccotan (1,02)

[~ Z —0,01~0,7754 pro f(z) = arcotan(z), z¢ = 1]
2. sin29

{z i- @ - a5~ 0,4849 pro f(z) =sinz, o = ]

[~ § =225pro f(z) = T,z = 4]

15
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17.2 Taylorav rozvoj
Napiste Taylortv polynom stupné n v bodé zq funkci:

1. fx)=22+1,20=1,n=5
[T5(z) =2+ 2(z — 1) + (z — 1)?]
2. f(a;):ﬁ,mgzo,nzél
[Ta(z) =1—z+ 2% — 23 + 2*]
3. fla)=a3—22+5,20=1,n=6

[To(z) =4+ (z —1)+3(x — 1)% + (z — 1)3]

Napiste Maclauriniiv rozvoj funkei:

1. f(z) =sinzx
z°3 z° n—1 z?" ! n x2ntt
2. f(z) =cosz
2 4 2n 2n+42

[Fa(e) = 1= 51 + 51 =+ + (~ )" Gy + (—1)" cos gy

3. f(z) =In(z+1)
2 3 n n-+1
[Ta@) = o= %+ 2 — o (c1prel (et

Pomoci Taylorova polynomu stupné n priblizné urcete:
1. arctan(1,05), n =2
[~ 45+ (1,05 — 1) — £(1,05 — 1)? = 45,0125 pro f(z) = arctanz,zo = 1]
2. In(1,01), n =2
[z 0,01 — % 20,012 = —0,00995 pro f(z) = Inz,zo = 1]
3. V30, n=2

[~ 3+ 35(30—27) — 1 2(30 —27)? = 3,106995 pro f(z) = ¥z, x¢ = 27|

16
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18 L’Hospitalovo pravidlo

Pomoci I’'Hospitalova pravidla spoc¢téte limity funkci:

10.

11.

. llmw*)()

tanx
arcsin x

sindz _ oo

hmm_>0 sin 2z

tanx—x
r—sinx

lim, ;0

3
3 X
lim, 00 75, a > 1

lim In(1—z2)

Mg —1- In(sin 7rx)
1 1

hl’n“"_)l(lnac - x—l)

lim, ;- Inz-1n(1 — z)

lim, ;oo (5 —arctanz)Inax

lim,_,+ (sin x)t*®

1 )tanz

liHlx—)OJr (;

17
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12. lim, o+ (In 1)”

13. limx_mo(% arctan x)*

14. lim, oo (E51)*"

15. lim, ,o(1 + 3 tan? x)cotan2m

16. * lim, o+ 2@ 1

19 Primitivni funkce

Spoctéte integraly:

1. [3dx
2. [2%dx
3. [(1= %) arde

_9x .3 2
4. fiﬁ 2ﬂ;§ LA

412+1 d
22 (1+x2)

o

2, -3
|3

—%—f—?ylnx—&—c}

18
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10.

11.

12.

13.

14.

[—% +3arctanx+c]
[ e**dx
e+
[ sinkz dx
—<coskx +c
[—% ]

j‘ cos 2z dx

cos? x

(Rada: cos 2z = cos?

x —sin®z.)

[2z — tanz + ¢

1-|-cos2 x
f 14cos2x dl’

[(tanz + z) + c|

f 2 sin’ 5 dx
(Rada: sin® z = locos2z )
[ —sinz + ¢

[ sin 6z cos 2z dx
(Rada: sinacosb = % (sin(a + b) + sin(a — b)).)

[f% cos 8r — %cosélx + c]
Jtanx dx
[—In|cosz| + ]

[ s2ar da

[Ainfs? a2+

2\x
[Smfe+ Va7 =53] - B + ]

19
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19.1 Metoda Per partes

Spoctéte integraly:

L. [(z*+2)e® dx

2. [23e** dx

3. [(2% +2?)3% du

3,2 2
x4z  3z"42z 6z+2 6
[3 (w3 m23 T 3 1n43)+c:|

4. [z cos2zdx
[% sin 2z + % cos 2z + c]
5. [arctanz dzx
[a:arctana: — %ln ’1 + x2‘ + c]
6. [e”coszdx
[3e*(cosz + sinz) + ]
7. [e**sinzdx
[te”(2sinz — cosz) + ¢
8. [sin?xcosxdx
[% sin® z + c]
9. f%dx

|:_ In2 rx+2Inx+2 + C:|

x
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19.2 Substituéni metoda
Spoctéte integraly:
L [ ze®” de

[%e‘”z + ¢, substituce t = xQ]

[_ﬁ + ¢, substituce t = Inx]
3. fode
[i {/(1+23)* + ¢, substituce t =1+ 23]

2
4. f arccos” x d.’II

Vi—z2
3 .
[7% + ¢, substituce t = arccos x|

5. [a?arccosz dz

{ﬁarccosxf VI-224+ 5/ -a2)3+c, PP+

3
subs.t=1— acQ]

6. [ ﬁ dx
larcsin £ + ¢, substituce t = £
7. [ A da
[% arctan § + ¢, substituce t = %]
8. [~ —zda

[arccos £ + ¢, substituce t = %]
9. [V1—a?dx
[$(arcsinz + 21 — 22) + ¢, substituce x = sint]

10. [arctan/zdx

[(z + 1) arctan /& — /T + ¢, substituce x = t> + PP ]

21
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19.3 Integrovani nékterych elementarnich funkci
19.3.1 Racionalni funkce
Spoctéte integraly:

L. f w373v2{4a:+4 dx
[—3Injz—1|—3lnjz+2[+ ;In|z— 2|+
pJ Q- E .

sin? x+6 sin x+5

[$In]1 +sinz| — LIn|5 + sinz| + ¢, nejprov substituce t = sinz]

3. fac+6x+ac de

x4 —2z3
[z — 5 —3In|z| +5In|z — 2| +

22

4. ”‘x;‘,'f:l dx

[In|z| + arctanz + ]
2
5 [ 5 de
[x + arccotan x + (]

223 +8:v 22" 48z 412241
6. f T z2+4x4+6 dx

{xz + % arctan % + c}
42-10
7. 262135 4T
[2ln ‘x2 — 6z + 25’ + %arctan IT*B + c]

4x—5
8. | i de

{2 In |x +4x + 7| + 13 arccotan \/52 + c}

9. fﬂdm

z3—x2+x—1

[“—22 +z+Injz—1|— %ln‘m2+1| + arccotanm—&—c}

22° 724 +111 —2422 +27x—16
10. [ 2% 3234322 _8z412 dx

[mQ—x—i—ln 111133 +r+3 +rarctan(i(x+ ))‘*‘4

11

22
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19.3.2 Funkce typu R(z, {/z)

1. f wdt
[21n ’ Va2 — 1’ + ¢, substituce x = t*]
2 | arimes

|12 ¥/a% — 693 +4In| Yz + 1]+ 2In |7 — ¥z +1]+]
{+4\/§arctan =( W — 1) + ¢, substituce z = t'?]

19.3.3 Funkce typu R(sinz,cosx)

1. [sin®xcos?z dx

[—1cos®x + Zcos” @ — §cos® w + ¢, substituce t = cos ]

2. [cos®zdx

[Sinx — % sin® z + % sin® z + ¢, substituce t = sin z]

3. j‘ sin® dr

cos? x

[ + 55— + ¢, substituce t = cos ]

sin x-cos x
4. f 1+sinfz dzx

[1 arctan(sin® z) + ¢, substituce t = sinz,u = t?]

(24sinz) cos ©
5. f sin? x—2sin x+5 dx
[% In |sin2 T — 2sinx + 5| % + arctan M + ¢, substituce t = sin z
dz
6. 143 cos2 z
[% arctan ta“z + ¢, substituce t = tanx,u = %]

7. f sinx—cosx dx

sinz+2cosx

[~3In[tanz + 2|+ 35 In|tan? z + 1| — t2 + ¢, substituce t = tanz]

23
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20 Riemannuv integral
Spoctéte urcité integraly:

1. fi’l Y dx

2. f02 e dx

0 1
J5 Vo7 4%
4. fol xarctan x dz

5. fol z2e® dx

6. [y & da

p
(Rada: Z = 2L =xe" a dale Per partes.)

pe
7. fflnxdaﬁ

0 .2
8. fﬁﬂsm xdx

1 .
9. [, arcsinz dx

10. fol arccos z dz

¢~y
3]
5-14)
le—2)
1-2)
1

3]
fr— 1]
1]

24
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11.

12

13

14.

1

[Sa4

16.

17

21

1

f12 e dr

x

. fol zf—j_l dz
[1- 1]
. fog tan? z dx
[1- 1]
J7_sin® z cos® z da
(0]
) fol % dx
[0 - #F]

f_ll f(z)dz, f(x) =0proxz=0a f(x) =1 prox #0
(Rada: Rozdélte si integral na dva, podle vzorecku o zaméné
souctu integrali pres sousedici intervaly za integral pfes sou-
Cet téchto dvou intervalti. Integral pfes ”‘jednobodovy inter-
val”’ I = 0 je roven nule, proto se nemusite bat tento bod
vypustit a zbydou integraly pfes (—1,0) a (0,1) z konstantni
funkce.)

2]
. f_21 sgn(z) dz
3]
Aplikace integralu
21.1 Plocha rovinného obrazce
. Urcete obsah podgrafu funkce y = 1 na intervalu (1, 2).
1]

25
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2. Urlete obsah podgrafu funkce y = |z| na intervalu (—1,1).

1]

3. Urcete obsah nadgrafu funkce y = —x na intervalu (0, 1).
(Pozn. Plocha musi byt kladné, proto musime poé¢itat ” — f 7,
Nadgraf je omezen shora osou x.)

]

4. Urcete velikost plochy omezené grafem funkce y = cosz a

osou x na intervalu (—%, 3%).

[4]

5. Urcete velikost plochy urcené grafy funkci y = 2%, y = 2 a
pfimkou x = 0.

6. Uréete velikost plochy seviené mezi grafy funkei y = 2z — 22

ay=ax2— 2.
(Pozn. Plochu musime rozdéli na éast nad osou a ¢ast pod
osou, obé musime brat kladné.)

%)
7. Urcete velikost plochy seviené mezi grafy funkci y = « a
y =z
1]
21.2 Délka krivky
1. Urcete délku grafu funkce y = 3 na intervalu (—10, 10).
[20]

2. Urcete délku grafu funkce y = 221/z na intervalu (0, 2).

3. Urcete délku grafu funkce y = 2 mezi body [0,0] a [v2,v2].
2]
4. * Urcete délku grafu funkce y = Inz na intervalu <\/§, \/§>

[1+3In3]
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21.3 Objem rotac¢niho télesa

1. Urcete objem rotacniho télesa vzniklého rotaci grafu funkce
y = cosx kolem osy x na intervalu <0, g)
7'['2
7]

2. Urcete objem rota¢niho valce o vysce 10 a poloméru 2.

[407]
3. Urcete objem koule o poloméru 3.
(Pozn. y = V1?2 — z2.)
[367]

21.4 Povrch plasté rotacniho télesa

1. Uréete povrch plasté rotacniho télesa vzniklého rotaci grafu
funkce y = x kolem osy « na intervalu (—1,1).
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