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5. VLASTNÍ ČÍSLA A VLASTNÍ VEKTORY, ORTOGONÁLNÍ MATICE

Teorie

5.1. Definice. Lineárńı operátor je lineárńı zobrazeńı φ : V → V , kde V je vektorový
prostor.

5.2. Definice. Necht’ φ : V → V je lineárńı operátor, α = (v1, v2, . . . , vn) báze vektorového
prostoru V . Pak matice operátoru φ v bázi α je matice (φ)α,α = (aij), kde ve sloupci j jsou
souřadnice vektoru φ(vj) v bázi α.

5.3. Věta. Necht’ φ : V → V je lineárńı operátor, α = (v1, v2, . . . , vn), β = (u1, u2, . . . , un)
jsou dvě báze vektorového prostoru V . Pak pro matice zobrazeńı φ v báźıch α a β plat́ı

tento vztah:

(φ)β,β = (id)β,α · (φ)α,α · (id)α,β,

kde (id)α,β je matice přechodu od báze β k bázi α.

5.4. Definice. Řekneme, že matice A a B jsou podobné, existuje-li regulárńı matice P

taková, že B = P−1 · A · P .

5.5. Definice. Necht’ V je vektorový prostor a φ : V → V je lineárńı operátor. Podprostor
U ⊆ V se nazývá invariantńı podprostor operátoru φ, jestliže φ(U) ⊆ U .

5.6. Definice. Vektor u 6= o, u ∈ V , kde V je vektorový prostor, se nazývá vlastńı vektor

lineárńıho operátoru φ, existuje-li č́ıslo λ ∈ K takové, že

φ(u) = λu

Č́ıslo λ se pak nazývá vlastńı č́ıslo.

5.7. Poznámka. Je-li matice lineárńıho zobrazeńı A, pak vlastńı vektory x jsou nenulová
řešeńı rovnic

Ax = λx.

Tato soustava je ekvivalentńı se soustavou

(A − λE)x = 0,

což je homogenńı soustava rovnic, která má nenulové řešeńı právě tehdy když

det(A − λE) = 0

.

5.8. Definice. Rovnice det(A − λE) = 0 se nazývá charakteristická rovnice matice A.
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5.9. Věta. Vlastńı č́ısla jsou právě kořeny charakteristické rovnice. Je-li č́ıslo λ0 vlastńı

č́ıslo, pak vlastńı vektory jsou řešeńım soustavy rovnic (A − λ0E) = 0.

5.10. Definice. Algebraická násobnost vlastńıho č́ısla je násobnost tohoto č́ısla jakožto
kořene charakteristické rovnice. Geometrická násobnost vlastńıho č́ısla je dimenze pod-
prostoru Ker(φ − λ id).

5.11. Věta. Je-li λ = a+bi vlastńı č́ıslo reálné matice A s vlastńım vektorem u = u1+ iu2,

kde u1, u2 ∈ Rn, pak λ = a − bi je taky vlastńı č́ıslo s vlastńım vektorem u = u1 − iu2.

5.12. Poznámka. Podprostor generovaný vektory u1, u2 v Rn z předchoźı věty je inva-
riantńı podprostor zobrazeńı φ. Plat́ı, že

A · (u1 + iu2) = (a + ib)(u1 + iu2) .

Rozepsáńım na reálnou a imaginárńı část rovnice dostáváme

A · u1 = au1 −bu2

A · u2 = bu1 +au2 .

Zobrazeńı φ má tedy v bázi [u1, u2] matici
(

a −b

b a

)

.

Č́ıslo a+ ib můžeme napsat v goniometrickém tvaru a+ ib =
√

a2 + b2(cos α + i sin α), pak
má matice zobrazeńı tvar √

a2 + b2

(

cos α − sin α

sin α cos α

)

.

Tento operátor p̊usob́ı jako otočeńı o úhel α složené se stejnolehlost́ı na dvourozměrném
invariantńım podprostoru zobrazeńı φ.

5.13. Věta. Necht’ φ je lineárńı zobrazeńı a necht’ α = (v1, v2, . . . , vn) je báze tvořená

vlastńımi vektory př́ıslušnými vlastńım č́ısl̊um λ1, λ2, . . . , λn. Pak matice lineárńıho zo-

brazeńı v této bázi má tvar

(φ)α,α =











λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0
...

...
...

...

0 0 . . . λn











.

5.14. Věta. Vlastńı vektory př́ıslušné r̊uzným vlastńım č́ısl̊um jsou lineárně nezávislé.

5.15. Definice. Necht’ U a V jsou dva euklidovské vektorové prostory. Zobrazeńı φ : U →
V se nazývá ortogonálńı, právě když 〈φ(u1), φ(u2)〉 = 〈u1, u2〉 pro ∀u1, u2 ∈ U .
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5.16. Věta. Necht’ φ : U → U je lineárńı operátor. Pak φ je ortogonálńı zobrazeńı, právě

tehdy když pro matici zobrazeńı v ortonormálńı bázi α plat́ı, že A−1 = AT .

5.17. Definice. Matici A, pro kterou plat́ı A−1 = AT , nazýváme ortogonálńı matićı.

5.18. Definice. Necht’ U a V jsou dva unitárńı vektorové prostory. Zobrazeńı φ : U → V

se nazývá unitárńı právě když 〈φ(u1), φ(u2)〉 = 〈u1, u2〉 pro ∀u1, u2 ∈ U .

5.19. Věta. Necht’ φ : U → U je lineárńı operátor. Pak φ je unitárńı zobrazeńı, právě

tehdy když pro matici zobrazeńı v ortonormálńı bázi α plat́ı, že A−1 = A
T
.

5.20. Definice. Matici A, pro kterou plat́ı A−1 = A
T
, nazýváme unitárńı matićı.

5.21. Věta. Je-li matice A unitárńı, pak | det A| = 1 a jej́ı vlastńı č́ısla maj́ı absolutńı

hodnotu rovnu 1.

5.22. Věta. Necht’ φ : U → U je unitárńı zobrazeńı. Pak v U existuje ortonormálńı báze

α tvořená vlastńımi vektory taková, že v této bázi má matice zobrazeńı diagonálńı tvar

(φ)α,α =











λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0
...

...
...

...

0 0 . . . λn











.

5.23. Poznámka. Každá ortogonálńı matice A je unitárńı. Má-li A reálná vlastńı č́ısla,
pak jsou to 1 nebo -1.
Má-li komplexńı vlastńı č́ıslo a+ ib, pak má také vlastńı č́ıslo a− ib, a protože |a+ ib| = 1,
tak a2 + b2 = 1. Je-li u1 + iu2 vlastńı č́ıslo, pak u1 − iu2 je také vlastńı č́ıslo. Z toho, že
(u1 + iu2) ⊥ (u1 − iu2) plyne, že ‖u1‖ = ‖u2‖ a u1 ⊥ u2. u1, u2 tedy tvoř́ı ortogonálńı bázi
dvourozměrného invariantńıho podprostoru.

A(u1 + iu2) = (a + ib)(u1 + iu2)

Z toho plyne
Au1 = au1 − bu2, Au2 = bu1 + au2 .

V bázi u1, u2 je tedy matice tohoto zobrazeńı (tuto bázi nazýváme kanonická báze)

(

a −b

b a

)

=

(

cos α − sin α

sin α cos α

)

.

Toto zobrazeńı je tedy otočeńı o úhel α .
Z toho plyne, že každá ortogonálńı matice řádu 3 reprezentuje geometricky otočeńı kolem
osy složené př́ıpadně se symetríı podle roviny kolmé k této ose procházej́ıćı počátkem.
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Řešené p̌ŕıklady

Úloha 1: Najděte vlastńı č́ısla a vlastńı vektory lineárńıho operátoru zadaného matićı

A =





1 −1 1
−1 1 1
−1 −1 3





ve standardńı bázi.

Řešeńı: Podle věty 5.9. jsou vlastńı č́ısla řešeńım charakteristické rovnice det(A −
λE) = 0. Spočteme tedy tento determinant, polož́ıme ho roven nule a řeš́ıme charakteri-
stickou rovnici.

det





1 − λ −1 1
−1 1 − λ 1
−1 −1 3 − λ



 = 0

z toho plyne

(1 − λ)2(3 − λ) + 1 + 1 + (1 − λ) + (1 − λ) − (3 − λ) = 0

(1 − λ)(2 − λ)2 = 0

Jako řešeńı charakteristické rovnice dostáváme dvě vlastńı č́ısla, λ1 = 1 s algebraickou
násobnost́ı 1, λ2 = 2 s algebraickou násobnost́ı 2. Podle věty 5.9. jsou vlastńı vektory
řešeńım homogenńı soustavy rovnic (A − λE) = 0.

Pro λ1 = 1 má homogenńı soustava tvar





0 −1 1 | 0
−1 0 1 | 0
−1 −1 2 | 0



 ∼





1 0 −1 | 0
0 1 −1 | 0
0 −1 1 | 0



 .

Zavedeme parametr t, x3 = t, pak x2 = t, x1 = t.
Řešeńım je podprostor generovaný vektorem (1, 1, 1)T , tedy podprostor vlastńıch vektor̊u

[(1, 1, 1)T ].

Geometrická násobnost vlastńıho č́ısla λ1 je 1.

Pro λ2 = 2 má homogenńı soustava tvar





−1 −1 1 | 0
−1 −1 1 | 0
−1 −1 1 | 0



 ∼





−1 −1 1 | 0
0 0 0 | 0
0 0 0 | 0



 .
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Zavedeme parametry t a s, x3 = t, x2 = s, pak x1 = t − s.
Řešeńım je podprostor generovaný vektory (1, 0, 1)T , (−1, 1, 0)T , tedy podprostor vlastńıch
vektor̊u

[(1, 0, 1)T , (−1, 1, 0)T ].

Geometrická násobnost vlastńıho č́ısla λ2 je 2 .

Všimněte si, že v bázi α :
[

(1, 1, 1)T , (1, 0, 1)T , (−1, 1, 0)T
]

je matice daného lineárńıho
zobrazeńı diagonálńı





1 0 0
0 2 0
0 0 2



 .

Úloha 2: Analýzou vlastńıch č́ısel a vlastńıch vektor̊u matice

A =







1

2

1

2

√

2

2

1

2

1

2
−

√

2

2

−
√

2

2

√

2

2
0







zjistěte, jaké geometrické zobrazeńı euklidovského prostoru R3 popisuje lineárńı operátor
daný touto matićı. Určete matici operátoru ve vhodné ortogonálńı bázi.

Řešeńı: Lehce ověř́ıme, že A · AT = E a tedy matice A je ortogonálńı.
Nejprve hledáme vlastńı č́ısla, to znamená, že najdeme charakteristický polynom.

det







1

2
− λ 1

2

√

2

2

1

2

1

2
− λ −

√

2

2

−
√

2

2

√

2

2
−λ






= −λ(

1

2
− λ)2 +

1

4
+

1

4
+ (

1

2
− λ) +

1

4
λ = −λ3 + λ2 − λ + 1

Řešeńım charakteristické rovnice jsou vlastńı č́ısla

λ1 = 1 λ2 = i λ3 = −i.

Dále hledáme vlastńı vektory, tj. řeš́ıme vždy homogenńı soustavu rovnic (A − λE) = 0.

Pro λ1:






−1

2

1

2

√

2

2
| 0

1

2
−1

2
−

√

2

2
| 0

−
√

2

2

√

2

2
−1 | 0






.

Řešeńım této soustavy je podprostor vlastńıch vektor̊u [(1, 1, 0)T ].

Pro λ2 = i:






1

2
− i 1

2

√

2

2
| 0

1

2

1

2
− i −

√

2

2
| 0

−
√

2

2

√

2

2
−i | 0






∼





1

2
− i 1

2

√

2

2
| 0

1 − i 1 − i 0 | 0

0
√

2 −
√

2i −i − 1 | 0



 .
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Řešeńım této soustavy je podprostor vlastńıch vektor̊u [(−1, 1,
√

2i)T ].
Podle věty 5.11. je podprostor vlastńıch vektor̊u pro λ3 roven [(−1, 1,−

√
2i)T ].

Podle poznámky 5.21. zvoĺıme novou reálnou ortonormálńı bázi

α =





(√
2

2
,

√
2

2
, 0

)T

,

(

−
√

2

2
,

√
2

2
, 0

)T

, (0, 0, 1)T





Protože λ2 = i, tak cosα = 0 a sin α = 1 z toho plyne, že se jedná o otočeńı o úhel π
2

kolem
osy dané směrem (1, 1, 0)T , muśıme ale ještě určit orientaci otočeńı. Z matice zobrazeńı je
vidět, že druhý vektor báze se zobraźı na třet́ı vektor báze a třet́ı vektor báze se zobraźı
na vektor opačný k druhému vektoru báze. Otočeńı je tedy ve směru od druhého ke třet́ımu
vektoru báze.
Tvar matice operátoru v nové bázi je





1 0 0
0 0 −1
0 1 0



 .

Úloha 3: Ve standardńıch souřadnićıch napǐste matici zobrazeńı, které je otočeńı o úhel
π
2

kolem př́ımky x = 0, y − z = 0.

Řešeńı: Nejprve urč́ıme matici v jisté ortonormálńı bázi β, ve které má matice tvar





1 0 0
0 cos α − sin α

0 sin α cos α



 .

Zobrazeńı je otočeńı kolem př́ımky x = 0, y − z = 0, prvńı vektor báze β tedy bude
jednotkový směrový vektor této př́ımky (0,

√

2

2
,
√

2

2
)T . Pak β doplńıme na ortonormálńı

bázi:

β :





(

0,

√
2

2
,

√
2

2

)T

,

(

0,

√
2

2
,−

√
2

2

)T

, (1, 0, 0)T





(φ)β,β =





1 0 0
0 cos π

2
− sin π

2

0 sin π
2

cos π
2



 =





1 0 0
0 0 −1
0 1 0





Matice zobrazeńı ve standardńı bázi pak je

(φ)ε,ε = (id)ε,β · (φ)β,β · (id)β,ε = (id)ε,β · (φ)β,β · (id)T
ε,β ,
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kde (id)ε,β je matice přechodu od báze β k bázi ε.

(id)ε,β =





0 0 1
√

2

2

√

2

2
0

√

2

2
−

√

2

2
0





Z toho plyne

(φ)ε,ε =





0 0 1
√

2

2

√

2

2
0

√

2

2
−

√

2

2
0



 ·





1 0 0
0 0 −1
0 1 0



 ·





0
√

2

2

√

2

2

0
√

2

2
−

√

2

2

1 0 0



 =

=





0 1 0
√

2

2
0 −

√

2

2√

2

2
0

√

2

2



 ·





0
√

2

2

√

2

2

0
√

2

2
−

√

2

2

1 0 0





(φ)ε,ε =







0
√

2

2
−

√

2

2

−
√

2

2

1

2

1

2√

2

2

1

2

1

2






.

Cvičeńı

1. Najděte vlastńı č́ısla a vlastńı vektory lineárńıho operátoru daného matićı:

A =





2 −1 2
5 −3 3
−1 0 −2



 B =





0 1 0
−4 4 0
−2 1 2



 C =





4 −5 2
5 −7 3
6 −9 4





D =





7 −12 6
10 −19 10
12 −24 13



 E =





4 −5 7
1 −4 9
−4 0 5



 F =









3 −1 0 0
1 1 0 0
3 0 5 −3
4 −1 3 −1









G =





−1 3 −1
−3 5 −1
−3 3 1



 H =





4 7 −5
−4 5 0
1 9 −4



 I =





4 2 −5
6 4 −9
5 3 −7





J =









1 1 1 1
1 1 −1 −1
1 −1 1 −1
1 −1 −1 1









2. V R3 určete podprostor vlastńıch vektor̊u př́ıslušných vlastńı hodnotě λ = 3.

A =





3 0 0
0 3 0
0 0 3



 B =





3 1 0
0 3 0
0 0 3



 C =





3 1 0
0 3 1
0 0 3




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3. Zjistěte, zda je daná matice podobná diagonálńı matici nad poli Q, R, C. (To nastane
právě tehdy, když vlastńı vektory generuj́ı celý prostor.)

A =





5 2 −3
4 5 −4
6 4 −4



 B =





4 7 −5
−4 5 0
1 9 −4



 C =





4 2 −5
6 4 −9
5 3 −7





4. Najděte vlastńı č́ısla a vlastńı vektory matic.

A =





2 −1 1
−1 2 −1
0 0 1



 B =









1 2 0 3
−1 −2 0 −3
0 0 2 0
1 2 0 3









5. Najděte vlastńı č́ısla a vlastńı vektory matice lineárńıho operátoru. U vlastńıho č́ısla
určete jeho algebraickou a geometrickou násobnost a zjistěte, zda je matice podobná
nějaké diagonálńı matici.

A =





1 −3 1
0 −1 0
−1 −3 3



 B =





4 0 −1
2 2 −1
0 1 2



 C =





4 −5 2
5 −7 3
6 −9 4





D =









−1 0 2 0
1 −1 2 −2
0 0 −1 0
0 0 1 −1









E =









2 0 2 0
1 2 2 −2
0 0 2 0
0 0 1 2









6. Zjistěte, jak záviśı vlastńı hodnoty a vlastńı vektory matice na parametrech a, b.

A =





2 3 0
4 1 0
a b 2



 B =





2 3 0
4 1 0
a b 2 + a





7. Zjistěte, jak vypadaj́ı a jaká geometrická zobrazeńı určuj́ı všechny ortogonálńı matice
řádu 2.

8. Analýzou vlastńıch č́ısel a vlastńıch vektor̊u najděte matici lineárńıho operátoru
ve vhodné bázi, pomoćı které urč́ıte, o jakou geometrickou transformaci se jedná,
je-li operátor zadán ve standardńı bázi matićı:

A = 1

3





2 2 −1
2 −1 2
−1 2 2



 B = 1

2





1 1 −
√

2

1 1
√

2√
2 −

√
2 0





C = 1

3





2 −1 2
2 2 −1
−1 2 2



 D = 1

4





3 1 −
√

6

1 3
√

6√
6 −

√
6 2




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E = 1

2





1 −
√

2 −1

1
√

2 −1√
2 0

√
2



 F = 1

2









1 1 1 1
1 1 −1 −1
1 −1 1 −1
1 −1 −1 1









G = 1

2









1 1 1 1
1 1 −1 −1
−1 1 −1 1
−1 1 1 −1









H = 1

3





2 2 −1
−1 2 2
2 −1 2



 I = 1

9





1 −8 4
4 4 7
−8 1 4





J = 1

7





3 −2 6
6 3 −2
−2 6 3



 K =





1
√

2
0 − 1

√

2
1

3
√

2

4

3
√

2

1

3
√

2
2

3
−1

3

2

3



 L =







3

4

1

4

√

6

4

1

4

3

4
−

√

6

4

−
√

6

4

√

6

4

1

2







9. Analýzou vlastńıch č́ısel a vlastńıch vektor̊u zjistěte o jakou geometrickou transfor-
maci euklidovského prostoru R3 se jedná.

A =







0 −
√

2

2
−

√

2

2√

2

2

1

2
−1

2√

2

2
−1

2

1

2






B =







1

2

1

2

√

2

2

1

2

1

2
−

√

2

2

−
√

2

2

√

2

2
0






C =





3

5
0 −4

5

0 1 0
4

5
0 3

5





10. Najděte ortonormálńı bázi tvořenou vlastńımi vektory a matici v této bázi unitárńıho
operátoru daného matićı ve standardńı bázi:

A = 1
√

3

(

1 + i 1
−1 1 − i

)

B = 1

9





4 + 3i 4i −6 − 2i
−4i 4 − 3i −2 − 6i

6 + 2i −2 − 6i 1





C = 1

4

(

2 + 3i −
√

3√
3 2 − 3i

)

D = 1
√

2

(

i 1
−1 −i

)

11. Ve standardńıch souřadnićıch v R3 napǐste matici zobrazeńı, které je otočeńım o úhel
π kolem př́ımky x − z = 0, y = 0.

12. Ve standardńıch souřadnićıch v R3 napǐste matici zobrazeńı, které je otočeńım o úhel
π
2

kolem př́ımky x + y = 0, z = 0, přičemž f(−1, 1, 1) = (a, b, 0), kde a + b > 0.

13. Ve standardńıch souřadnićıch v R3 napǐste matici zobrazeńı, které je symetríı podle
roviny

√
3y − x = 0.

14. Lineárńı zobrazeńı v R3 je otočeńı kolem osy procházej́ıćı počátkem se směrovým vek-
torem (1, 1, 0)T takové, že f(1,−1, 0) = (0, 0,

√
2). Najděte matici zobrazeńı ve stan-

dardńı bázi.

15. V Rn napǐste matici symetrie podle roviny kolmé k vektoru v v ortonormálńı bázi
[v, v2, . . . , vn].
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16. Definujte na R3 dva skalárńı součiny 〈 , 〉1 a 〈 , 〉2 tak, aby zobrazeńı φ : (R3, 〈 , 〉1) →
(R3, 〈 , 〉2), φ(x1, x2, x3) = (x1 + x2 + x3,−x1 + x2, x3), bylo ortogonálńı.


