1 Zakladni formalismy: Diikaz a Algoritmus

Studium informatiky neznamend jen ,naulit se n&jaky programovaci jazyk", nybrz
zahrnuje cely soubor dal3ich relevantnich pfedméti, mezi nimiZ najdeme i matematicko—
teoretické (formdlni) zdklady moderni informatiky.

Pravé odborny nadhled nad celou informatikou v&etn& nezbytné formalni teorie odlisi
fadového ,,programdtora”, kterych jsou dnes spousty i bez VS vzdélani, od skutetného
a mnohem |épe placeného IT experta.

Stru¢ny prehled lekce

* Pochopeni formélniho zapisu a vyznamu matematickych tvrzeni (vét)
a jejich diikazd.

* Rozbor logické struktury matematickych vét, potfebné trovné for-
mality a diskuze konstruktivnosti diikazd.

* Spravny formalni zapis postupu — algoritmu, ve svétle matematickych
formalismd.
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1.1 Uvod do matematického dokazovani

Matematika (a tudiZ i teoretickd informatika jako jeji soulast) se vyznaluje
velmi pFisnymi formdlnimi poZadavky na korektnost argumentace.

e UvaZme matematickou vétu (neboli tvrzeni) tvaru

»Jestlize plati pfedpoklady, pak plati zavér".

e Diikaz této véty je konetna posloupnost tvrzeni, kde

* kazdé tvrzeni je bud
— predpoklad, nebo
— obecné pfijatd , pravda“ — axiom, nebo
— plyne z pfedchozich a d¥ive dokdzanych tvrzeni podle n&jakého ,ak-
ceptovaného" logického principu — odvozovaciho pravidla;

* posledni tvrzeni je zavér.

O pot¥ebné drovni formality matematickych dikazi a o b&Zznych dikazovych technikach
se dozvime déle v této a p¥isti lekci. . .

Nyni si jen celou problematiku uvedeme nazornymi ptiklady.
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P¥iklad 1.2. UvaZujme nasledujici matematické tvrzeni (které jist& uZ znate).

Véta. Jestlize x je souctem dvou lichych Cisel, pak x je sudé.
Poznamka pro pfipomenuti:
— Sudé &islo je celé &islo délitelné 2, tj. tvaru 2k.
— Liché &islo je celé &islo nedélitelné 2, tj. tvaru 2k + 1.

Diikaz postupuje v ndsledujicich formalnich krocich:

tvrzeni zdivodnéni

a=2k+1, k celé predpoklad
b=20+41,1 celé predpoklad

r=2k+1)+2-1 3) a distributivnost ndsobeni
r=2k+1+1) 4) a opét distributivnost ndsobeni

x =2m, m celé 5)am=Fk+1+1 je celé &slo (axiom)
|

)
)
3) z=a+b=2k+2l+1+1 1,2)a komutativita s¢tani (axiom)
)
)
)
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Priklad 1.3. DokaZte nasledujici tvrzeni:

Véta. Jestlize x a y jsou raciondIni &isla pro kterd plati x < y, pak existuje
raciondlni ¢&islo z pro které plati © < z < y.

Diikaz po krocich (s jiz trochu mén& formalnim zdpisem) zni:

1
2

! _ oty y—r __ _y—z
Necht z = =% =z + 5= =y — 5.

Cislo z je raciondlni, nebot = a y jsou racionalni.

S~ W

e s ! v Y—x
Déle plati z < y, nebot op&t “5= > 0.

)
)
) Plati z > z, nebot 5= > 0.
)
5)

Celkem = < z < y.

Poznamka. Alternativni formulace Vé&ty z P¥ikladu 1.3 mohou znit:

— Pro kazdé =,y € @, kde x < y, existuje z € Q) takové, Ze x < z < y.
— MnoZina raciondlnich &isel je hustd.
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1.2 Vyznam matematickych vét

e Prvni krok formalniho dikazu je uvédomit si, co ¥ika véta, kterd se ma
dokazat; tedy co je predpoklad a co zavér dokazovaného tvrzeni.
Pravdivost takového tvrzeni pak je tfeba chdpat v nasledujicim vyznamu:

Pro kaZdou situaci, ve které jsou splnény vSechny predpoklady,
je platny i zavér tvrzeni.

e Ptiklady bézné formulace matematickych vét:

* Kone¢nd mnozina ma kone¢né mnoho podmnoZin.

* sin?(a) + cos?(a) = 1.

* Graf je rovinny, jestlize neobsahuje podrozdéleni K5 nebo K3 3.
e Co presné nam uvedené matematické véty Fikaji?

Casto pomiiZe pouhé rozepsani definic pojmi, které se v dané vété vyskytuji.
o Vsimnéte si také, jaky je sprdvny logicky vyznam matematického tvrzenf

vysloveného touto formou implikace (, jestlize ..., pak ...").

PYedevsim, pokud predpoklady nejsou splnény nebo jsou sporné, tak celé
tvrzeni je platné bez ohledu na pravdivost zavérul!
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O pravdivosti implikace

P¥iklad 1.4. Je pravdivé ndsledujici matematické tvrzeni?

Véta. Méme dvé kulicky, cervenou a modrou. Jestlize Cervend kulicka je

téZsi neZ modrd a zdroveri je modra kulicka t&Zsi neZ ta Cervend, tak jsou
obé kuli¢ky ve skutecnosti zelené.

., To pfece nemiiZe byt pravda, jak miiZe byt jedna kulicka téZsi neZ druha
a naopak zaroveri? Jak mohou byt nakonec obé zelené? To je celé néjaka
blbost. .. "

Ano, vySe uvedené jsou typické laické reakce na uvedenou vétu. Pfesto viak
tato véta pravdiva je!

Stadi se vratit o kousek vySe ke kritériu — Pro kazdou situaci, ve které jsou
splnény v8echny predpoklady, je platny i zavér tvrzeni — které je zjevné naplnéno.
Nenaleznete totiz situaci, ve které by byly splnény oba pfedpoklady zadroveri, a
tudiz ve vSech takovych neexistujicich situacich si mizete Fikat cokoliv, tfeba
Ze kuli¢ky jsou zelené. O
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Pr¥iklad 1.5. Anna a Kldra pFisly na predndsku a usadily se do lavic. Pro¢ je
pravdivé toto matematické tvrzeni?

Véta. Jestlize Anna sedi' v prvni Fadé lavic a zaroveri Anna sedi v posledni
Fadé lavic, tak Kldra nesedi v druhé radé lavic.

Opét je tfeba se hluboce zamyslet nad vyznamem p¥edpokladli a zav&ru, ale
tentkrdt nenfi situace predpokladi tak trividlné spornd, jako v Pfikladu 1.4. Kdy
tedy nastadvaji oba ptedpoklady zdroveri? ~KdyZ prvni ¥ada lavic je zdroveni
fadou posledni! Neboli posluchdrna ma jen (nejvy3e) jednu ¥adu lavic a Klara
tudiz v druhé ¥adé nemiize sedét. Diikaz je hotov. O
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1.3 Struktura matematickych vét a diikazi

Jak ,,moc formdlni " maji spravné matematické diikazy vlastn& byt?

e ZaleZi na tom, komu je dikaz uréen — konzument musi byt schopen
,snadno” ovéfit korektnost kazdého tvrzeni v diikazu a plné pochopit, z
&eho vyplyva.

e Je tedy hlavné na vds zvolit tu spravnou droven formdlnosti zdpisu vét i
dlkazl podle situace.

A jak na ten spravny matematicky ditkaz mame pf¥ijit?

N

e No..., nalézdni matematickych dikazi je tvirdi ¢innost, kterd nenf viibec
snadnd a vyzaduje od vas p¥imo ,umélecké” vlohy. PYesto se ji alesponi

trochu musite pFiudit.
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Dokazovat ¢&i vyvracet tvrzeni?

Ptedstavme si, Ze nasim tkolem je rozhodnout platnost matematického tvrzeni.
Jak matematicky sprdvné zdiivodnime svou odpovéd ?

e Zilezi na odpovédi samotné. ..

e Pokud je to ANO, prosté podame diikaz tvrzeni podle uvedenych zvyklosti.
e Pokud je odpovéd NE, tak naopak poddame diikaz negace daného tvrzeni.
Pomérné &astym p¥ipadem pak je matematickd v&ta T, ktera tvrdi n&jaky zavér

pro Sirokou oblast vstupnich moZnosti. Potom plati ndsledujici:
e Pokud T je pravdivd, nezbyva neZ podat vylerpavajici diikaz platnosti pro
v8echny vstupy.

e Avsak pokud T je nepravdiva, sta&i ,,uhodnout"” vhodny vstupni protipfiklad
a jen pro néj dokdzat, ze zavér tvrzeni nenfi platny.
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Pr¥iklad 1.6. Rozhodnéte platnost ndsledujiciho tvrzeni: Pro vsechna redlnd x
plati
2’ +3x+2>0.

Diikaz: Standardnimi algebraickymi postupy si miZeme upravit vztah na 2% +
3r+2=(zx+1) - (x+2) > 0. Condm z n& vyplyva? Napftiklad to, Ze k
poruseni daného tvrzeni stadi volit = tak, aby jedna ze zavorek byla kladna a

druhd zapornd. To nastane tfeba pro = = —%.

Pro vyvrdceni tvrzeni nam tedy staéi zadit volbou protipfikladu = = —% (neni
nutno zddvodiovat, jak jsme jej ,uhodli"!) a ndsledn& dokazat dpravou

2’ +32+2 = (z+1)-(z42) = (—;+1)-(—g+2) = (—1)-(+1) - Lo

Dané tvrzeni neni platné. 0O
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Konstruktivni a existenéni diikazy

Z hlediska praktické vyuZitelnosti je potfeba rozlisit tyto dvé kategorie dikazl
(tfebaZe z formdIn&—matematického pohledu mezi nimi kvalitativni rozdil nenf).
e Diikaz Véty 1.3 je konstruktivni. Dokdzali jsme nejen, Ze &islo 2 existuje,
ale podali jsme také navod, jak ho pro dané x a y sestrojit.
e Existencni dlikaz je takovy, kde se prokdZe existence néjakého objektu bez
toho, aby byl poddn navod na jeho konstrukci.

Priklad 1.7. (isté existenéniho dikazu.
Véta. Existuje program, ktery vypise na obrazovku ¢&isla taZend ve 45. tahu
sportky v roce 2011.
Dukaz: Existuje pouze kone¢né mnoho moZnych vysledkl losovani 45. tahu
sportky v roce 2011. Pro kazdy moZny vysledek existuje program, ktery tento
dany vysledek vypiSe na obrazovku. Mezi témito programy je tedy jisté ten,
ktery vypiSe prdvé ten vysledek, ktery bude ve 45. tahu sportky v roce 2011
skute¢né vylosovan. 0O

To je ale , podvod”, Ze? = A pFece neni. ..
Formalné spravné to je prosté tak a tecka.
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Fakt. Pro informatické i dalsi aplikované discipliny je dilezitd konstruktivnost
dikazl vét, které se zde objevuji.

V matematice ale jsou mnohé ptiklady uzite¢nych a nenahraditelnych exis-
tenénich dikazd, tfeba tzv. pravdépodobnostni diikazy.

P¥iklad 1.8. | pravdépodobnostniho” existen&niho diikazu.
Véta. Na dané mnoZin& bodii je zvoleno libovoln& n? podmnoZin, kaZdd
o n prvcich. DokaZte pro dostatecné velka n, Ze vSechny body Ize obarvit
dvéma barvami tak, aby Zadna mnoZina nebyla jednobarevna.

Dikaz: U kazdého bodu si ,hodime minci” a podle vysledku zvolime barvu &ervené
nebo modre. (Nezavislé volby s pravd&podobnosti 1.) Pravdépodobnost, Ze zvolenych

n bodii vyjde jednobarevnych, je jen 2 = 217"

Pro n? podmnoZin tak je pravdépodobnost, e n&ktera z nich vyjde jednobarevnd, shora

ohranic¢ena souctem

n 2

2n—1

21—71, 4 21—n _

n2

— 0.

Jeliko? je toto &islo (pravdépodobnost) pro n > 7 men¥i neZ 1, bude existovat obarveni
bez jednobarevnych zvolenych podmnoZin. O
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1.4 Formadlni popis algoritmu

Nakonec si poloZme otazku, co je vlastné algoritmus?

Poznamka: Za definici algoritmu je obecné pfijimana tzv. Church—Turingova teze
tvrdici, Ze vSechny algoritmy lze ,simulovat” na Turingové stroji. Jedna se sice o
pfesnou, ale zna&né nepraktickou definici.

Mimo Turingova stroje existuji i jiné matematické modely vypocti, jako tfeba stroj
RAM, ktery je abstrakci skute¢ného strojového kddu.

Konvence 1.9. Zjednodu$ené zde algoritmem rozumime konecnou posloup-
nost elementarnich vypoletnich kroki, ve které kazdy dalsi krok vhodné vyuZiva
(neboli zavisi na) vstupni tdaje ¢ hodnoty vypottené v ptedchozich krocich.
Tuto zavislost pfitom pojimdme zcela obecné nejen na operandy, ale i na
vykondvané instrukce v krocich.

Pro zépis algoritmu a jeho zpfehlednéni a zkraceni vyuZivame Fidici konstrukce
— podminénd vétveni a cykly.

Vidite, jak blizké si jsou konstruktivni matematické dikazy a algoritmy v nasem pojeti?
Jednd se nakonec o jeden ze zaméri naseho pfistupu. . .
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Ptiklad algoritmického zapisu

Priklad 1.10. Zapis algoritmu pro vypolet priimé&ru z daného pole a[] s n
prvky.
e Inicializujeme sum + 0;
e postupné pro i=0,1,2,...,n-1 provedeme
* sum < sum+al[i] ;

e vypideme podil (sum/n) . 0

Ve ,vy$si trovni” formalnosti se totéZ dd zapsat jako:

Algoritmus 1.11. Pramér
z daného pole al[] sn prvky.
sum < 0;
foreach 1i1i++0,1,2,...,n-1 do
sum < sum+al[i];
done
res < sum/n;
output res;
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Symbolicky zapis algoritmii

Znaceni. Pro potfeby symbolického formdlniho zapisu algoritmi v pfedmétu
FI: IBOOO si zavedeme nasledovnou konvenci:

e Proménné nebudeme deklarovat ani typovat, pole odli§ime zdavorkami p[].

e Prifazeni hodnoty zapisujeme a <— b, pfipadné a := b, ale nikdy ne a=b.

e Jako elem. operace je moZné pouZit jakékoliv aritmetické vyrazy v bézném
matematickém zdpise. Rozsahem a presnosti Cisel se zde nezabyvdme.

e Podminéné vétveni uvedeme klicovymi slovy if ... then ... else

fi, kde else vé&tev Ize vynechat (a n&kdy, na jednom ¥adku, i £1i).

e Pevny cyklus uvedeme kli¢ovymi slovy foreach ... do ... done,
kde ¢ast za foreach musi obsahovat pfedem danou mnoZinu hodnot pro
p¥irazovani do ¥idici proménné.

e Podminény cyklus uvedeme klicovymi slovy while ... do ... done.
Zde se mlZe za while vyskytovat jakakoliv logickd podminka.

e V zdpise pouzivame jasné odsazovani (zleva) podle drovn& zano¥eni
Fidicich struktur (coZ jsou if, foreach, while).

e Pokud je to dostate¢né jasné, elementdrni operace nebo podminky
muZeme i ve formalnim zapise popsat b&znym jazykem.
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Malé srovnani zavérem

Jak to tedy je s vhodnou a tinosnou mirou formalizace u matematickych dikazi
i u zapisu algoritm(?

zcela formalni b&Zna Uroven

matematika formdini rozepsani vsSech

elem. krokii (Priklad 1.2) | Strukturovany ~a ~matem.

presny text v b&Zném jazyce

algoritmy rozepsani vSech elem. krokd

R strukturovany rozpis krokd
ve vypocetnim modelu

(Algoritmus  1.11), i s
vyuzitim b&Zného jazyka

programovani | assembler / strojovy kéd

(kde se s nim dnes b&zn& | VY35 (strukturované)
setkite?) programovaci Jazyky,
naptiklad Java

Pochopitelné se ve vech tfech bodech obvykle drZzime druhého pf¥istupu, tedy b&zné
Grovné formality, pokud si specifické podminky vyslovné nevyZaduji p¥istup nejvyssi
formality. . .
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