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10 Důkazové postupy pro algoritmy10 Důkazové postupy pro algoritmy

Na podkladu jednotlivých variant důkaz̊u matematickou indukćı z Lekce 2 si ukážeme
p̌rehled formálńıch indukčńıch důkazových technik aplikovaných na vybrané algoritmy
(v zápisech deklarativńıho jazyka). Dá se ř́ıci, že tato lekce je

”
vrcholem“ v naš́ı snaze

o matematické dokazováńı algoritmů v informatice.

2

Stručný p̌rehled lekce

* Důkaz indukćı s
”
fixaćı parametr̊u“.

* Důkaz indukćı vzhledem k součtu parametr̊u.

* Důkaz indukćı se
”
ześıleńım tvrzeńı“.
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10.1 Technika
”
fixace parametru“10.1 Technika

”
fixace parametru“

Př́ıklad 10.1. Uvažme deklaraci ∆ obsahuj́ıćı pouze rovnici

g(x, y) = if x then y + g(x− 1, y) else 0 fi .2

Věta. Pro každé m,n ∈ N plat́ı g(m,n) 7→
∗ z, kde z ≡ m · n.2

Důkaz: Budiž n ∈ N libovolné ale pro daľśı úvahy pevné. Dokážeme, že pro každé
m ∈ N plat́ı g(m,n) 7→

∗ z, kde z ≡ m · n, indukćı vzhledem k m.2

• Báze m = 0. Plat́ı g(0,n) 7→ if 0 then n+ g(0− 1,n) else 0 fi 7→ 0.2

• Indukčńı krok. Necht’ m+ 1 ≡ k. Pak

g(k,n) 7→ if k then n+ g(k− 1,n) else 0 fi 7→ n+g(k−1,n) 7→ n+g(w,n) ,

kde je w ≡ m. Podle I.P. plat́ı g(w,n) 7→
∗ u pro u ≡ m · n. Dále

n+ g(w,n) 7→
∗ n+u 7→ v, kde v ≡ n+ (m · n) = (m+1) · n = k · n, a t́ım

jsme dohromady hotovi s důkazem g(k,n) 7→
∗ v.

2
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10.2 Technika
”
indukce k součtu parametr̊u“10.2 Technika

”
indukce k součtu parametr̊u“

Př́ıklad 10.2. Uvažme deklaraci ∆ obsahuj́ıćı pouze rovnici

g(x, y) = if x then (if y then g(x− 1, y) + g(x, y − 1) else 0 fi) else 0 fi .

Věta. Pro každé m,n ∈ N plat́ı g(m,n) 7→
∗ 0.2

Tvrzeńı této věty p̌ŕımo nelze dokázat indukćı vzhledem k m, ani indukćı vzhledem
k n, nebot’ u žádného z m,n nemáme zaručeno, že se vždy zmenš́ı. 2Důkaz lze ovšem
postavit na faktu, že se vždy zmenš́ı alespoň jeden z m,n, neboli se vždy zmenš́ı součet
m a n. To znamená, že výše uvedené tvrzeńı nejprve p̌reformulujeme do následuj́ıćı
(matematicky ekvivalentńı) podoby:

Věta. Pro každé i ∈ N plat́ı, že jestliže i = m + n pro kterákoliv m,n ∈ N,
pak g(m,n) 7→

∗ 0. 2

Důkaz indukćı vzhledem k i: Báze i = 0 znamená, že 0 = m+n pro m,n ∈ N, neboli
m = n = 0. Dokazujeme tedy, že g(0,0) 7→

∗ 0. Plat́ı

g(0,0) 7→ if 0 then (if 0 then g(0− 1,0) + g(0,0− 1) else 0 fi) else 0 fi 7→ 0 .
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Indukčńı krok. Necht’ i+1 = m+n, kde m,n ∈ N. Nyńı rozlǐśıme ťri možnosti (z nichž
prvńı dvě jsou svým způsobem jen rozš́ı̌reńımi p̌redchoźı báze indukce):

• Pro m = 0 plat́ı

g(0,n) 7→ if 0 then (if n then g(0− 1,n) + g(0,n− 1) else 0 fi) else 0 fi 7→ 0 .2

• Pro m > 0, n = 0 plat́ı

g(m,0) 7→ if m then (if 0 then g(m− 1,0) + g(m,0− 1) else 0 fi) else 0 fi 7→

7→ if 0 then g(m− 1,0) + g(m,0− 1) else 0 fi 7→ 0 .2

• Pro m > 0, n > 0 plat́ı

g(m,n) 7→ if m then (if n then g(m− 1,n) + g(m,n− 1) else 0 fi) else 0 fi 7→

7→ if n then g(m− 1,n) + g(m,n− 1) else 0 fi 7→ g(m−1,n)+g(m,n−1) .2

Podle I.P. plat́ı g(m− 1,n) 7→
∗ 0 a současně g(m,n− 1) 7→

∗ 0, proto

g(m− 1,n) + g(m,n− 1) 7→
∗ 0+ g(m,n− 1) 7→

∗ 0+ 0 7→ 0 .

T́ım jsme s důkazem matematickou indukćı hotovi.
2
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Zaj́ımavěǰśı verze

Př́ıklad 10.3. Uvažme deklaraci ∆ obsahuj́ıćı pouze rovnici

g(x, y) = if x then (if y then g(x− 1, y) + g(x, y − 1) else 1 fi) else 1 fi .2

Věta. Pro každé m,n ∈ N plat́ı g(m,n) 7→∗ k, kde k =
(

m+n

m

)

(kombinačńı
č́ıslo).

Toto tvrzeńı opět budeme dokazovat indukćı vzhledem k i = m+ n.2

Vzpoměňte si nejprve na známý Pascal̊uv trojúhelńık kombinačńıch č́ısel, který je defi-
novaný rekurentńım vztahem

(

a+ 1

b+ 1

)

=

(

a

b+ 1

)

+

(

a

b

)

.

Nep̌ripoḿıná to trochu naši deklaraci? Je však ťreba správně
”
nastavit“ význam

parametr̊u a, b. 2

Důkaz indukćı vzhledem k i: Báze i = 0 znamená, že 0 = m+n pro m,n ∈ N, neboli
m = n = 0. Dokazujeme tedy, že g(0,0) 7→

∗ 1. Plat́ı

g(0,0) 7→ if 0 then (if 0 then g(0− 1,0) + g(0,0− 1) else 1 fi) else 1 fi 7→ 1 .
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Indukčńı krok. Necht’ i+1 = m+n, kde m,n ∈ N. Opět rozlǐśıme stejné ťri možnosti:

• Pro m = 0 plat́ı
(

n

0

)

= 1 a

g(0,n) 7→ if 0 then (if n then g(0− 1,n) + g(0,n− 1) else 1 fi) else 1 fi 7→ 1 .2

• Pro m > 0, n = 0 plat́ı
(

m

m

)

= 1 a

g(m,0) 7→ if m then (if 0 then g(m− 1,0) + g(m,0− 1) else 1 fi) else 1 fi 7→

7→ if 0 then g(m− 1,0) + g(m,0− 1) else 1 fi 7→ 1 .2

• Pro m > 0, n > 0 plat́ı

g(m,n) 7→ if m then (if n then g(m− 1,n) + g(m,n− 1) else 1 fi) else 1 fi 7→

7→ if n then g(m− 1,n) + g(m,n− 1) else 1 fi 7→ g(m−1,n)+g(m,n−1) .2

Podle I.P. plat́ı g(m − 1,n) 7→
∗ k1, kde k1 ≡

(

m−1+n

m−1

)

, a současně

g(m,n− 1) 7→
∗ k2, kde k2 ≡

(

m+n−1

m

)

. 2Přitom z Pascalova trojúhelńıka plyne

(

m+ n− 1

m− 1

)

+

(

m+ n− 1

m

)

=

(

(m+ n− 1) + 1

m

)

=

(

m+ n

m

)

,

a proto

g(m− 1,n) + g(m,n− 1) 7→
∗ k1 + k2 7→

∗ k ≡

(

m+ n

m

)

.
2
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10.3 Technika
”
ześıleńı dokazovaného tvrzeńı“10.3 Technika

”
ześıleńı dokazovaného tvrzeńı“

Př́ıklad 10.4. Uvažme deklaraci ∆ obsahuj́ıćı tyto rovnice:

f(x) = if x then h(x) else 1 fi
h(x) = if x then f(x− 1) + h(x− 1) else 1 fi

Věta. Pro každé n ∈ N plat́ı f(n) 7→∗ m, kde m = 2n.

Požadované tvrzeńı bohužel nelze p̌ŕımo dokázat indukćı podle n. 2Řešeńım je
p̌reformulováńı dokazovaného tvrzeńı do silněǰśı podoby, kterou již indukćı dokázat
lze:

Věta. Pro každé n ∈ N plat́ı f(n) 7→
∗ m a h(n) 7→

∗ m, kde m = 2n. 2

Důkaz, již poměrně snadno indukćı vzhledem k n:

• Báze n = 0. Plat́ı

f(0) 7→ if 0 then h(0) else 1 fi 7→ 1, kde 20 = 1,
h(0) 7→ if 0 then f(0− 1) + h(0− 1) else 1 fi 7→ 1.



Petr Hliněný, FI MU Brno, 2011 8 / 13 FI: IB000: Důkazové postupy

• Indukčńı krok: Necht’ n+ 1 ≡ k, pak plat́ı

f(k) 7→ if k then h(k) else 1 fi 7→ h(k) 7→

7→ if k then f(k− 1) + h(k− 1) else 1 fi 7→ f(k−1)+h(k−1) 7→ f(w)+h(k−1) ,

kde w ≡ k − 1 = n. Podle I.P. plat́ı f(w) 7→
∗ m, kde m = 2n. 2Zároveň také

(naše
”
ześıleńı“) plat́ı i h(w) 7→

∗ m, a proto

f(w) + h(k− 1) 7→
∗ m+ h(k− 1) 7→

∗ m+ h(w) 7→
∗ m+m 7→ q ,

kde q = m + m = 2m = 2 · 2n = 2n+1 = 2k. Proto tranzitivně f(k) 7→ q a
prvńı část našeho tvrzeńı plat́ı i pro n+ 1 ≡ k. 2

Podobně je ťreba ještě dokončit druhou část tvrzeńı.

h(k) 7→ if k then f(k− 1) + h(k− 1) else 1 fi 7→

f(k− 1) + h(k− 1) 7→
∗ f(w) + h(k− 1) ,

kde w ≡ k − 1 = n. Podle I.P. plat́ı f(w) 7→
∗ m, kde m = 2n, a také

h(w) 7→
∗ m, tud́ıž opět

f(w) + h(k− 1) 7→
∗ m+ h(k− 1) 7→

∗ m+ h(w) 7→
∗ m+m 7→ q ,

kde q = m+m = 2 · 2n = 2n+1 = 2k. Proto h(k) 7→ q a i druhá část našeho
tvrzeńı plat́ı pro n+ 1 ≡ k.

2
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10.4 Dva dob̌re známé školńı algoritmy10.4 Dva dob̌re známé školńı algoritmy

Č́ıslice dekadického zápisu

Př́ıklad 10.5. Mějme p̌rirozené č́ıslo x. Jednotlivé č́ıslice i-tého řádu jeho dekadického

zápisu źıskáme deklaraćı

c(x, i) = if i then c(x÷ 10, i− 1) else x− 10 ∗ (x÷ 10) fi . 2

Dokažte:

Věta. Pro každá m, i ∈ N plat́ı c(m, i) 7→∗ s, kde s je č́ıslice řádu i (poč́ıtáno od
nultého zprava) v dekadickém zápise č́ısla m, nebo s ≡ 0 v p̌ŕıpadě, že dekadický
zápis č́ısla m má méně než i+ 1 č́ıslic.
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Věta. Pro každá m, i ∈ N plat́ı c(m, i) 7→∗ s, kde s je č́ıslice řádu i (poč́ıtáno od
nultého zprava) v dekadickém zápise č́ısla m, nebo s ≡ 0 v p̌ŕıpadě, že dekadický
zápis č́ısla m má méně než i+ 1 č́ıslic.

2

Důkaz: Použijeme techniku fixace parametru m p̌ri indukci podle i.

• Báze i = 0. Plat́ı

c(m,0) 7→∗ m− 10 ∗ (m÷ 10) 7→∗ t, kde t = m mod 10 .

V tomto výsledku mod znamená známou funkci modulo definovanou vztahem
x = ⌊x/y⌋ · y + (x mod y). Tud́ıž t je posledńı č́ıslićı dekadického zápisu m.

• Indukčńı krok: Necht’ i+ 1 ≡ j, pak plat́ı

c(m, j) 7→ if j then c(m ÷ 10, j− 1) else m− 10 ∗ (m ÷ 10) fi 7→

7→ c(m÷ 10, j− 1) 7→∗ c(p,w),

kde p ≡ ⌊m/10⌋ a w ≡ j − 1 = i. 2Podle I.P. plat́ı c(p,w) 7→∗ t a t je č́ıslice i-
tého řádu dekadického zápisu č́ısla p. Jelikož m = 10p + (m mod 10) a násobeńı
deseti v dekadické soustavě znamená posun č́ıslic v zápise

”
o jedno doleva“, je t

zároveň č́ıslice i + 1 = j-tého řádu dekadického zápisu č́ısla m. To je p̌resně co
bylo ťreba dokázat.

2
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Euklid̊uv algoritmus

Věta 10.6. Uvažme deklaraci ∆ obsahuj́ıćı pouze rovnici

g(x, y) = if x− y then g(x− y, y) else (if y − x then g(x, y − x) else x fi) fi .

Pak pro každé nenulové m,n ∈ N plat́ı g(m,n) 7→
∗ z, kde z je největš́ı

společný dělitel č́ısel m,n.2

Důkaz indukćı k i = m+ n.
(Tj. dokazujeme následuj́ıćı tvrzeńı: Pro každé i ≥ 2 plat́ı, že jestliže i ≥ m+n,
kde m,n ∈ N, m,n > 0, pak z je největš́ı společný dělitel č́ısel m,n.) 2

V bázi pro i = 2 je m,n = 1 a plat́ı

g(1,1) 7→ if 1− 1 then g(1− 1,1) else (if 1− 1 then g(1,1− 1) else 1 fi) fi 7→

7→ if 0 then g(1− 1,1) else (if 1− 1 then g(1,1− 1) else 1 fi) fi 7→

7→ if 1− 1 then g(1,1− 1) else 1 fi 7→ if 0 then g(1,1− 1) else 1 fi 7→ 1 .
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Indukčńı krok. Necht’ i+ 1 = m+ n kde m,n ∈ N. Probereme ťri možnosti:

• m = n. Pak

g(m,n) 7→ if m− n then g(m− n,n) else (if n−m then g(m,n−m) else m fi) fi 7→

if 0 then g(m− n,n) else (if n−m then g(m,n−m) else m fi) fi 7→

if n−m then g(m,n−m) else m fi 7→ if 0 then g(m,n−m) else m fi 7→ m .2

• m < n. Pak

g(m,n) 7→ if m− n then g(m− n,n) else (if n−m then g(m,n−m) else m fi) fi 7→

if 0 then g(m− n,n) else (if n−m then g(m,n−m) else m fi) fi 7→

if n−m then g(m,n−m) else m fi 7→ if z then g(m,n−m) else m fi 7→

g(m,n−m) 7→ g(m,k) ,

kde k ≡ n−m. 2Plat́ı m+k = m+(n−m) = n ≤ i, takže podle I.P. také
plat́ı g(m,k) 7→

∗ z, kde z je největš́ı společný dělitel č́ısel m a n − m.
Ově̌ŕıme, že z je největš́ı společný dělitel č́ısel m a n.

∗ Jelikož č́ıslo z děĺı č́ısla m a n−m, děĺı i jejich součet (n−m)+m = n.
Celkem z je společným dělitelem m a n.2

∗ Bud’ d nějaký společný dělitel č́ısel m a n. Pak d děĺı také rozd́ıl n−m.
Tedy d je společný dělitel č́ısel m a n−m. Jelikož z je největš́ı společný
dělitel č́ısel m a n−m, nutně d děĺı z a závěr plat́ı.
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• m > n. Pak

g(m,n) 7→
∗ g(m− n,n) 7→ g(k,n) ,

kde k ≡ m − n. Podle I.P. plat́ı g(k,n) 7→∗ z, kde z je největš́ı společný
dělitel č́ısel m − n a n. Podobně jako výše ově̌ŕıme, že z je také největš́ı
společný dělitel č́ısel m a n.

2

2

Poznámka : Jak byste výše uvedený zápis Euklidova algoritmu vylepšili, aby správně

”
poč́ıtal“ nejvěťśıho společného dělitele i v p̌ŕıpadech, že m = 0 nebo n = 0?
Co v takových p̌ŕıpadech selže p̌ri současném zápise?


