11 Nekoneéné mnoziny a Zastaveni algoritmu

Bystrého &tendfe mize snadno napadnout myslenka, pro¢ se vlastné& zabyvame doka-
zovanim sprivnosti algoritmil a program, kdyZ by to prece (snad?) mohl za nas dé&lat
automaticky poéita¢ samotny.

BohuZel to vSak nejde a je hlavnim cilem této lekce ukazat ddvody pro¢. Konkrétné si

dokdZeme, Ze nelze algoritmicky rozhodnout, zda se dany algoritmus na svém vstupu
zastavi nebo ne.

a b c d
gla) | v -V
gy | vV - =V
gleo) | = v -V
gd) | = = v

Struény prehled lekce

* Nekone&né mnoZiny, jejich ,velikost" a Cantorova diagonala.
*  Naivni* mnoZinové paradoxy: Cantorliv a Russeliiv.

* Diikaz algoritmické nefesitelnosti problému zastaveni programu.
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11.1 O nekoneénych mnoZinach a kardinalité

Uvazme problém stanovit, kolik md nekone¢nd mnoZina prvki. Co nam tfeba
brani zavést pro velikost nekonetné mnoZiny symbol co?

— Ponejvice zavazny fakt, Ze neni ,nekone¢no"” jako ,nekonetno” (Véta 11.2)!

Definice: MnoZina A je , nejvyse tak velkd" jako mnozina B, pravé kdyz existuje
injektivni funkce f: A — B.

Mnoziny A a B jsou ,stejné velké" pravé kdyZz mezi nimi existuje bijekce.

(GI e o

V ptipadech nekoneénych mnozin pak mluvime formaln& o jejich kardinalité.
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Ukazky kardinalit mnozin

Uvedena definice kardinality mnoZin ,funguje” dob¥e i pro nekonecné mnoZiny:

* Napfiklad N a Z maji stejnou kardinalitu (jsou ,stejné& velké", tzv. spocetné
nekonecné).

x Lze snadno ukdzat, Ze i Q) je spoletné nekonelnd, tj. existuje bijekce
" N—Q.

* Existuji ale i nekonecné mnoziny, které jsou ,striktné vétsi“ nez libovolnd
spocetnd mnoZina (p¥ikladem je R ve V&t& 11.2).

* Pozdg&ji dokdzeme, Ze existuje nekonetna posloupnost nekone¢nych mnoZzin,
z nichZ kazda je striktné v&tsi nez vSechny ptedchozi.

Pro porovnavani velikosti mnoZin nékdy s vyhodou vyuZijeme nasledujici
prirozené, ale nelehké tvrzeni (bez diikazu):

Véta 11.1. Pro libovolné dvé mnoZiny A, B (i nekone¢né) plati, Ze pokud ex-
istuje injekce A — B a zdroveri i injekce B — A, pak existuje bijekce mezi A
abB.
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Cantorova diagonala, aneb kolik je redlnych ¢isel

Véta 11.2. Neexistuje Zadné surjektivni zobrazeni g : N — R.

Disledek 11.3. Neexistuje Zadné injektivni (ani bijektivni) zobraz. h : R — NN.

Neformdiné Feceno, redlnych C&isel je striktné vice neZ vSech pFirozenych.
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Véta. Neexistuje Zadné surjektivni zobrazeni g : N — RR.

Diikaz (V&ty 11.2 sporem): Necht takové g existuje a pro zjednodueni se
omezme jen na funkéni hodnoty v intervalu (0,1). Podle hodnot zobrazeni g
si takto mizZeme ,uspotrddat” dekadické zdpisy vsech redlnych &isel v inter-
valu (0, 1) po ¥adcich do tabulky:

g0)= 0. 1 5 4 2 7 5 78 3 25

g(1)= 0. 4

g(2) = 0. 1

g(3) = 0. 3
g(4) = 0. 9

Nyni sestrojime &islo o € (0,1) ndsledovng; jeho i-td &islice za desetinnou
Carkou bude 1, pokud v i-tém F¥adku tabulky na diagondle neni 1, jinak to
bude 2. V nasem pfikladé oo = 0.21211.. ..

Kde se nage &islo a v tabulce nachazi? (Nezapomeiime, g byla surjektivni, takze
tam a musi byt!) Kostrukce v3ak ukazuje, Ze « se od kazdého ¢&isla v tabulce
[iSi na aspori jednom desetinném misté&, to je spor.

(AZ na drobny technicky detail s rozvojem ...9.) O
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11.2 ,,Naivni“ mnoZinové paradoxy

Analogickym zplisobem k Vété 11.2 Ize dokdzat ndsledovné zobecnéni.

Véta 11.4. Necht M je libovolnd mnoZina. Pak existuje injektivni zobrazeni
f: M — 2M  ale neexistuje #3dné bijektivni zobrazeni g : M — 2M .

Diikaz: DokdZeme nejprve existenci f. Stali ale polozit f(x) = {z} pro kazdé
x € M. Pak f: M — 2™ je zjevn& injektivni.
Neexistenci g dokdZeme sporem. Pfedpoklddejme tedy naopak, Ze existuje bi-
jekce g : M — 2M Uvazme mno¥inu K C M definovanou takto:
K={zeM|xz¢gx)

Jeliko? g je bijektivni a K € 2M | musf existovat y € M takové, ¥e g(y) = K.
Nyni rozlisime dvé moznosti:

-yegy). Tj.y € K. Pak ale y € g(y) z definice K, spor.

- y & g(y). To podle definice K znamend, e y € K, tj. y € g(y), spor.
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Dvé navazujici pozndmky.

e Technika pouZitd v dikazech V&t 11.2 a 11.4 se nazyvd Cantorova di-
agonalni metoda, nebo také zkrdcené diagonalizace.
Konstrukci mnoziny K Ize zndzornit pomoci ndsledujici tabulky:

a b ¢ d
gla) | v/ — —
gb) | v — —
ge) | = vV —

(d) v

- -

Symbol 4/ resp. — ¥ikd, Ze prvek uvedeny v zahlavi sloupce patfi resp. nepatii
do mnoZiny uvedené v zdhlavi ¥adku. Tedy nap¥. d € g(b) a a & g(d).

e 7/ toho, Ze nekone¢na mohou byt ,riizné velkd", Ize lehce odvodit ¥adu
dalSich faktl. V jistém smyslu je nap¥. mnoZina vSech problémi v&tsi neZ
mnoZina v3ech algoritml (ob& mnoZiny jsou nekonené), a proto nutn&
existuji problémy, které nejsou algoritmicky ¥eSitelné.
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Cantoriv paradox

P¥iklad 11.5. UvdZime-Ii nyni nekonecnou posloupnost mnoZin
Ala AQ: A37 A47 o

kde Ay =N a A; 1 = 2% pro kaZdé i € N, je vidét, %e viechny mnoZiny jsou
nekonecné a kazdd je striktné vétsi neZ libovolna predchozi.

Kde v8ak v tomto Fazeni mohutnosti bude ,,mnoZina viech mnoZin“? = Na tuto
otdzku, jak sami asi citite, nelze podat odpovéd. Co to viak znamend? O

* Takto se koncem 19. stoleti objevil prvni Cantorlv paradox teorie mnoZzin.

* Dnes$ni moderni vysvétleni paradoxu je jednoduché, prosté ,,mnoZinu vSech
mnozin" nelze definovat, takovd v matematice neexistuje.

Brzy se v8ak ukdzalo, Ze je jesté mnohem hif¥. ..
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Russeliiv paradox

Fakt: Neni pravda, Ze kazdy soubor prvki lze povaZzovat za mnoZinu.
e Necht X = {M | M je mnoZina takovd, 2e M & M}. Plati X € X7
x Ano. Tj. X € X. Pak ale X spliiuje X ¢ X.
x Ne. Pak X spliiuje vlastnost X ¢ X, tedy X je prvkem X, tj., X € X.

e Obé& moZné odpovédi vedou ke sporu. X tedy nelze prohlasit za mnoZinu.
Jak je ale néco takového vilbec mozné?

Vidite u Russelova paradoxu podobnost pfistupu s Cantorovou diagonalizaci?
Russeliiv paradox se objevil zacatkem 20. stoleti a jeho ,jednoduchost” za-
sahujici dplné zdklady matematiky (teorie mnoZin) si vynutila hledani seriézniho
rozfeSeni a rozvoj formdlni matematické logiky.
* Pro ilustraci tohoto paradoxu, slySeli jste uz, Ze ,v malém méstetku Zije
holi¢, ktery holi pravé ty muZze méstecka, ktefi se sami neholi*?
* Zminéné paradoxy naivni teorie mnoZin zatim v tomto kurzu nerozfesime,
ale zapamatujeme si, Ze vétSina matematickych a informatickych disciplin
vystadi s ,,intuitivné bezpednymi” mnoZinami.
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11.3 Algoritmicka netesitelnost problému zastaveni

Fakt: Uv&domme si (velmi neformaln&) n&kolik zdkladnich myslenek.

e Program v kazdém programovacim jazyce je koneéna posloupnost sloZend
z kone&né& mnoha symbold (pismena, &islice, mezery, specidlni znaky, apod.)
Necht ¥ je mnoZina viech téchto symbolil. MnoZina viech programii je tedy
jisté podmnoZinou mnoziny | ;. Y’ kterd je spotetn& nekone¢na. Existuje
tedy bijekce f mezi mnoZinou IN a mnoZinou vSech programi. Pro kazdé
i € N oznatme symbolem P; program f(i). Pro kazdy program P tedy
existuje j € IN takové, ze P = P;.

e KaZzdy mozny vstup kaZdého mozného programu Ize zapsat jako konecnou
posloupnost symbol({i z kone¢né mnociny I'. MnoZina vSech moZnych vstupi
je tedy spoletné nekonecnd a existuje bijekce g mezi mnoZinou N a
mnozinou v3ech vstupi. Pro kazdé i € N ozna&me symbolem V; vstup g(7).

e Predpoklddejme, Ze existuje program Halt, ktery pro dané i, 7 € N zastavi
s vystupem ano/ne podle toho, zda P; pro vstup V; zastavi, nebo ne.

e Tento ptedpoklad déle dovedeme ke sporu dokazujicimu, Ze problém zas-
taveni nema algoritmické Feseni.
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Véta 11.6. Neexistuje program Halt, ktery by pro vstup (P;,V;) spravné
rozhodl, zda se program P; zastavi na vstupu V;.

Diikaz: Sporem uvazme program Diag s nasledujicim kédem:

input k;

if Halt(k,k) =ano then while true do ; done

Fungovani programu Diag Ize znazornit za pomoci ndsledujici tabulky:

PR P P
v - -
v

Vi
Bl- ovo-
Bl- -V

LT

Symbol +/ resp. — ¥ikd, Ze program uvedeny v zdhlavi sloupce zastavi resp.
nezastavi pro vstup uvedeny v zahlavi ¥adku. Program Diag ,,zneguje* diagondlu
této tabulky.
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P P P P3
Vol —- -
v - - v
Vaif = vV =V
Vsl = - Vv Vv

Podle nageho pfedpokladu (Diag je program a posloupnost P; zahrnuje viechny
programy) existuje j € N takové, Ze Diag = P;.

Zastavi Diag pro vstup V;?

— Ano. Podle kédu Diag pak ale tento program vstoupi do nekoneéné smycky,
tedy nezastavi.

— Ne. Podle kédu Diag pak ale if test neuspéje, a tento program tedy zas-
tavi.

P¥edpoklad existence programu Halt tedy vede ke sporu. O

Otdzkami algoritmické (ne)YeSitelnosti problémi se zabyva teorie vy&islitelnosti.

Metoda diagonalizace se také Casto vyuZiva v teorii slozitosti k dilkazu toho, Ze dané
dvé sloZitostni t¥idy jsou rlizné.
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