4 Relace a funkce, Ekvivalence

Nyni si podrobné rozebereme matematicky aparat relaci a funkci, kterému se v jeho
abstraktni podobé moc pozornosti ve stfedoSkolské vyuce nevénuje — na rozdil od
naivniho pohledu na mnoZiny a na ,funkce” ve vyznamu analytickych funkci (jako
x + 1 & sinz). P¥itom na pojem relace velmi brzy narazi kazdy informatik u? jen p¥i
studiu dat a databazi a jeji abstraktni podobu bude pot¥ebovat.
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Struény prehled lekce

* Co je relace a funkce. Reprezentace relaci tabulkou a grafem.

* Z34kladni vlastnosti binarnich relaci.

* Relace ekvivalence, jim odpovidajici rozklady mnoZin.
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4.1 Relace a funkce nad mnoZinami

Vedle mnoZin dalsim ddlezitym zdkladnim , datovym typem® matematiky jsou
relace, kterym vzhledem k jejich rozsdhlému pouZiti v informatice vénujeme
vyznamnou pozornost v této i dvou pf¥istich lekcich.

Definice 4.1. Relace mezi mnozinami Aq,---, Ag, pro k € N,
je libovolna podmnoZina kartézského soucinu

RCA x---x A.
Pokud A; = --- = Aj, = A, hovofime o k-drni relaci R na A.
Ptiklady relaci.

e {(1,a),(2,a)} je relace mezi {1,2,3} a {a,b}.
{(i,2-1i) | i € N} je bindrni relace na N.

{(i,j,i+7) | 1,7 € N} je terndrni relace na IN.

{3-i|i € N} je undrni relace na N.

Jaky vyznam vlastn& maji undrni a nularni relace na A?
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Funkce mezi mnozZinami

Definice 4.2. (Totalni) funkce z mnoZiny A do mnoziny B
je relace f mezi A a B takova, Ze pro kazdé x € A existuje pravé jedno y € B
takové, ze (z,y) € f.

MnoZina A se nazyvd defini¢ni obor a mnoZina B obor hodnot funkce f.

Neformalné ¥eceno, ve funkci f je kazdé ,vstupni* hodnoté x pfifazena jednoznacné

n
»vystupni* hodnota y. (V obecné relaci potty , p¥itazenych* dvojic neomezujeme. . .)

A B AxB fc AxB
(1;3)  (1:h)

(10

(2;b) (1) .-
29 @35, @0 @
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(2,d)
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Znackeni: Misto (z,y) € [ piSeme obvykle f(z) = y.
Zapis f : A — B ¥ikd, Ze f je funkce s def. oborem A a oborem hodnot B.

Funkcim se také ¥ikd zobrazeni.

P¥iklady funkci jsou tfeba nasledujici.

e Definujeme funkci f : N — N predpisem f(x) =z + 8.
Pak f = {(x,x +8) | x € N}.

e Definujeme funkci plus : N x N — N predpisem plus(i,j) =i+ j.
Pak plus = {(i,7,i+j) | i,5 € N}.
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Definice: Pokud nasi Definici 4.2 upravime tak, Ze pozadujeme pro kazdé x € A
nejvyde jedno y € B takové, Ze (z,y) € f, obdrzime definici parcidlni funkce
z A do B.

A B AxB f — AxB
(1) (1:b)

(T5c)

(2b) ).
b (2:a)0) o) )
e el ! (3 @
(2,d) (3b)
(3:d)

V parcidlni funkci f nemusi byt pro n&které ,vstupni” hodnoty z funk&ni hodnota
definovdna (viz naptiklad f(2) v uvedeném obrazku).

Pro nedefinovanou hodnotu pouzivame znak L.
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Nasleduje nékolik p¥ikladd parcidlnich funkci.
e Definujeme parcidlni funkci f : Z — IN predpisem

| 34z jestlizex >0,
J@) = { L jinak.

Tj. f={(z,3+z) |z € N}.

e Také funkce f: R — R dand b&nym analytickym predpisem

f(z) =logx
je jen parcidlni — neni definovana pro x < 0.

e Co je relace, p¥itazujici lidem v CR jejich (eskd) rodnd &isla?
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4.2 Reprezentace koneénych relaci

Priklad 4.3. Tabulky relaéni databaze.
Definujme nésledujici mnoZiny (,elementdrni typy*)
e ZNAK ={a,---,z,A, -+, Z, mezera},
o CISLICE = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.
Diéle definujeme tyto mnoZiny (,,odvozené typy")
e JMENO = ZNAK'®,  PRIJMENI = ZNAK?’,
e VEK = CISLICE?,
e ZAMESTNANEC ~ JMENO x PRIJMENI x VEK.

Relaci ,,typu” ZAMESTNANEC pak lze reprezentovat tabulkou:
| JMENO | PRIJMENI | VEK |

Jan Novak 42
Petr Vichr 28
Pavel Zima 26
Stanislav | Novotny 52 O

Poznamka: Relaéni databaze je konednd mnozina tabulek. Schéma databaze je

(zjednoduZené Yeteno) mnoZina ,typi" jednotlivych tabulek.
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Reprezentace binarnich relaci na mnoziné

Znaceni: Bindrni relaci R C M x M lze jednoznaéné znazornit jejim grafem:
e Prvky M znazornime jako body v roviné.

e Prvek (a,b) € R zndzornime jako orientovanou hranu (,$ipku") z a do b.
Je-li a = b, pak je touto hranou ,smycka“ na a.

Pozor, nejednd se o ,,grafy funkci” zndmé z matematické analyzy.
Napﬁ/klad méJme M = {CL, b7 C, da €, f} a R = {(Cl, CL), (a7 b)a (b7 C)a (b7 d)7 (ba 6), (b7 f)a
(d,c), (e,c), (f,c), (e,d), (e, [), (f,b)}, pak:

f

V ptfipadé, Ze M je nekonednd nebo ,velkd", mize byt reprezentace R jejim
grafem neprakticka (zaleZi také na mife ,pravidelnosti* R).
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Znaceni: Bindrni relaci R € M x M lIze jednoznaéné zapsat také pomoci
matice relace — matice A typu M x M s hodnotami z {0, 1}.

e
f a /110000
bloo1 111
a d clooooo0o|_,
b — dloo 1000
eloo1 101
c r\o1 1000
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4.3 Vlastnosti bindrnich relaci

Definice 4.4. Necht R C M x M. Binarni relace R je
o reflexivni, pravé kdyz pro kazdé a € M plati (a,a) € R;

D <D

e ireflexivni, pravé kdyz pro kazdé a € M plati (a,a) ¢ R;

KX

e symetrickd, pravé kdyz pro kazdé a,b € M plati, Ze jestlize (a,b) € R,

pak také (b,a) € R;
S

e antisymetrickd, pravé kdyz pro kazdé a,b € DM plati, Ze jestlize
(a,b),(b,a) € R, pak a =10

a b
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e tranzitivni, pravé kdyZ pro kazdé a, b, c € M plati, Ze jestlize (a,b), (b,c) €
R, pak také (a,c) € R.

a b c

Nasleduji dva zakladni typy bindrnich relaci; kde R je
e relace ekvivalence, pravé kdyz je R reflexivni, symetrickd a tranzitivni;

e (CdsteCné usporadani, pravé kdyz je R reflexivni, antisymetrickd a tranzi-
tivni (Zasto ¥ikdme jen usporadani).

Pozor, mize byt relace symetrickd i antisymetrickd zdroven? ©1/Ano!

<D <D <D
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Ukazkové binarni relace

Priklad 4.5. Neékolik pfikladii relaci definovanych v pFirozeném jazyce.

Necht M je mnoZina vdech studentii 1. ro¢niku FI. UvaZme postupné relace
R C M x M definované takto

e (x,y) € R pravé kdyZ x a y maji stejné rodné &islo;
o (z,y) € R pravé kdyZz x ma stejnou vysku jako y (dejme t. na celé mm);
e (x,y) € R pravé kdyZ vyska = a y se nelidi vice jak o 2 mm;
e (x,y) € R pravé kdyZz x m3 alespoii takovou vysku jako v;
e (x,y) € R pravé kdyZz  m3 jinou vy¥ku neZ y (dejme tomu na celé mm);
e (x,y) € R pravé kdyZ x je zamilovdn(a) do v.

Které z nich tedy jsou ekvivalenci nebo usporadanim? O
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Priklad 4.6. Jaké vlastnosti maji ndsledujici relace?

e Bud R C N x N definovand takto (z,y) € R pravé kdyz = dé&li y.
((v:éstecv:né usporadani, ale ne kazdd dvé &isla jsou porovnatelnd.)

e Bud R C N x N definovand takto (z,y) € R pravé kdyZ = a y maji stejny
zbytek po déleni &islem 5. (Ekvivalence.)

e Necht F'={f| f: N — N} je mnoZina funkci. Bud R C F'x F definovanj
takto (f,g) € R pravé kdyz f(z) < g(z) pro vdechna z. (Ireflexivni,

antisymetricka a tranzitivni, ale ne reflexivni — neni uspotadanim.) -
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4.4 Relace ekvivalence

e Podle Definice 4.4 je relace R C M x M ekvivalence pravé kdyZ R je
reflexivni, symetricka a tranzitivni. Tyto t¥i vlastnosti tedy musi byt spInény
a ovéfeny k dikazu toho, Ze dand relace R je ekvivalence.

e Jak vypada graf relace ekvivalence?

e Neformdlng& ¥eceno; ekvivalence je relace R C M x M, takova, ze (x,y) € R
pravé kdyZ x a y jsou v néjakém smyslu ,stejné".
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Dalsi ukazkové binarni relace

P¥iklad 4.7. Necht M je mnoZina viech studentii 1. ro¢niku Fl. UvaZme pos-
tupné relace R C M x M a zkoumejme, zda se jednd o ekvivalence:

e (x,y) € R pravé kdyZz x md stejnou vysku jako y;

e (x,y) € R pravé kdyZ x md stejnou barvu vlast jako v;

e (x,y) € R pravé kdyZ x,y maji stejnou vysku a stejnou barvu vlasi;

e (x,y) € R pravé kdyz x,y maji stejnou vysku nebo stejnou barvu vlasi.

U kterého body se nejedna o relaci ekvivalence a pro¢?

Je to posledni p¥ipad, kdy neni spln&na tranzitivital O

Tvrzeni 4.8. Necht R,S jsou dvé& relace ekvivalence na stejné mnoZin& M.
Pak jejich prinik RN S je opét relaci ekvivalence.
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Priklad 4.9. Necht R C N x N je bindrni relace definovand takto: (xz,y) € R
pravé kdy? |x — y| je dé&litelné t¥emi.

V jakém smyslu jsou zde = a y ,stejné”?  Davaji stejny zbytek po déleni tfemi.
O

Pt¥iklad 4.10. Bud' R bindrni relace mezi viemi studenty na predndsce Fl: 1B00O
definovand takto: (z,y) € R prdvé kdyZ x iy sedi v prvni lavici.

UZ na ,prvni pohled” jde o relaci symetrickou a tranzitivni. Pro¢ se v tomto
p¥ipadé nejedna o relaci ekvivalence?

ProtoZe neni reflexivni pro studenty sedici v dalich lavicich. (TakZe si davejte
dobry pozor na spradvné pochopeni definic.) O
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4.5 Rozklady a jejich vztah k ekvivalencim

Definice 4.11. Rozklad mnoziny. Necht M je mnoZina.

Rozklad (na) M je mnozina podmnozin N' C 2™ spliujici ndsl. t¥i podminky:
e ) & N (tj. kazdy prvek N je neprdzdnd podmnoZzina M);
e pokud A, B € N, pak bud A = B nebo AN B = (;
e UnenyA=M.

Prvkiim A se také ¥ika t¥idy rozkladu.

e Bud M = {a,b,c,d}. Pak N' = {{a},{b,c},{d}} je rozklad na M.

e Necht Ag={keN|kmod3=0} A4 ={keN|kmod3=1}
Ay ={k € N |k mod 3 =2}.
Pak N = {Ap, A1, A2} je rozklad viech pFirozenych &isel N podle
zbytkovych t¥id.

KaZdy rozklad N na M jednozna&né& urluje jistou ekvivalenci Ry na M:
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Véta 4.12. Necht M je mnoZina a N rozklad na M. Necht Ryr € M x M je
relace na M definovand takto

(z,y) € Ry pravé kdyZ existuje A € N takovd, Ze z,y € A.
Pak Rys je ekvivalence na M.

Diikaz: DokdZeme, Ze Ry je reflexivni, symetricka a tranzitivni (Def. 4.4).

o Reflexivita: Bud x € M libovolné. Jelikoz A je rozklad na M, musi existo-
vat A € N takové, ze = € A (jinak spor se tfeti podminkou z Definice 4.11).
Proto (z,x) € Ry, tedy Rr je reflexivni.

e Symetrie: Necht (z,y) € Ry. Podle definice Rj pak existuje A € N
takovd, Ze x,y € A. To ale znamend, Ze také (y,z) € Ry podle definice
Rys, tedy Rjs je symetricka.

e Tranzitivita: Necht (z,y), (y,2) € Ryr. Podle definice Rys existuji A, B €
N takové, Ze x,y € Aay,z € B. Jelikoz ANB # (), podle druhé podminky
z Definice 4.11 plati A = B. Tedy z,z € A = B, proto (z,z) € Ry podle

definice Ry, .
ini N -

Petr Hlinény, FI MU Brno, 2011 FI1: 1B000: Relace a funkce, Ekvivalence



KaZd3 ekvivalence R na M naopak jednozna&né urluje jisty rozklad M /R na M:

Véta 4.13. Necht M je mnoZina a R ekvivalence na M. Pro kaZdé x € M
definujeme mnoZinu
[z] ={y € M | (z,y) € R}.

Pak {[x] | z € M} je rozklad na M, ktery zna&ime M /R.

Diikaz: Dokdzeme, Ze M /R spliiuje podminky Definice 4.11.
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e Pro kazdé [z] € M/R plati [x] # (), nebot z € [z].

e Necht [z], [y] € M/R. UkdZeme, Ze pokud [z] N [y] # 0, pak [z] = [y].
Jestlize [x] N [y] # 0, existuje z € M takové, Ze z € [z] a z € [y]. Podle
definice [z] a [y] to znamend, Ze (x, z), (y, z) € R. JelikoZ R je symetricka a
(y,2) € R, plati (z,y) € R. JelikoZ (x, 2),(z,y) € R a R je tranzitivni, plati
(z,y) € R. Proto také (y,z) € R (opét ze symetrie R). ~Nyni dokdZeme,
ze [y| = [z]:

# ,[z] € [y]": Necht v € [z]. Pak (z,v) € R podle definice [z]. Déle (y,z) €
R (viz vy3e), tedy (y,v) € R nebot R je tranzitivni. To podle definice [y]
znamend, ze v € [y].

* ,[y] C [z]": Necht v € [y]. Pak (y,v) € R podle definice [y]. Déle (z,y) €
R (viz vy¥e), tedy (x,v) € R nebot R je tranzitivni. To podle definice [z]
znameng, ze v € [z].

o Plati Uy e rl7] = M, nebot z € [z] pro kazdé = € M. -
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