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8 Dokazováńı vlastnost́ı algoritmů8 Dokazováńı vlastnost́ı algoritmů

Jak jste asi již poznali, uměńı programovat neńı zdaleka jen o tom naučit se syntaxi
programovaćıho jazyka, ale p̌redevš́ım o schopnosti vytvá̌ret a správně formálně za-
pisovat algoritmy. Přitom situace, kdy programátorem zapsaný kód poč́ıtá něco trochu
jiného, než si programátor p̌redstavuje, je snad nejčastěǰśı programátorskou chybou –
o to zákěrněǰśı, že ji žádný

”
chytrý“ p̌rekladač nemůže odhalit.

2

Proto již od počátku seriózńıho studia informatiky je vhodné klást důraz na správné
chápáńı zápisu algoritmů i na důkazy jejich vlastnost́ı a správnosti. 2

Stručný p̌rehled lekce

* Jakými postupy ově̌rovat, že poč́ıtačový program
”
správně funguje“?

* Použit́ı matematické indukce k dokazováńı vlastnost́ı algoritmů.

* Několik konkrétńıch algoritmů a jejich důkaz̊u.
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Neformálně o
”
správnosti“ programůNeformálně o

”
správnosti“ programů

Jak se máme přesvědčit, že je daný program
”
správný“?2

• Co ťreba laděńı programů? 2

Jelikož počet možných vstupńıch hodnot je (v principu) neohraničený, nelze
otestovat všechna možná vstupńı data.2

• Situace je zvláště komplikovaná v př́ıpadě paralelńıch, randomizovaných,
interaktivńıch a nekonč́ıćıch programů (operačńı systémy, systémy ř́ızeńı
provozu apod.). Takové systémy maj́ı nedeterministické chováńı a opako-
vané experimenty vedou k r̊uzným výsledk̊um.
Nelze je tud́ıž ani rozumně ladit. . . 2

• V některých př́ıpadech je však ťreba ḿıt naprostou jistotu, že program
funguje tak jak má, př́ıpadně že splňuje základńı bezpečnostńı požadavky.2

∗ Pro
”
malé“ algoritmy je možné podat přesný matematický důkaz2.

∗ Nar̊ustaj́ıćı složitosti programových systémů si pak vynucuj́ı vývoj jiných

”
spolehlivých“ formálńıch verifikačńıch metod.
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Připomenut́ı našeho formálńıho popisu algoritmů

• Proměnné nebudeme deklarovat ani typovat, pole odlǐśıme závorkami p[].

• Přǐrazeńı hodnoty zapisujeme a← b, př́ıpadně a:=b, ale nikdy ne a=b.

• Jako elem. operace je možné použ́ıt jakékoliv aritmetické výrazy v běžném
matematickém zápise. Rozsahem a přesnost́ı č́ısel se zde nezabýváme.

• Podḿıněné větveńı uvedeme kĺıčovými slovy if ... then ... else ...

fi , kde else větev lze vynechat (a někdy, na jednom řádku, i fi).

• Pevný cyklus uvedeme kĺıčovými slovy foreach ... do ... done , kde
část za foreach muśı obsahovat předem danou konečnou množinu hodnot
pro přǐrazováńı do ř́ıd́ıćı proměnné.

• Podḿıněný cyklus uvedeme kĺıčovými slovy while ... do ... done .
Zde se může za while vyskytovat jakákoliv logická podḿınka.

• V zápise použ́ıváme jasné odsazováńı (zleva) podle úrovně zanǒreńı ř́ıd́ıćıch
struktur (což jsou if, foreach, while).

• Pokud je to dostatečně jasné, elementárńı operace nebo podḿınky můžeme
i ve formálńım zápise popsat běžným jazykem.
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8.1 Jednoduché indukčńı dokazováńı8.1 Jednoduché indukčńı dokazováńı

Př́ıklad 8.1. Zjistěte, kolik znak̊u ’x’ v závislosti na celoč́ıselné hodnotě n
vstupńıho parametru n vyṕı̌se následuj́ıćı algoritmus.

Algoritmus 8.2.
foreach i← 1,2,3,...,n-1,n do

foreach j← 1,2,3,...,i-1,i do

vytiskni ’x’;

done

done 2

Nejprve si uvědoḿıme, že druhý (vnǒrený) cyklus vždy vytiskne celkem i znak̊u
’x’. Proto iteraćı prvńıho cyklu (nejsṕı̌se) dostaneme postupně 1+2+ · · ·+n
znak̊u ’x’ na výstupu, což již v́ıme (Př́ıklad 2.7), že je celkem 1

2
n(n + 1).

2Budeme tedy dokazovat následuj́ıćı tvrzeńı:

Věta. Pro každé přir. n Algoritmus 8.2 vyṕı̌se právě 1

2
n(n+1) znak̊u ’x’.
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Algoritmus 8.2.
foreach i← 1,2,3,...,n-1,n do

foreach j← 1,2,3,...,i-1,i do

vytiskni ’x’;

done

done 2

Věta. Pro každé přir. n Algoritmus 8.2 vyṕı̌se právě 1

2
n(n+ 1) znak̊u ’x’.

Důkaz: Postupujeme indukćı podle n. Báze pro n = 0 je žrejmá, neprovede se
ani jedna iterace cyklu a tud́ıž bude vytǐstěno 0 znak̊u ’x’, což máme dokázat.2

Necht’ tedy tvrzeńı plat́ı pro jakékoliv n0 a položme n = n0 + 1. Prvńıch n0

iteraćı vněǰśıho cyklu podle indukčńıho předpokladu vyṕı̌se (ve vniťrńım cyklu)
celkem 1

2
n0(n0 + 1) znak̊u ’x’. Pak již následuje jen jedna posledńı iterace

vněǰśıho cyklu s i← n=n0+1 a v ńı se vniťrńı cyklus j← 1,2,...,i=n iteruje
celkem n = n0 + 1 -krát. 2Celkem tedy bude vytǐstěn tento počet znak̊u ’x’:

1

2
n0(n0 + 1) + n0 + 1 =

1

2
(n0 + 1 + 1)(n0 + 1) =

1

2
n(n+ 1)

Důkaz indukčńıho kroku je hotov.
2
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Př́ıklad 8.3. Zjistěte, kolik znak̊u ’z’ v závislosti na celoč́ıselné hodnotě n
vstupńıho parametru n vyṕı̌se následuj́ıćı algoritmus.

Algoritmus 8.4.
st ← "z";

foreach i← 1,2,3,...,n-1,n do

vytiskni řetězec st;

st ← st . st ; (žretězeńı dvou kopíı st za sebou)
done 2

Zkuśıme-li si výpočet simulovat pro n = 0, 1, 2, 3, 4 . . . , postupně dostaneme
počty ’z’ jako 0, 1, 3, 7, 15 . . . . 2Na základě toho již neńı obt́ıžné

”
uhodnout“,

že počet ’z’ bude (asi) obecně určen vztahem 2n − 1. Toto je však ťreba
dokázat! 2

Jak záhy zjist́ıme, matematická indukce na naše tvrzeńı p̌ŕımo
”
nezab́ırá“, ale mnohem

lépe se nám povede s následuj́ıćım p̌rirozeným ześıleńım dokazovaného tvrzeńı:
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Algoritmus 8.4.
st ← "z";

foreach i← 1,2,3,...,n-1,n do

vytiskni řetězec st;

st ← st . st ; (žretězeńı dvou kopíı st za sebou)
done

Věta. Pro každé přirozené n Algoritmus 8.4 vyṕı̌se právě 2n−1 znak̊u ’z’
a proměnná st bude na konci obsahovat řetězec 2n znak̊u ’z’. 2

Důkaz: Postupujeme indukćı podle n. Báze pro n = 0 je žrejmá, neprovede se
ani jedna iterace cyklu a tud́ıž bude vytǐstěno 0 znak̊u ’z’, což máme dokázat.2

Necht’ tedy tvrzeńı plat́ı pro jakékoliv n0 a položme n = n0 + 1. Podle in-
dukčńıho předpokladu po prvńıch n0 iteraćıch bude vytǐstěno 2n0−1 znak̊u ’z’
a proměnná st bude obsahovat řetězec 2n0 znak̊u ’z’. V posledńı iteraci cyklu
(pro i← n=n0+1) vytiskneme daľśıch 2n0 znak̊u ’z’ (z proměnné st) a dále
řetězec st

”
zdvojnásob́ıme“. 2

Proto po n iteraćıch bude vytǐstěno celkem 2n0 −1+2n0 = 2n0+1−1 = 2n−1
znak̊u ’z’ a v st bude uloženo 2 · 2n0 = 2n0+1 = 2n znak̊u ’z’.

2
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8.2 Algoritmy pro relace8.2 Algoritmy pro relace

V daľśıch pokročileǰśıch ukázkách voĺıme algoritmy pro relace.

Algoritmus 8.5. Symetrický uzávěr.
Pro danou relaci R na n-prvkové množině A = {a1, a2, . . . , an} vytvǒŕıme jej́ı

symetrický uzávěr
↔
R takto:

↔
R ← R ;

foreach i← 1,2,...,n-1,n do

foreach j← 1,2,...,n-1,n do

if (ai, aj) ∈ R ∧ (aj , ai) 6∈ R then
↔
R ←

↔
R ∪{(aj , ai)} ;

done

done 2

Důkaz: Zde neńı důkaz v̊ubec obt́ıžný. Relace
↔
R ⊇ R je žrejmě symetrická,

nebot’ (vniťrńı) tělo cyklu pro všechny dvojice (ai, aj) ∈ R přidá i (aj , ai).

Z druhé strany všechny dvojice
”
přidané“ v

↔
R \R muśı být obsaženy podle

definice symetrické relace, takže
↔
R je skutečně symetrickým uzávěrem podle

definice uzávěru relace. 2
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Algoritmus 8.6. Tranzitivńı uzávěr.
Pro danou relaci R na n-prvkové množině A = {a1, a2, . . . , an} vytvǒŕıme jej́ı
tranzitivńı uzávěr R+ takto:

R+ ← R ;

foreach k← 1,2,...,n-1,n do

foreach i← 1,2,...,n-1,n; j← 1,2,...,n-1,n do

if (ai, ak) ∈ R+ ∧ (ak, aj) ∈ R+ then

if (ai, aj) 6∈ R+ then R+ ← R+ ∪ {(ai, aj)} ;
fi

done

done 2

Jak by se dala dokázat správnost popsaného algoritmu? Př́ımá aplikace indukce
podle n nevypadá př́ınosně. . . (Zkuste si sami!)2

Nejkratš́ı cesta k ćıli vede použit́ım indukce (podle proměnné k vněǰśıho cyklu)
na vhodně ześıleném tvrzeńı. Pro jeho formulaci si definujeme, že relace S na
A je k-částečně tranzitivńı, pokud pro libovolná i, j a pro ℓ ≤ k plat́ı, že z
(ai, aℓ), (aℓ, aj) ∈ S vyplývá (ai, aj) ∈ S.
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Věta. Po každých k ≥ 0 iteraćıch vněǰśıho cyklu Algoritmu 8.6 aktuálńı
hodnota relace R+ udává k-částečně tranzitivńı uzávěr relace R na A. 2

Důkaz: Báze indukce pro k = 0 jasně plat́ı, nebot’ věta v tom př́ıpadě nic
něŕıká.2

Předpokládejme nyńı, že tvrzeńı plat́ı pro nějaké k0 ≥ 0 a dokažme jej i pro
k = k0+1. Zřejmě stač́ı uvažovat př́ıpad k0 < n. Každá dvojice (ai, aj) přidaná
do R+ uvniťr cykl̊u muśı náležet do k-částečně tranzitivńıho uzávěru podle
definice. Zbývá zdůvodnit, proč každá dvojice (ai, aj) náležej́ıćı do k-částečně
tranzitivńıho uzávěru, ale ne do k0-částečně tranzitivńıho uzávěru, bude do R+

v k-té iteraci přidána. 2

Neńı těžké ově̌rit, že (ai, aj) nálež́ı do k-částečně tranzitivńıho uzávěru, právě
když v relaci R nalezneme takovou cestu

”
po šipkách“ z ai do aj, která přecháźı

pouze přes prvky aℓ kde ℓ ≤ k. V naš́ı situaci vyplývá, že taková cesta muśı
použ́ıt i prvek ak (jen jednou!), a proto (ai, ak) i (ak, aj) nálež́ı do k0-částečně
tranzitivńıho uzávěru R. V k-té iteraci tud́ıž bude př́ıslušná if podḿınka splněná
a (ai, aj) bude přidána do R+. 2
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8.3 Dokazováńı konečnosti algoritmu8.3 Dokazováńı konečnosti algoritmu

Všimněte si, že jsme se zat́ım v důkazech v̊ubec nezamýšleli nad t́ım, zda náš algoritmus
v̊ubec skonč́ı. (To neńı samožrejmé a důkaz konečnosti je nutno v obecnosti podávat!)2

Prozat́ım jsme však ukazovali algoritmy využ́ıvaj́ıćı jen foreach cykly, p̌ritom podle naš́ı
konvence obsahuje foreach cyklus p̌redem danou konečnou množinu hodnot pro ř́ıd́ıćı
proměnnou, neboli náš foreach cyklus vždy muśı skončit. Ale už v p̌ŕı̌st́ım algoritmu
využijeme while cyklus, u kterého v̊ubec neńı jasné kdy a jestli skonč́ı, a tud́ıž bude
poťrebný i důkaz konečnosti. 2

Metoda 8.7. Důkaz konečnosti.
Máme-li za úkol dokázat, že algoritmus skonč́ı, vhodný postup je následuj́ıćı:

• Sledujeme zvolený celoč́ıselný a zdola ohraničený parametr algoritmu
(ťreba přirozené č́ıslo) a dokážeme, že se jeho hodnota v pr̊uběhu algo-
ritmu neustále osťre zmenšuje. 2

• Př́ıpadně předchoźı př́ıstup rozš́ı̌ŕıme na zvolenou k-tici přirozených
parametr̊u a dokážeme, že se jejich hodnoty v pr̊uběhu algoritmu lexiko-
graficky osťre zmenšuj́ı.

Pozor, naše
”
parametry“ v̊ubec nemusej́ı být proměnnými v programu.
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Algoritmus 8.8. Cykly permutace.
Pro danou permutaci π na n-prvkové neprázdné množině A = {1, 2, . . . , n}
vyṕı̌seme jej́ı cykly (viz Odd́ıl 6.4) takto:

U ← {1, 2, . . . , n} = A;
while U 6= ∅ do

x ← min(U); (nejmenš́ı prvek množiny)
zač́ınáme výpis cyklu ’〈’ ;
while x∈U do

vytiskneme x;

U ← U\{x} ; x ← π(x) ;
done

ukonč́ıme výpis cyklu ’〉’ ;
done

Jak dokážeme správnost tohoto algoritmu? 2

Opět plat́ı, že př́ımá aplikace indukce podle n nepřinese nic podstatného. Důkaz
si tentokrát rozděĺıme na dvě části (podle dvou while cykl̊u). Všimněte se nav́ıc,
že tentokrát je nezbytnou součást́ı důkazu správnosti algoritmu i důkaz, že oba
while cykly vždy skonč́ı.
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while U 6= ∅ do

........

done

Věta. Za předp., že vniťrńı while cyklus pro jakoukoliv poč. volbu x

skonč́ı, vyṕı̌se cyklus permutace π obsahuj́ıćı x a odebere všechny prvky to-
hoto cyklu z množiny U, Algoritmus 8.8 vždy skonč́ı se správným výsledkem.
2

Důkaz: Postupujeme indukćı podle počtu cykl̊u v permutaci π. Jediný cyklus v
π (báze indukce) je vypsán dle předpokladu věty a množina U z̊ustane prázdná,
tud́ıž vněǰśı while cyklus skonč́ı po prvńı iteraci a výsledek je správný. 2

Podlě Věty 6.6 se každá permutace dá zapsat jako složeńı disjunktńıch cykl̊u.
Necht’ π je tedy složena z ℓ > 1 cykl̊u. Po prvńı iteraci while cyklu zbude
v restrikci permutace π na množinu U celkem ℓ − 1 cykl̊u. Podle indukčńıho
předpokladu pak tyto zbylé cykly budou správně vypsány a algoritmus skonč́ı.

2

Vid́ıte, že v tomto důkaze indukćı je indukčńı krok zcela triviálńı a důležitý je zde
p̌redevš́ım základ indukce?
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while x∈U do

vytiskneme x;

U ← U\{x}; x ← π(x) ;
done

Věta. Pokud π je permutace, tak vniťrńı while cyklus vždy skonč́ı a
nalezne v π cyklus obsahuj́ıćı libovolný počátečńı prvek x ∈ U . Nav́ıc
všechny prvky nalezeného cyklu odebere z množiny U . 2

Důkaz: Zde př́ımo zopakujeme argument důkazu Věty 6.6: Vezmeme libovolný
prvek x = x1 ∈ U a iterujeme zobrazeńı xi+1 = π(xi) pro i = 1, 2 . . . , až
dojde ke zopakováńı prvku xk = xj pro k > j ≥ 1. (To muśı nastat, nebot’

A je konečná.) Jelikož prvek xj byl již odebrán z U , v kroku x = xk dojde
k ukončeńı našeho while cyklu. Nadto je π prostá, a proto nemůže nastat
xk = xj = π(xj−1) pro j > 1. Takto byl nalezen a odebrán z U cyklus
〈a1, . . . , ak−1〉 a důkaz je hotov. 2
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8.4 Zaj́ımavé algoritmy aritmetiky8.4 Zaj́ımavé algoritmy aritmetiky

Např́ıklad umocňováńı na velmi vysoké exponenty je podkladem RSA šifry:

Algoritmus 8.9. Binárńı postup umocňováńı.
Pro daná č́ıslo a, b vypočteme jejich celoč́ıselnou mocninu (omezenou na
zbytkové ťŕıdy modulo m kv̊uli prevenci přetečeńı rozsahu celých č́ısel v
poč́ıtači), tj. c = ab mod m.

c← 1;

while b> 0 do

if b mod 2 > 0 then c ← (c·a) mod m ;

b ← ⌊b/2⌋ ; a ← (a·a) mod m ;

done

výsledek c ; 2

Zde použijeme k důkazu správnosti algoritmu indukci podle délky ℓ binárńıho
zápisu č́ısla b.

Věta. Algoritmus 8.9 skonč́ı a správně vypočte hodnotu c = ab mod m.
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c← 1;

while b> 0 do

if b mod 2 > 0 then c ← (c·a) mod m ;

b ← ⌊b/2⌋ ; a ← (a·a) mod m ;

done

výsledek c ;

Důkaz: Báze indukce je pro ℓ = 1, kdy b = 0 nebo b = 1. Přitom pro b = 0
se cyklus v̊ubec nevykoná a výsledek je c = 1. Pro b = 1 se vykoná jen jedna
iterace cyklu a výsledek je c = a mod m. 2

Necht’ tvrzeńı plat́ı pro ℓ0 ≥ 1 a uvažme ℓ = ℓ0 + 1. Pak žrejmě b ≥ 2 a
vykonaj́ı se alespoň dvě iterace cyklu. Po prvńı iteraci bude a′ = a2, b′ = ⌊b/2⌋
a c′ = (ab mod 2) mod m. Tud́ıž délka binárńıho zápisu b′ bude jen ℓ0 a podle
indukčńıho předpokladu zbylé iterace algoritmu skonč́ı s výsledkem

c = c′ · a′ b′ mod m =
(

ab mod 2 · a2⌊b/2⌋
)

mod m = ab mod m.
2
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Na závěr lekce si ukážeme jeden netradičńı krátký algoritmus a jeho analýzu a
důkaz ponecháme zde otev̌rené. Dokážete popsat, na čem je algoritmus založen?

Algoritmus 8.10. Celoč́ıselná odmocnina.
Pro dané přirozené č́ıslo x vypočteme dolńı celou část jeho odmocniny r =
⌊√x⌋.

p← x; r← 0;

while p> 0 do

while (r + p)2 ≤ x do r ← r+p ;

p ← ⌊p/2⌋ ;
done

výsledek r ;


