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1. [2 body]
a) Uvazme abecedu ¥ = {a} a relaci R, nad ¥* definovanou takto:
uR,v <= |u| mod 3=0A |v| mod 3 =0.
e Rozhodnéte, ktera slova z mnoziny {¢, a, aa, aaa, aaaa} jsou spolu v relaci a ktera
nikoliv a vysledek znazornéte do obrazku nize, tj. spojte Sipkou vedouci z u do v
vSechna u a v takova, ze u R, v. Pokud u R, v i v R, u, muzete pouzit " dvojsipku”—
jednu ¢aru se Sipkami na obou koncich. Nezapomente udélat Sipku z v do u v
piipadé, ze u R, u.
e Je R, ekvivalence? Zduvodnéte.

e Je R, prava kongruence? Zduvodnéte.

b) Provedte totéz pro relaci R, nad ¥* definovanou takto:

uRpv <= (Jul mod 3=0 <= |v| mod 3 =0).
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Reseni: Relace jsou zndzornény v obrazcich vyse.

Relace R, neni reflexivni (napt. neplati a R, a), neni proto relaci ekvivalence, a tudiz neni
ani relaci pravé kongruence.

Relace Ry je reflexivni, symetricka i tranzitivni, je proto relaci ekvivalence. Tyto vlastnosti
ziejmé plynou z vlastnosti vyrokového operatoru <= . Relace R, ovSem neni relaci pravé
kongruence, nebot plati a R, aa, ale neplati aa Ry aaa.

Bonus: [+1 bod]
¢) Provedte totéz pro relaci R, nad ¥* definovanou takto:

uR.v <= (|u] mod 3 =0 = |v] mod 3 =0).
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Reseni: Relace R. neni symetrické (napf. a R.¢, ale neplati € R.a), proto neni relaci ekvi-
valence, a tedy ani relaci pravé kongruence.
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2. [2 body] Rozhodnéte a zduvodnéte, zda plati:

e Existuje regularni jazyk L C {a,b}* a prava kongruence ~ na {a,b}* takova, ze L je
sjednocenim nékterych tiid rozkladu {a,b}* podle ~ a index ~ je dvojnasobkem
indexu ~,.

e Existuje regularni jazyk L C {a,b}* a prava kongruence ~ na {a,b}* takova, ze L je
sjednocenim nékterych tiid rozkladu {a,b}* podle ~ a index ~ je dvojnasobkem
indexu ~.

(Pozn. Pokud bude Vase odpovéd ,ano, plati“, uvedte zcela konkrétni pifklad takového
jazyka L a pravé kongruence ~, a zdivodnéte. Pokud bude Vase odpovéd ,ne, neplati®,
pokuste argumentovat, pro¢ to neplati pro zadny jazyk L a zaddnou pravou kongruenci ~).

Bonus: [+1 bod]

Jak by se zménily odpovédi, pokud bychom netrvali na regularité jazyka L? Zduvodnéte.

ResSeni:

e Prvni tvrzeni plati. Vezméme si L = () (tedy ~, = * x E*) a ~ = {(g,6)}UET x ¥T.
Index ~p, je 1 a index ~ je 2.

e Druhé tvrzeni neplati. Vime totiz, ze prefixova ekvivalence pro jazyk L je nejvétsi
prava kongruence s vlastnosti, ze L je sjednocenim nékterych tiid ji odpovidajicicho
rozkladu na X*. Pro kazdou takovou pravou kongruenci ~ tedy musi platit, ze index
~ je vétsi nebo roven indexu ~.

e Bonus: Pokud ze zadanych tvrzeni vyjmeme pozadavek na regularitu jazyka L, obé
tvrzeni plati. Staci vzit libovolny neregularni jazyk L a vzit ~ = ~. Pak jsou oba
indexy nekoneéné, a tudiz je mozno tvrdit, Ze je jeden dvojnasobkem druhého.



