
IB102 – úkol 4 – řešeńı Odevzdáńı: 24. 10. 2011
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1. [2 body]

a) Uvažme abecedu Σ = {a} a relaci Ra nad Σ∗ definovanou takto:

uRa v ⇐⇒ |u| mod 3 = 0 ∧ |v| mod 3 = 0.

• Rozhodněte, která slova z množiny {ε, a, aa, aaa, aaaa} jsou spolu v relaci a která
nikoliv a výsledek znázorněte do obrázku ńıže, tj. spojte šipkou vedoućı z u do v
všechna u a v taková, že uRa v. Pokud uRa v i v Ra u, můžete použ́ıt ”dvoǰsipku”–
jednu čáru se šipkami na obou konćıch. Nezapomeňte udělat šipku z u do u v
př́ıpadě, že uRa u.

• Je Ra ekvivalence? Zd̊uvodněte.

• Je Ra pravá kongruence? Zd̊uvodněte.

b) Proved’te totéž pro relaci Rb nad Σ∗ definovanou takto:

uRb v ⇐⇒ (|u| mod 3 = 0 ⇐⇒ |v| mod 3 = 0).

a)

ε

aaaa a

aaa aa

b)

ε

aaaa a

aaa aa

Řešeńı: Relace jsou znázorněny v obrázćıch výše.
Relace Ra neńı reflexivńı (např. neplat́ı aRa a), neńı proto relaćı ekvivalence, a tud́ıž neńı

ani relaćı pravé kongruence.
RelaceRb je reflexivńı, symetrická i tranzitivńı, je proto relaćı ekvivalence. Tyto vlastnosti

zřejmě plynou z vlastnost́ı výrokového operátoru ⇐⇒ . Relace Rb ovšem neńı relaćı pravé
kongruence, nebot’ plat́ı aRb aa, ale neplat́ı aaRb aaa.

Bonus: [+1 bod]

c) Proved’te totéž pro relaci Rc nad Σ∗ definovanou takto:

uRc v ⇐⇒ (|u| mod 3 = 0⇒ |v| mod 3 = 0).



c)

ε

aaaa a

aaa aa

Řešeńı: Relace Rc neńı symetrická (např. aRc ε, ale neplat́ı εRc a), proto neńı relaćı ekvi-
valence, a tedy ani relaćı pravé kongruence.
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2. [2 body] Rozhodněte a zd̊uvodněte, zda plat́ı:

• Existuje regulárńı jazyk L ⊆ {a, b}∗ a pravá kongruence ∼ na {a, b}∗ taková, že L je
sjednoceńım některých tř́ıd rozkladu {a, b}∗ podle ∼ a index ∼ je dvojnásobkem
indexu ∼L.

• Existuje regulárńı jazyk L ⊆ {a, b}∗ a pravá kongruence ∼ na {a, b}∗ taková, že L je
sjednoceńım některých tř́ıd rozkladu {a, b}∗ podle ∼ a index ∼L je dvojnásobkem
indexu ∼.

(Pozn. Pokud bude Vaše odpověd’
”
ano, plat́ı“, uved’te zcela konkrétńı př́ıklad takového

jazyka L a pravé kongruence ∼, a zd̊uvodněte. Pokud bude Vaše odpověd’
”
ne, neplat́ı“,

pokuste argumentovat, proč to neplat́ı pro žádný jazyk L a žádnou pravou kongruenci ∼).

Bonus: [+1 bod]

Jak by se změnily odpovědi, pokud bychom netrvali na regularitě jazyka L? Zd̊uvodněte.

Řešeńı:

• Prvńı tvrzeńı plat́ı. Vezměme si L = ∅ (tedy ∼L = Σ∗×Σ∗) a ∼ = {(ε, ε)}∪Σ+×Σ+.
Index ∼L je 1 a index ∼ je 2.

• Druhé tvrzeńı neplat́ı. Vı́me totiž, že prefixová ekvivalence pro jazyk L je největš́ı
pravá kongruence s vlastnost́ı, že L je sjednoceńım některých tř́ıd j́ı odpov́ıdaj́ıćıcho
rozkladu na Σ∗. Pro každou takovou pravou kongruenci ∼ tedy muśı platit, že index
∼ je větš́ı nebo roven indexu ∼L.

• Bonus: Pokud ze zadaných tvrzeńı vyjmeme požadavek na regularitu jazyka L, obě
tvrzeńı plat́ı. Stač́ı vźıt libovolný neregulárńı jazyk L a vźıt ∼ = ∼L. Pak jsou oba
indexy nekonečné, a tud́ıž je možno tvrdit, že je jeden dvojnásobkem druhého.


