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1. [2 body] Mějme následuj́ıćı jazyk:

L = {w ∈ {a, b, c, d}∗ | #a(w) = 2#b(w) a #a(w) < #c(w)}

Rozhodněte, zda je tento jazyk bezkontextový, a své rozhodnut́ı dokažte. (Pro d̊ukaz toho, že
je jazyk bezkontextový, stač́ı sestrojit př́ıslušnou bezkontextovou gramatiku nebo zásobńıkový
automat.)

Řešeńı: Jazyk L neńı bezkontextový. Dokážeme to pomoćı lemmatu o vkládáńı (Pumping
Lemma) pro bezkontextové jazyky.

Necht’ n je libovolné přirozené č́ıslo. Zvoĺıme slovo z = a2nbnc2n+1. Zřejmě plat́ı z ∈ L a
|z| > n. Nyńı prozkoumáme všechna rozděleńı z = uvwxy taková, že |vwx| ≤ n a vx 6= ε.
Každé takové rozděleńı je jednoho z těchto druh̊u:

• Část v nebo x obsahuje alespoň jedno a. Potom zřejmě ani v ani x neobsahuj́ı žádné c.
Zvoĺıme i = 2, pak zřejmě plat́ı #a(uv

2wx2y) ≥ #c(uv
2wx2y), a tedy uv2wx2y 6∈ L.

(Pumpováńım se zvětš́ı počet a, ale počet c se nezměńı.)

• Části v ani x neobsahuj́ı žádné a, ale alespoň jedna z nich obsahuje alespoň jedno b.
Zvoĺıme i = 0, pak zřejmě plat́ı #a(uv

2wx2y) > 2#b(uv
2wx2y), a tedy uv2wx2y 6∈ L.

(Pumpováńım se zmenš́ı počet b, ale počet a se nezměńı.)

• Části v ani x neobsahuj́ı žádná a ani žádná b, muśı tedy obsahovat pouze symboly c.
Zvoĺıme i = 0, pak zřejmě plat́ı #a(uv

2wx2y) ≥ #c(uv
2wx2y), a tedy uv2wx2y 6∈ L.

(Pumpováńım se zmenš́ı počet c, ale počet a se nezměńı.)

Je jasné, že tyto tři body pokrývaj́ı všechny možnosti, které mohou nastat. Ukázali jsme
tedy, že pro každé rozděleńı z = uvwxy je možno naj́ıt i takové, že uviwxiy 6∈ L. Podle
lemmatu o vkládáńı pro bezkontextové jazyky tedy L neńı bezkontextový.
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2. [2 body] Mějme gramatiku G = ({S,A,B,C,D}, {a, b}, P, S), kde

P = { S → Aa | BaC,
A → Sa | AD,
B → Sb | b,
C → CCa | b,
D → aD | bD }.

Převed’te tuto gramatiku do Greibachové normálńı formy použit́ım algoritmů z přednášky.
Poznámka: Nezapomeňte si nejdř́ıv zkontrolovat, zda je pro použit́ı algoritmů gramatika

ve vhodném vstupńım tvaru.

Řešeńı: Pro provedeńı převodu na GNF potřebujeme, aby byla gramatika bez levé rekurze
a vlastńı. Algoritmus pro odstraněńı levé rekurze rovněž vyžaduje na vstupu vlastńı grama-
tiku. Zadaná gramatika neńı vlastńı, protože neńı redukovaná, obsahuje totiž nenormovaný
neterminál. Provedeme tedy nejprve odstraněńı zbytečných neterminál̊u. Zřejmě jediný ne-
normovaný neterminál je D a po jeho odstraněńı jsou všechny neterminály normované a
dosažitelné. Máme tedy G′ = ({S,A,B,C}, {a, b}, P ′, S), kde

P ′ = { S → Aa | BaC,
A → Sa,
B → Sb | b,
C → CCa | b }.

Tato grmatika už je vlastńı, můžeme tedy provést algoritmus pro odstraněńı levé rekurze.
Nejprve si zvoĺıme uspořádáńı na neterminálech, např́ıklad S < A < B < C. Dále provád́ıme
substituci podle algoritmu. Pravidla S se neměńı:

S → Aa | BaC

V pravidlech pro A nejprve substituujeme za počátečńı S:

A→ Aaa | BaCa

Následně odstrańıme bezprostředńı levou rekurzi:

A→ BaCa | BaCaA′

A′ → aa | aaA′

V pravidlech pro B nejprve substituujeme za počátečńı S:

B → Aab | BaCb | b



Následně substituujeme za počátečńı A:

B → BaCaab | BaCaA′ab | BaCb | b

A nakonec odstrańıme bezprostředńı levou rekurzi:

B → b | bB′

B′ → aCaab | aCaA′ab | aCb | aCaabB′ | aCaA′abB′ | aCbB′

V pravidlech pro C pouze odstrańıme bezprostředńı levou rekurzi:

C → b | bC ′

C ′ → Ca | CaC ′

Výsledná gramatika bez levé rekurze je G′′ = ({S,A,A′, B,B′, C, C ′}, {a, b}, P ′′, S), kde

P ′′ = { S → Aa | BaC,
A → BaCa | BaCaA′,
A′ → aa | aaA′,
B → b | bB′,
B′ → aCaab | aCaA′ab | aCb | aCaabB′ | aCaA′abB′ | aCbB′,
C → b | bC ′,
C ′ → Ca | CaC ′ }.

Tato gramatika je zřejmě i vlastńı, můžeme tedy rovnou pokračovat algoritmem pro převod
na GNF. Lineárńı uspořádáńı splňuj́ıćı podmı́nku v algoritmu je např́ıklad C ′ < B′ < A′ <
S < A < B < C. Provedeme tedy substituci podle algoritmu a nahrad́ıme terminály na
nepočátečńıch pozićıch neterminály. Dostaneme tak výslednou gramatiku:

G′′′ = ({S,A,A′, B,B′, C, C ′, a′, b′}, {a, b}, P ′′′, S), kde

P ′′′ = { C → b | bC ′,
B → b | bB′,
A → ba′Ca′ | bB′a′Ca′ | ba′Ca′A′ | bB′a′Ca′A′,
S → ba′Ca′a′ | bB′a′Ca′a′ | ba′Ca′A′a′ | bB′a′Ca′A′a′ | ba′C | bB′a′C,
A′ → aa′ | aa′A′,
B′ → aCa′a′b′ | aCa′A′a′b′ | aCb′ | aCa′a′bxB′ | aCa′A′a′bxB′ | aCb′B′,
C ′ → ba′ | bC ′a′ | ba′C ′ | bC ′a′C ′ }.


