12. Jednoducha linearni regrese

12.1. Motivace
Cil regresni analyzy - popsat zavislost hodnot veli¢iny Y na hodnotach veli¢iny
X.
Nutnost vyfeSeni dvou problémii:
a) jaky typ funkce se pouzije k popisu dané zavislosti;
b) jak se stanovi konkrétni parametry daného typu funkce?

12.2. Specifikace klasického modelu linearni regrese

Y:Imf_p, PprooAd 1o kde

II?QB 3o} - teoreticka regresni funkce, kteréd linedrné zavisi na neznadmych
regresnich parametrech R V-R2 znamych funkcich 1 2(\, ,tp IC, které jiz
p .
neobsahuji nezndmé parametry, tj. .. _ af X, pricemz th Xo_ .
Ty P =B % =
Slozka ., - nahodna odchylka .
VeliCina Y - zavisle proménna (téz vysvétlovand) veli¢ina.
Veli€ina X - nezavisle proménna (t€z vysvétlujici) velicina.
Pofidime n dvojic pozorovani &, ¥i3. -0 Yo proi =1, ..., n plati:
Y= BB 3R k-
O néhod‘n}'/ch odchylkach ., .., pfedpokladame, ze
a) bm _ (odchylky nejsou systematicke)
b) D _ , (vSechna pozorovani jsou provadéna s touz piesnosti)
o C. . _ pro 1_, (mezi nahodnymi odchylkami neexistuje Zadny
linearni vztah)
d) o~ M‘lﬁ :

V tomto ptipadé hovoiime o klasickém modelu linearni regrese.

12.3. Oznaceni
by,b,. ,bp - odhady regresnich parametrti R YR (nejcastéji je ziskdme
metodou nejmensich ¢tverct, tj. z podminky, Ze vyraz

8}

V( _ B ’(i‘\ nabyva svého minima pro ; =b;,j =0, 1, ..., p)

0

I’IYCD),. .,.q)\ - empiricka regresni funkce

A A p

Y _Il’{(i;lb,. ‘7bp\— 'qu; X~ - regresni odhad i-t€ hodnoty veli¢iny Y (i-ta
- .10, _

predikovana hodnota veliCiny Y)

§_ _ -i-téreziduum
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"y y - rezidualni soucet Ctvercu

- odhad rozptylu ¢°

S 2
S{ y _IM}* - regresni soucet ctvelcu(n}_nYy)

S[‘ "y ITQ‘2 - celkovy soucet Ctvercu (bf o)

K ‘ Q:
R : - index determinace (0( -9( )

- 17
IDd? _ -9_ - —2'9 - adjustovany index determinace

12.4. Maticovy zapis klasického modelu linearni regrese

y: % ’ kde

Y_ Lo ' vekt01 pozorovani zavisle proménné veliCiny Y,
[ 1 f; ({1 iq

oo l - regresni matice
1 f; Icn\ @ Icn
(predpokladame ze h(X) =p+1 >n)
R= } - - vektor regresnich parametrt,

N vektor nahodnych odchylek.

Podminky (a) az (d) Ize zkracen€ zapsat ve tvaru .~ N (0, o’ I).
Maticove zapsana metoda nejmensich ¢tvercli vede na rovnice

X°’XP =X’y - systém normalnich rovnic

b= (X’X)" X’ y — odhad vektoru p ziskany metodou nejmensich &tverct
Y= Xb — vektor regresnich odhadii (vektor predikce)

e=y- y - vektor rezidui

Vlastnosti odhadu b:

- odhad b je linearni, nebot’ je vytvoien linearni kombinaci pozorovani yy, ..., y,
s matici vah XX7 X;

- odhad b je nestranny, nebot’ E(b) = f;

- odhad b m4 varianéni matici var b = 6*(X'X) ;

- odhad b ~ Np+1(B, 6> (X'X)-1) vzhledem k platnosti podminky (d);

- pro odhad b plati Gaussova - Markovova véta: Odhad b = (X'X)_1 X'y je
nejlepsi nestranny linearni odhad vektoru . (Nejlepsi v tom smyslu, ze rozdil
varian¢ni matice libovolného jiného nestranné¢ho odhadu vektoru f a varian¢ni
matice odhadu b je matice pozitivné semidefinitni.)




12.5. Intervaly spolehlivosti pro regresni parametry
S — VJJ - smérodatna chyba odhadu b;, kde vj; je j-ty diagonalni prvek matice
X'x)"
h
Proj=0, 1, ..., p statistika ’];-‘: 5; ~ tp_ _, tedy 100(1- a)% interval

spolehlivosti pro ; ma meze: q + "P— _ b

12.6. Testovani vyznamnosti modelu jako celku (celkovy F-test)
Na hladin€ vyznamnosti o testujeme

Ho: @3- o} _Q.. ) proti H;: B A 7,__Q...,O'.

(Nulovéa hypotéza tika, ze dostacujici je model konstanty.)
Testova statistika: F: /hd;p~ ma rozlozeni F(p, n-p-1), pokud Hj plati.
Kriticky obor: W: E_ pnp 1, o

F_W_. H, zamitdme na hlading vyznamnosti o.
Vysledky F-testu zapisujeme do tabulky analyzy rozptylu:

zdroj variability | soucet Ctvercil | stupné volnosti | podil statistika F

model Sk P Sr/p WP
Yoo

rezidualni Sk n-p-1 Se/(n-p-1)| -

celkovy St n-1 - -

12.7. Testovani vyznamnosti regresnich parametru (dil¢i t-testy)
Na hladiné vyznamnosti a pro j = 0,1, ..., p testujeme hypotézu
Ho: B; = 0 proti Hy: Bj # 0.

h
Testova statistika: F[; _ L ma rozloZeni t(n-p-1), pokud Hy plati.

J
Kriticky obor: W_ , t ppp 1 i pppl, .

% FW: Hy zamitame na hladiné vyznamnosti o.

12.8. Priklad: U Sesti obchodniktl byla zjiStovana poptavka po ur¢itém druhu
zboZi loni (veli¢ina X - v kusech) a letos (veli¢ina Y - v kusech).

Cislo. obchodnika |1 |2 |3 |4 |5 |6
poptavka loni (X) [20/60|70[100|150|260
poptavka letos (Y)|50]60|60|120]230|320




a) Orientacn¢ ovéite predpoklad, ze data pochazeji z dvourozmérného
normalniho rozloZeni. Vypoctéte vybeérovy koeficient korelace mezi X a Y,
interpretujte jeho hodnotu a na hladiné vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze
X a'Y jsou nezavislé nahodné veli€iny.

b) Predpokladejte, Ze zavislost letosni poptavky na lonské 1ze vystihnout
regresni pifimkou. Sestavte regresni matici, vypoctéte odhady regresnich
parametrl a napiste rovnici regresni pfimky. Interpretujte parametry regresni
piimky.

c¢) Najdéte odhad rozptylu, vypoctéte index determinace a interpretujte ho.
d) Najdéte 95% intervaly spolehlivosti pro regresni parametry.

e) Na hladin€ vyznamnosti 0,05 proved’te celkovy F-test.

f) Na hladin¢ vyznamnosti 0,05 proved'te dil¢i t-testy.

g) Vypoctéte regresni odhad letosni poptavky piti loniské poptavce 110 kust.
h) Nakreslete dvourozmérny teckovy diagram s prolozenou regresni piimkou.
Reseni:

ad a) Orientacné ovéite predpoklad, Ze data pochdzeji z dvourozmérného
normalniho rozlozeni.

Vytvotime dvourozmérny teckovy diagram s proloZzenou 95% elipsou konstantni
hustoty pravdépodobnosti:
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Ze vzhledu diagramu je patrné, Ze ptfedpoklad dvourozmérné normality je
opravnény a ze mezi lofiskou a letoSni poptavkou existuje veelku silna pfima
linedrni zavislost.



Vypoctéte vybérovy koeficient korelace mezi X a Y, interpretujte jeho hodnotu
a na hladin¢ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Ze X a Y jsou nezavislé
nahodné veliciny.

Vypoctem zjistime: 11, = 0,972, tedy mezi poptavkou loni a letos existuje velmi
silnd ptima linearni zavislost.

Kr1t1cky obor:

tl /2 2 tl 12 2700 . tQ97 t(}97 00
e € Ot

Testova statistika se realizuje v kritickém oboru, hypotézu o nezavislosti veli¢in
X a'Y tedy zamitdme na hladiné vyznamnosti 0,05.

ad b) Sestavime regresni matici.

T

3 (LA 1 70!
../I tedyX :1 lod

TLE TSRS 1115
i1 26(

Podle vzorce b: § S _Ky ziskdme odhady regresnich parametra.
Nejprve vypocitame matici

/6 66

Xx= (66010983

a k ni inverzni matici
(499084 Q003X

XXy = ( 000302200002

Dale zisk%rze soucin
XY= ( 1385

a nakonec vektor odhadi regresnlch parametrl:
b ( 0499084 (003 (Q()&()T
_Q003 02210000

Regresm pfimka ma tedy rovnlcl
y =0,6868 + 1,2665 x.
Znamena to, ze pti nulové lonské poptavce by letoSni poptavka Cinila 0,6868

kusi a pii zvySeni lonské poptavky o 10 kust by se letosni poptadvka zvedla o
12,665 kust.



ad ¢) Nyni Vypocteme vektor regresnich odhadi proménné Y (vektor predikce):
G
y-xo- |1 700 Q68(6>§ 34/

11100 12665 1234
1150 7 11966
i1 260 3297

Stanovime vektor rezidui:
35 720 (2
60 8934' | 2941
- 711201234 - 7341
'23(I) 1966' 334
1320 {3297 | 997

Pomoci vektoru rezidui vypocteme rezidudlni soucet ctvercﬁ:

& \

Sg =e’e=(23,98 -16,68 -29,34 -7,34 39,34 -9,97). : _7’32]: 3451,11.

| 334
| 7]
41D -3¢

Odhad rozptylu: S _ S

Dale pottebujeme celkovy soucet ctvercl
St=(y — my)’(y — my),
kde m, je sloupcovy vektor typu nx1 sloZeny z priméru m, zavisle proménné
veli¢iny Y. V naSem ptipadé je m, = 140. Po dosazeni do vzorce pro celkovy
soucet Ctverct tedy dostaneme

(5014

6014

I
St =(50-140, 60-140, 60-140, 120-140, 230-140, 320-140) | | 16200111 = 61800.

123014(
132014(

(Celkovy soucet Ctverct lze ziskat také tak, Ze vybérovy rozptyl veli¢iny Y
vynasobime n-1: St = 5.12360 = 61800.) Regresni soucet ¢tverci pak je:
Sk =St —Sg=61800—3451,11 = 58348,89.

Index determinace: IB \ RSé%g%g‘)_ )44,



Znamena to, ze variabilita hodnot zavisle proménné veliiny je z 94,42%
vysvétlena regresni piimkou.

(V ptipadé regresni piimky plati ID> =r;,°. V nasem piipadé bylo zjisténo, Ze 1y,
=0,972, tedy ID* = 0,9447.)

ad d) Vypocteme smérodatné chyby odhadii regresnich parametrti by a b; podle
vzorce S _ VJJ ,1=0,1, kde VJJ je j-ty diagonalni prvek matice (X'X)":
— (Q499()84 0003 0%

~00030220000
Piitom 51 uveédomime, ze vy = 0,499084, vy
So— Voo 353T /4990 (b4Z
S, _ Vii_ 353¢/Q0000_ 152
Stanovime meze 95% intervali spolehlivosti pro regresni parametry Boa B.
K tomu slouzi vzorec q + - P— _ §-J=0,1

=0,000027

95% interval spolehlivosti pro

d_ _ ngfS,_ O8C_ gc b4 6.
h_ s, _ O8C, 77€ MpaI_

Znamena to, ze -56,63 < BO < 58 s pravdépodobnosti aspoii 0,95.
95% interval spolehlivosti pro B;:
d_ 74T — ’()6 F1€ M53_ 34
h_ | >75,48q L TTE NS WY
Znamena to, ze 0,841< B1 < 1,692 s pravdépodobnosti asponi 0,95.

ad e) Provedeni celkového F-testu: na hladin€ vyznamnosti a = 0,05 testujeme

Hy: B =0 proti Hy: B; #0.
Testova statistika F hl/p 283851 _ '338‘,
- 77086,

kriticky obor: W E pn_p l’oo Eps}

Protoze se testova statistika realizuje v krltlckem oboru, hypotézu o
nevyznamnosti regresniho parametru B; (tj. smérnice regresni ptimky) zamitadme
na hladiné vyznamnosti 0,05. Vysledky testovani vyznamnosti modelu jako
celku zapiSeme do tabulky ANOVA:

zdroj soucet stupné podil statistika

variab. Ctvercl volnosti F

model Sk = p=1 Sr/p=58348,89 |68,384
58348,89

rezidualni |Sg = n-p-1 =4 Se/(n-p- -
3415,11 1)=853,78

celkovy St=61800 [n-1=35 - -




ad f) Provedeni dil¢ich t-testi:
Na hladin¢ vyznamnosti a = 0,05 testujeme Hy: By = 0 proti Hy: By # 0.

0 R .
Testova statistika: to h) 036 331
J
kr1t1cky obor:

S Wn N _pl,;o 5 Tty tao73tH00
2,77ézf1 ey ¢ B S o

Protoze se testova statistika nerealizuje v kritickém oboru, hypotézu o
nevyznamnosti regresniho parametru B (tj. posunuti regresni piimky)
nezamitame na hladin€ vyznamnosti 0,05.

Ke stejnému vysledku dospéjeme, podivame-li se na 95% interval spolehlivosti
pro Bo. Vypocitali jsme, ze -56,63 < B, < 58 s pravdépodobnosti aspon 0,95.
Protoze tento interval obsahuje 0, hypotézu Hy: B = 0 nezamitdme na hladiné
vyznamnosti 0,05.

Na hlading vyznamnosti a = 0,05 testujeme Hy: B; = 0 proti H;: B, # 0.

h 17 S-5-
Testova statistika: tlz - 'rgg: Y,
. tl /2

2P 1930 5 loyy e
sz ey ¢ e

Protoze se testova statistika realizuje v kritickém oboru, hypotézu o
nevyznamnosti regresniho parametru B; (tj. smérnice regresni piimky) zamitdme
na hladin€ vyznamnosti 0,05.

Ke stejnému vysledku dospéjeme, podivame-li se na 95% interval spolehlivosti
pro B;. Vypocitali jsme, ze 0,841<; < 1,692 s pravdépodobnosti asponi 0,95.
Protoze tento interval neobsahuje 0, hypotézu Hy: B; = 0 zamitdme na hladiné
vyznamnosti 0,05.

V ptipad¢ modelu regresni ptimky je dilci t-test pro parametr ; ekvivalentni

s celkovym F-testem.

kr1t1cky obor:

ad g) Regresni odhad pro x = 110 dostaneme pouhym dosazenim do rovnice
regresni pfimky: y_ J8€, 0€ 1 L.

ad h)
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Vypocet pomoci systému STATISTICA
Vytvotime novy datovy soubor se dvéma proménnymi X a Y a 6 ptipady:

1 Z

X Y
1 2! o]
y ol ol
< (! o]
A 10 12
< 1< 23
¢ 2 Y-

a) Orientacné ovéite predpoklad, Ze data pochazeji z dvourozmérného
normalniho rozloZeni. Vypoctéte vybérovy koeficient korelace mezi X a Y,
interpretujte jeho hodnotu a na hlading vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Ze
X a'Y jsou nezavislé nahodné veli€iny.

Zobrazime dvourozmérny teckovy diagram s proloZenou elipsou 95% konstantni
hustoty pravdépodobnosti, s jehoZ pomoci posoudime dvourozmérnou normalitu
dat: Grafy — Bodové grafy — vypneme Typ prolozeni — Proménné X, Y - OK..
Na zéalozce Detaily vybereme Elipsa Normalni — OK. Ve vzniklém
dvourozmérném teckovém diagramu zménime rozsah zobrazenych hodnot na
vodorovné a svislé ose, abychom vid¢li celou elipsu — viz obrazek vyse.
Testovani hypotézy o nezavislosti: Statistika — Zakladni statistiky /Tabulky -
Korelaéni matice — OK — 2 seznamy proménnych X, Y, OK. Na zaloZce
Moznosti zaskrtneme Zobrazit detailni tabulku vysledkii — Souhrn.

Korelace bUIKG'lé}

Znac. ko e ace |so vyznamnB)na hlad. p <,05000

1(Celé pripady vynechany u Ch
Prom. [Prom{Sm.Od] (XY T p [N Kons| Smej Kons[Smerr
prom. zav.. zav. | zav.. | zav..
X 110,00 ©69,3.
Y 140,00 111,110,9/110,944 8,269 0,007 € 0,68b 1,206/ 95,500 0, /45




Ve vystupni tabulce najdeme hodnotu vybérového korela¢niho koeficientu Ry, (r
=0,971977, tzn. Ze mezi X a Y existuje velmi silnd pfima linedrni zavislost),
realizaci testové statistiky t = 8,269474 a p-hodnotu pro test hypotézy o
nezavislosti (p =0,001167, Hy tedy zamitame na hladin€ vyznamnosti 0,05).

b) Predpokléadejte, ze zavislost letosni poptavky na lonské 1ze vystihnout
regresni pfimkou. Vypoctéte odhady regresnich parametrii a napiSte rovnici
regresni pfimky. Interpretujte parametry regresni primky.

Statistiky — Vicerozmérna regrese — Zavisle proménnd Y, nezavisle proménna X
- OK — OK — Vypocet: Vysledky regrese.

Fg/s%d%re o358 58 zaV|3|ou Tomennoy
944739 pravene
F(1,4)=68,3 4 p< 00117 merod chyba
Beta Sm.chy Sm.chy 1(4) [Urove

N=6 beta B
ADS.CI U,ooo 20,04 0,050 0,975
X 0,9/1 0,117 1,206 0,15.06,269 0,001

Ve vystupni tabulce najdeme koeficient by ve sloupci B na fadku ozna¢eném
Abs. €len, koeficient b; ve sloupci B na fadku oznaceném X. Rovnice regresni
pfimky:

y =0,686813 + 1,266484 x.

Znamena to, ze pi1 nulové lonské poptavce by letoSni poptavka Cinila 0,6868
kust a pti zvySeni loniské poptavky o 10 kusii by se letos$ni poptavka zvedla o
12,665 kusti.

c¢) Najdéte odhad rozptylu, vypoctéte index determinace a interpretujte ho.

Vratime se do Vysledky — vicendsobna regrese — Detailni vysledky — ANOVA.

Analyza rozptylu (1 abulKa1)
SoucTsY Pram Urove
Efeki| Ctver( | Ctverc
Regr¢ ooos04 100504 bo,50! U,0U7
Rezid| 3415 4 853,

Celk. | 6180(

Odhad rozptylu najdeme na fadku Rezid., ve sloupci Pramér &tverct, tedy s* =
853,78.

Index determinace je uveden v zahlavi ptivodni vystupni tabulky pod oznaenim
R2. V nasem piipadé ID* = 0,9447, tedy variabilita letodni poptavky je z 94,5%
vysvétlena regresni piimkou.

d) Najdéte 95% intervaly spolehlivosti pro regresni parametry.
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Ve vystupni tabulce vysledki regrese pfidame za proménnou Uroveti p dvé nové
proménné dm (pro dolni meze 95% intervala spolehlivosti pro regresni
parametry) a hm (pro horni meze 95% intervali spolehlivosti pro regresni
parametry). Do Dlouhého jména proménné dm resp. hm napiSeme: =v3-
v4*VStudent(0,975;4) resp. =v3+v4*VStudent(0,975;4)

Zavislo romennou Y (] %83

SIEdKY [eqrese se za K
A TR 4473 5'Gpravene R2= 93092
FI(:'j f{l) b68 334 p<,00117 hmertoécii (irjmyba odgadu r%9,¢
eta/Sm.c SM.C fovel dm m
N=6 beta) B y 1 =V3-Vi| =y 3+)
ADS.CI U,bocob 20,064 0,055 0,970 ~56 b b/,gg
X 0,9/1 0,117 1,206b 0,15, 5,1()9 UUU'I U54'| 1,091

Vidime, ze -56,63 < B, < 58 s pravdépodobnosti aspon 0,95 a 0,841< 3; < 1,692
s pravdépodobnosti aspoii 0,95.

e) Na hladiné vyznamnosti 0,05 proved’te celkovy F-test.

Testovou statistiku F-testu a odpovidajici p-hodnotu najdeme v zahlavi vystupni
tabulky regrese. Zde F = 68,384, p-hodnota < 0,00117, tedy na hladiné
vyznamnosti 0,05 zamitdme hypotézu o nevyznamnosti modelu jako celku.
(Vysledky F-testu jsou rovnéz uvedeny v tabulce ANOVA.)

f) Na hladin€ vyznamnosti 0,05 proved’te dil¢i t-testy.

Vysledky dil¢ich t-testil jsou uvedeny ve vystupni tabulce regrese. Testova
statistika pro test hypotézy Hy: By = 0 je 0,033272, p-hodnota je 0,975052.
Hypotézu o nevyznamnosti useku regresni piimky tedy nezamitdme na hlading
vyznamnosti 0,05. Testova statistika pro test hypotézy Hy: B; = 0 je 8,269474, p-
hodnota je 0,001167. Hypotézu o nevyznamnosti smérnice regresni piimky tedy
zamitame na hladin¢é vyznamnosti 0,05.

g) Vypoctéte regresni odhad letosni poptavky pfti loniské poptavee 110 kust.
Pro vypocet predikované hodnoty zvolime Rezidua/ptedpoklady/predpovedi

Ptedpovédi zavisle proménné X: 110 OK. Ve vystupni tabulce je hledana
hodnota oznacena jako Predpovéd'.
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Predpovezene hodn(
promenneé: Y
.| B-vaiHodn(,B-va:
Promén Hodi
X 1,Z0b 110,0 159,05
ADS. Cle U,bc
Pred%m T40,0
-99,0% 100,38
+Y0,U% 173,71

Pti lofiské poptavee 110 kusii je predikovana hodnota letoSni poptavky 140
kust.

h) Nakreslete dvourozmérny teCkovy diagram s prolozenou regresni piimkou.
Nakresleni regresni ptimky: Navrat do Vysledky: Vicenasobna regrese —

Rezidua/ptedpoklady/predpovédi - Rezidualni analyza — Bodové grafy —
Korelace dvou proménnych — X, Y — OK.

Y wX
Y =dB8l+1485°X
Kogae: r=918

Y
s 88 B EH

(@)

0D H & O DM VI DDD B

Jiny zpiisob: Do dvourozmérného teckoveého diagramu nakreslime regresni
pfimku tak, ze
v tabulce 2D Bodové grafy zvolime Typ proloZzeni: Linearni, OK.

BabygezYpdi X
Thlken e
Y=0a5B+1, 88X

Y
g 88388 8 8

o

0249030 MDWBODBIDDANB AR
X
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