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Funkce jedné proménné
°

Touto kapitolou zapoéneme budovani nastroji umoZiiujicich
modelovani zavislosti, které nejsou ani linedrni ani diskrétni.

S takovou potfebou se nap¥. setkdme, kdykoliv popisujeme systém
vyvijejici se v &ase a to ne jen v n&kolika vybranych okamzicich ale
~souvisle”, tj. pro véechny mozné okamziky. Nékdy je to pfimo
zdmé&r &i potfeba (tfeba ve fyzikdlnich procesech), jindy je to
vhodné p¥iblizeni diskrétniho modelu (tfeba u ekonomickych nebo
populagnich modeld).
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Polynomy

Polynomem nad okruhem R rozumime zobrazeni f : R — R dané
pro kaZzdé x € R vyrazem

1

x> f(x) =apx"+ ap_1x"" "+ -+ arx + ao,

kde a; € R, i =0,...,n, jsou pevné zadana &isla, tzv. koeficienty.
Pokud je a, # 0, fikdme, Ze polynom f je stupné& n. Stupeii
nulového polynomu neni definovan (n&kdy se klade roven —o0).
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Pro polynomy f stupné n a g stupné m, existuji jednoznacné
uréené polynomy q a r takové, Ze stupeii r je mensi neZ m nebo je
r=0af=gq-g+r. Jeli pro n€jaky prvek b € R hodnota

f(b) =0, pak to znameng, Ze v podilu f(x) = q(x)(x — b) + r(x)
musi byt r = 0. Jinak by totiZ nebylo mozné dosdhnout

f(b) = q(b) - 0+ r, kde stupeii r je nulovy. Rikdme, ¥e b je koFen
polynomu f. Stupeil g je pak pravé n — 1. Pokud ma g opét kofen,
miZeme pokralovat a po nejvyse n krocich dojdeme ke
konstatnimu polynomu. Dokazali jsme tedy, Ze kazdy nenulovy
polynom nad R ma nejvyse tolik kofent, kolik je jeho stupef.
Odtud jiZ snadno dovodime i nasledujici pozorovani.
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Dva polynomy f a g nad R jsou si rovny jako zobrazeni, pravé
kdyZ maji shodné koeficienty.
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Dva polynomy f a g nad R jsou si rovny jako zobrazeni, pravé
kdyZ maji shodné koeficienty.

Uv&domme si, Ze pro (obecngji definované) polynomy nad
kone¢nymi okruhy samozfejmé& takové tvrzeni neplati. UvaZzte napft.
polynom x? + x nad Zo.



Funkce jedné proménné
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Dva polynomy f a g nad R jsou si rovny jako zobrazeni, pravé
kdyZ maji shodné koeficienty.

Uv&domme si, Ze pro (obecngji definované) polynomy nad
kone¢nymi okruhy samozfejmé& takové tvrzeni neplati. UvaZzte napft.
polynom x? + x nad Zo.

Ptedpokladejme f = g, tj. f — g = 0 jako zobrazeni. Polynom
(f — g)(x) tedy ma nekone€n& mnoho kofenl, coZ je mozné pouze
tehdy, je-li nulovym polynomem. O
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Interpolaéni polynom

Casta prakticka dloha znf

zadejte formuli pro funkci, pro kterou mame zadany
hodnoty v pFedem danych danych bodech x, ..., xp.
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Interpolaéni polynom

Casta prakticka dloha znf

zadejte formuli pro funkci, pro kterou mame zadany
hodnoty v pFedem danych danych bodech x, ..., xp.

Pokud by 3lo o nulové hodnoty, umime pfimo zadat polynom
f(x)=(x—x0)(x—x1)...(x = xn),

ktery bude mit nulové hodnoty pravé v téchto bodech a nikde jinde.
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Interpolaéni polynom

Casta prakticka dloha znf

zadejte formuli pro funkci, pro kterou mame zadany
hodnoty v pFedem danych danych bodech x, ..., xp.

Pokud by 3lo o nulové hodnoty, umime pfimo zadat polynom
f(x)=(x—x0)(x—x1)...(x = xn),

ktery bude mit nulové hodnoty pravé v téchto bodech a nikde jinde.
To ale neni jedind odpov&d, protoze poZadovanou vlastnost ma i
nulovy polynom. Ten je pfitom jediny s touto vlastnosti ve
vektorovém prostoru polynomi stupné nejvySe n. Ve skutecnosti,
jak jsme dokdzali pted chvili, nenulovy polynom stupné n, nema
nikdy vice neZ n nulovych bodu.
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Lagrangeiv interpolaéni polynom

Pro kaZdou mnoZinu riiznych bodii xp, . ..,x, € R a pFedepsané
hodnoty yo, ..., yn € R existuje pravé jeden polynom f stupné
nejvyse n (pFipadné& nulovy polynom), pro ktery plati

f(x))=yi, i=0,...,n.
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Lagrangeiv interpolaéni polynom

Pro kaZdou mnoZinu riiznych bodii xp, . ..,x, € R a pFedepsané

hodnoty yo, ..., yn € R existuje pravé jeden polynom f stupné
nejvyse n (pFipadné& nulovy polynom), pro ktery plati

f(x))=yi, i=0,...,n.

Dikaz.

ProtoZe uZ vime, Ze existuje nejvyse jeden polynom stupné n

s predepsanymi n + 1 hodnotami y; v rliznych bodech xp, ..., X,
stadi sestrojit takovy polynom. To ale neni tézké, stali pracovat

s polynomy
Hj;éi(x - Xj)
Hj;éi(xi = ;)
Hledany polynom je f(x) = yolo(x) + y1l1(x) + - -+ + ynla(x). [

li(x) =
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Dosazenim pozadovanych hodnot do polynomu s nezndmymi
koeficienty dostaneme systém n 4+ 1 rovnic pro stejny pocet
neznamych koeficientl a;

ag + x0a1 + -+ (x0)"an = yo

a +Xxpa1 + -+ (Xn)nan = Yn-

Jak je dob¥e znamo z linedrni algebry, tento systém linedrnich
rovnic ma pravé jedno feSeni pokud je determinant jeho matice
invertibilni, tj. pokud je nenulovy. V MB101 jsme dokazali, Ze pro
tento tzv. Vandermondiiv determinant plati

1 xo (xo)z o (x0)"
1 x X e ()"
V(x0,...,%n) =det | . _1 ( 1) _ ( 1) = H (xi—xj),
. . . ’ . i,j=0,...,n
N O NV ALY B

a je tedy skute¢né nenulovy.
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Problémy interpolace

Vyjad¥eni tzv. Lagrangeova interpola¢niho polynomu je velmi
citlivé na nepfesnosti vypoctu p¥i malych rozdilech zadanych
hodnot x;, protoZe se zde témito rozdily déli.
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citlivé na nepfesnosti vypoctu p¥i malych rozdilech zadanych
hodnot x;, protoZe se zde témito rozdily déli.

P¥mé ¥edeni soustav soustavy rovnic by vyZadovalo &as imérny n3,
coz je Casto neefektivni.
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Problémy interpolace

Vyjad¥eni tzv. Lagrangeova interpola¢niho polynomu je velmi
citlivé na nepfesnosti vypoctu p¥i malych rozdilech zadanych
hodnot x;, protoZe se zde témito rozdily déli.

P¥mé ¥edeni soustav soustavy rovnic by vyZadovalo &as imérny n3,
coz je Casto neefektivni.

Jesté horSim problémem je velice $patna stabilita hodnot realnych
nebo raciondlnich polynom p¥i zvétsujici se hodnoté proménné x.
Brzy budeme mit ndstroje na ptesny popis kvalitativniho chovani
funkci, nicméné i bez nich je zfejmé, Ze podle znaménka
koeficientu u nejvyssi mocniny polynomu se hodnoty velice rychle
p¥i rostoucim x vydaji bud’ do plus nebo do minus nekoneéna (jde
tedy o dost nevhodny néstroj pro extrapolaci). Ani toto znaménko
koeficientu u nejvyssiho stupné se ale u interpolaéniho polynomu
p¥i malych zméndch proklddanych hodnot nechovd stabilné.
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Derivace (zatim jen polynomii)
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Hodnoty polynomii s rostouci proménnou rychle mi¥i k nekoneénym
hodnotdm a navic se uvnitf intervalu daného nejvétsi a nejmens{
hodnotu z mnoZiny {xp, ..., x,} mohou chovat dosti divoce .
Mohlo by se ale zdat, Ze podstatné lepsi vysledky budeme alespori
mezi body x; dosahovat, kdyZ si budeme kromé& hodnot funkce
hlidat, jak rychle nase funkce v danych bodech rostou. Zavedeme
proto (prozatim spiSe intuitivn&) pojem derivace pro polynomy.
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Hodnoty polynomii s rostouci proménnou rychle mi¥i k nekoneénym
hodnotdm a navic se uvnitf intervalu daného nejv&tsi a nejmensi
hodnotu z mnoZiny {xp, ..., x,} mohou chovat dosti divoce .
Mohlo by se ale zdat, Ze podstatné lepsi vysledky budeme alespori
mezi body x; dosahovat, kdyZ si budeme kromé& hodnot funkce
hlidat, jak rychle nase funkce v danych bodech rostou. Zavedeme
proto (prozatim spiSe intuitivn&) pojem derivace pro polynomy.
Rychlost ristu v bod& x € R pro redlny polynom f(x) dobte
vyjadfuji podily

f(x + Ax) — f(x)

Ax

a protoze umime spotist (dokonce nad libovolnym okruhem)

(X—|—AX)k:Xk—|—ka_1AX—|—--'+(/

k>xl(AX)k_l b (AN,

umime i spo&ist zmifiovany podil pro f(x) = a,x" + - - + ap.



Derivace (zatim jen polynomii)
©0®00000

f(x + Ax) — f(x) . nx"PAx + - 4 (AX)" et Ax
Ax " Ax ' Ax

= napx" 1+ (n—1)a,_1x" 2+ +a +Ax(...),

kde vyraz v zavorce je polynomialné zavisly na Ax.
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f(x + Ax) — f(x) . nx"PAx + - 4 (AX)" et Ax
Ax " Ax ' Ax

= napx" 1+ (n—1)a,_1x" 2+ +a +Ax(...),

kde vyraz v zavorce je polynomialné zavisly na Ax.
Evidentné pro hodnoty Ax velice blizké nule dostaneme hodnotu

libovolné blizkou vyrazu
f'(x) = napx" " + (n—1)a,_1x" 2+ - +ay,

ktery nazyvdme derivace polynomu f(x) podle prom&nné x.
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Z definice je jasné, Ze f’(xp) ddva dobré p¥iblizeni pro chovéni f(x)
v okoli bodu xp. P¥esnéji Yfeteno, pfimka

y = f'(x0)(x — x0) + f(x0)

velice dob¥e aproximuje pfimky prochézejici body [xp, f(x0)] a
[x0 + Ax, f(xo + Ax)] pro malé hodnoty Ax. Hovo¥ime
o linearnim pfibliZzeni polynomu f jeho te¢nou.
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Z definice je jasné, Ze f’(xp) ddva dobré p¥iblizeni pro chovéni f(x)
v okoli bodu xp. P¥esnéji Yfeteno, pfimka

y = f'(x0)(x — x0) + f(x0)

velice dob¥e aproximuje pfimky prochézejici body [xp, f(x0)] a
[x0 + Ax, f(xo + Ax)] pro malé hodnoty Ax. Hovo¥ime

o linearnim pfibliZzeni polynomu f jeho te¢nou.

Derivace polynomd je linedrni zobrazeni, které p¥itazuje
polynom{im stupné nejvySe n polynomy stupné nejvyse n — 1.
Iteraci této operace dostdvdme druhé derivace f”, t¥eti derivace
f(3) a obecn& po k—nédsobném opakovani polynom (k) stupng
nejvySe n — k. Po n+ 1 derivacich je vysledkem nulovy polynom.
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Hermitelv interpolaéni problém

Uvazme opét m + 1 po dvou riznych xg, ..., xn a pfedepisme
hodnoty a derivace y,-(k) pro k =0 a k =1. Hleddme

f(x) = apx" 4 ... ap s témito hodnotami a derivacemi.
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Hermitelv interpolaéni problém

Uvazme opét m + 1 po dvou riznych xg, ..., xn a pfedepisme
hodnoty a derivace y-(k) pro k =0 a k =1. Hleddme

1

f(x) = apx" 4 ... ap s témito hodnotami a derivacemi.
Opét obdrzime pro neznamé koeficienty a; systém rovnic

ag + x0a1+ -+ (x0)"an = yo

a +Xmair +---+ (Xm)nan =Ym

ar +2xpax + -+ + n(Xo)”_lan =¥

a +2xmas + -+ - + n(xm)"*lan =y

P¥i volb& n = 2m + 1 bude determinant tohoto systému rovnic
nenulovy. Opé&t Ize také zkonstruovat takovy polynom f p¥imo (viz
skripta). Nazyvdme jej Hermiteiv interpolaéni polynom.
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P¥iklad

Naleznéte polynom P spliiujici ndsledujici podminky:

P(1)=0, P(1)=1 P()=3, P(2)=3.
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Naleznéte polynom P spliiujici ndsledujici podminky:
P(1)=0, P(1)=1, P(2)=3, P'(2)=3.

Mame m =1 a hleddme polynom stupné n =2m+1 = 3, tj.
P(x) = a3 x> + a» x*> 4+ a1 x + ag. Dosazenim za x =1 a x = 2 do
vyrazu pro P(x) a P’(x) dostaneme systém

P(1) = a3+ ax+ a1+ ap =0,
P(2) = 8az + 4ax + 2a; + ap = 3,
P'(1) =3a3+2ay + a1 = 1,
P'(2) = 12a3 + 4ap + a1 = 3.

VyfeSenim tohoto systému dostaneme
P(x) = —2x3 4+ 10x? — 13x + 5.
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Uplné nejjednodussi p¥ipad je zadani hodnoty a derivace v jediném
bodé. Tim uréime beze zbytku polynom stupné 1

f(x) = f(x0) + f'(x0)(x — x0)

tj. pravé rovnici pfimky zadané hodnotou a smérnici v bodé& xp.
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Uplné nejjednodussi p¥ipad je zadani hodnoty a derivace v jediném
bodé. Tim uréime beze zbytku polynom stupné 1

f(x) = f(x0) + f'(x0)(x — x0)

tj. pravé rovnici pfimky zadané hodnotou a smérnici v bodé& xp.
KdyZ zaddme hodnotu a derivaci ve dvou bodech, tj. yo = f(xp),
yo = f'(x0), y1 = f(x1), y1 = f'(x1) pro dva riizné body x;,
dostaneme jesté porad pomérné snadno fesitelny problém.
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Ukazme si jej v zjednoduSeném provedeni, kdy xp = 0, x3 = 1. Pak
matice systému a jeji inverze budou

0001 2 2 1 1
fr1r11) . [-3 3 —2 -1
Aloo 10" Tlo o 1 o

3210 1 0 0 0

P¥imym vyndsobenim A - (yo, y1, ¥4, ¥1)T pak vyjde vektor
(a3,a2,a1,a0) " koeficientii polynomu f, tj.

f(x) = (2v0—2y1+ Y4+ Y1) +(=3y0+3y1 — 2y — y1)x* + yox + Yo.
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Ukazme si jej v zjednoduSeném provedeni, kdy xp = 0, x3 = 1. Pak
matice systému a jeji inverze budou

0001 2 2 1 1
fr1r11) . [-3 3 —2 -1
Aloo 10" Tlo o 1 o

3210 1 0 0 0

P¥imym vyndsobenim A - (yo, y1, ¥4, ¥1)T pak vyjde vektor
(a3,a2,a1,a0) " koeficientii polynomu f, tj.

F(x) = (20— 2y1+y5+y1)x> +(—3y0+3y1—2y5 — y1)X* + ¥6x + Yo

Formuli Ize snadno upravit pro libovolné body xp, x1 a Ize tak
poditat aproximace funkci po kouskach.
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Ukazme si jej v zjednoduSeném provedeni, kdy xp = 0, x3 = 1. Pak
matice systému a jeji inverze budou

0001 2 2 1 1
fr1r11) . [-3 3 —2 -1
Aloo 10" Tlo o 1 o

3210 1 0 0 0

P¥imym vyndsobenim A - (yo, y1, ¥4, ¥1)T pak vyjde vektor
(a3,a2,a1,a0) " koeficientii polynomu f, tj.

F(x) = (20— 2y1+y5+y1)x> +(—3y0+3y1—2y5 — y1)X* + ¥6x + Yo

Formuli Ize snadno upravit pro libovolné body xp, x1 a Ize tak
poditat aproximace funkci po kouskach.

Obdobné Ize pfedepisovat libovolny kone¢ny polet derivaci

v jednotlivych bodech a vhodnou volbou stupné polynomu
obdrzime vzdy jednoznalné interpolace.
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| u polynomidlnich interpolaci s derivacemi potad zlstavaji
problémy zminéné uz v p¥ipadé jednoduchych interpolaci hodnot —
slozitost vypocti a nestabilita. Navic pfibyva problém spojeny

s odhadem derivaci pokud je zaddna pouze mnoZina hodnot.
Pouziti derivaci v8ak podbizi jednoduché vylepSeni metodiky —

splajny.
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problémy zminéné uz v p¥ipadé jednoduchych interpolaci hodnot —
slozitost vypocti a nestabilita. Navic pfibyva problém spojeny

s odhadem derivaci pokud je zaddna pouze mnoZina hodnot.
Pouziti derivaci v8ak podbizi jednoduché vylepSeni metodiky —
splajny.

Nabizi se tedy vyuZiti malych polynomialnich kouskd, které ale
musime umét rozumné navazovat.
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| u polynomidlnich interpolaci s derivacemi potad zlstavaji
problémy zminéné uz v p¥ipadé jednoduchych interpolaci hodnot —
slozitost vypocti a nestabilita. Navic pfibyva problém spojeny

s odhadem derivaci pokud je zaddna pouze mnoZina hodnot.
Pouziti derivaci v8ak podbizi jednoduché vylepSeni metodiky —
splajny.

Nabizi se tedy vyuZiti malych polynomialnich kouskd, které ale
musime umét rozumné navazovat.

Nejjednodussi je propojeni vzdy dvou sousednich bodd linedrnim
polynomem. Tak se nej¢astéji zobrazuji data. Z pohledu derivaci to
znamenad, Ze budou na jednotlivych dsecich konstantni a pak se
skokem zméni.
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O néco sofistikovangjsi moznosti je pfedepsat v kazdém bodé&
hodnotu a derivaci, tj. pro dva body budeme mit 4 hodnoty a
jednoznaéné tim uréime Hermitelv polynom 3. stupné, viz vyse.
Tento polynom pak miiZzeme pouZit pro viechny hodnoty nezavislé
proménné mezi krajnimi hodnotami xyp < x;. Hovo¥fime o intervalu
[x0, x1]. Takové polynomidlini p¥iblizeni po kouskach uz bude mit tu
vlastnost, e derivace na sebe budou navazovat.
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O néco sofistikovangjsi moznosti je pfedepsat v kazdém bodé&
hodnotu a derivaci, tj. pro dva body budeme mit 4 hodnoty a
jednoznaéné tim uréime Hermitelv polynom 3. stupné, viz vyse.
Tento polynom pak miiZzeme pouZit pro viechny hodnoty nezavislé
proménné mezi krajnimi hodnotami xyp < x;. Hovo¥fime o intervalu
[x0, x1]. Takové polynomidlini p¥iblizeni po kouskach uz bude mit tu
vlastnost, e derivace na sebe budou navazovat.

V praxi ale neni pouhé navazovani prvni derivace dostatetné (viz
tfeba koleje tramvaji) a navic pfi namé&¥enych datech nemivame
hodnoty derivaci k dispozici. P¥fimo se proto vnucuje pokus
vyuZivat pouze zadané hodnoty ve dvou sousednich bodech, ale
pozadovat zdroven rovnost prvnich i druhych derivaci u sousednich
kousk( polynom tfetiho stupné!
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Kubicky interpolaéni splajn

Definition

Necht xp < x3 < -+ < x, jsou redlné (nebo raciondIni) hodnoty, ve
kterych jsou zaddny poZadované hodnoty yp, ..., y,. Kubickym
interpola&nim splajnem pro toto zadani je funkce S : R — R
(nebot S : Q — Q), kterd spliiuje nasledujici podminky:

@ ziZeni S na interval [x;_1, x;] je polynom S; t¥etiho stupné,

i=1,...,n
@ Si(xi—1) = yi—1 a Si(x;) = yj pro vdechny i =1,...n,
o S/(xj) = Sj,1(x) pro v8echny i =1,...,n—1,

o S5/(xi) =S/ 1(xi) pro vdechny i =1,...,n—1.




Splajny
oooe

Kubicky splajn pro n+ 1 bod{ sestdva z n kubickych polynomd, tj.
mame k dispozici 4n volnych parametri (prvni defini¢ni podminka).
Dali podminky pfitom zadavaji 2n+ (n — 1) + (n — 1) rovnosti, tj.
dva parametry zlstdvaji volné. P¥i praktickém pouZiti se dodavaji
predpisy pro prvni derivace v krajnich bodech (tzv. dplny splajn)
nebo jsou druhé derivace zadany jako nula (tzv. pfirozeny splajn).
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Kubicky splajn pro n+ 1 bod{ sestdva z n kubickych polynomd, tj.
mame k dispozici 4n volnych parametri (prvni defini¢ni podminka).
Dali podminky pfitom zadavaji 2n+ (n — 1) + (n — 1) rovnosti, tj.
dva parametry zlstdvaji volné. P¥i praktickém pouZiti se dodavaji
predpisy pro prvni derivace v krajnich bodech (tzv. dplny splajn)
nebo jsou druhé derivace zadany jako nula (tzv. pfirozeny splajn).
Vypocet celého splajnu uz neni bohuZel tak jednoduchy jako

u nezavislych vypo&tli Hermiteovych polynomi tfetiho stupnég,
protoZe data se prolinaji vZzdy mezi sousednimi intervaly.

Vypoclty splajnl jsou vsak zdkladem taktka vSech grafickych
bali¢kd pracujicich s k¥ivkami, proto je pochopeni principu jejich
fungovani velmi dilezité. Ti z vas, ktefi tihnou k potitacové
grafice, se s timto pojmem ur&it& jedt& setkaji (viz téZ B-spline,
Bézierova kfivka).
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Aproximace je narozdil od interpolace postup, ktery bere ohled na
to, Ze pracujeme s potencidlné nepfesnymi vstupnimi daty, a
nesnazi se proto trefit presné do zadanych bodi, ale vystupem je
funkce, kterd md ze zadané t¥idy funkci (ve vhodném smyslu)
nejmensi vzdalenost od zadanych bodti. Castym ptipadem je
rovnéZ situace, kdy ¥feSime tzv. pfeuréenou soustavu rovnic, tj.
mdame vice rovnic neZ neznamych (nap¥. z vy3e uvedenych divod
nechceme aproximovat n+ 1 danych bod{ hodnotami polynomu
stupn& n ale stupng nizsiho).
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Metoda nejmensich ¢tvercii

Metoda nejmensich &tverci je zaloZena na tom, Ze hleddme funkci
z dané mnoZiny (nap¥. linedrni polynomy, kvadratické polynomy,
polynomy stupné& nejvySe n, ale i mnohé jiné funkce v zavislosti na
zvoleném modelu), jejiz hodnoty v danych bodech xi, ..., x, maji
nejmensi soucet druhych mocnin vzdalenosti od zadanych
hodnot yi,..., ¥n.



Aproximace
0®00

Metoda nejmensich ¢tvercii

Metoda nejmensich &tverci je zaloZena na tom, Ze hleddme funkci
z dané mnoZiny (nap¥. linedrni polynomy, kvadratické polynomy,
polynomy stupné& nejvySe n, ale i mnohé jiné funkce v zavislosti na
zvoleném modelu), jejiz hodnoty v danych bodech xi, ..., x, maji
nejmensi soucet druhych mocnin vzdalenosti od zadanych
hodnot yi,..., ¥n.

Tato metoda se velmi ¢asto objevuje ve zejména ve statistice
(regresni analyza).

UkaZme si pouZiti této metody v nejjednodussim p¥ipadé, kdy
méame dano n bodi ([x1, y1], .-, [Xn, ¥n]) @ hleddme p¥imku, kterd
nejlépe vystihuje rozloZeni téchto bodd.
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Hleddme tedy funkci tvaru f(x) = a-x+ b s nezndmymi a,b € R
tak, aby hodnota

> (F() = yi)?
i=1
byla minimalni.



Aproximace
ooeo

Hleddme tedy funkci tvaru f(x) = a-x+ b s nezndmymi a,b € R
tak, aby hodnota

n
> (F06) = yi)?
i=1
byla minimalni.
S pomoci odhadii nebo zdkladnich metod diferencidlniho po&tu
(toho budeme schopni za n&kolik tydnii) Ize snadno odvodit
nasledujici tvrzeni.

Véta

Mezi pfimkami tvaru f(x) = a- x + b ma nejmensi soucet tvercii
vzdalenosti funk&nich hodnot v bodech xi, . .., x, od hodnot y;
funkce spliiujici

aZx,?—i—be,- :iny,-
aZX,-—Fb-n:Zy,-
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Metodou nejmensich Etvercili urete regresni primku odpovidajici

x| 1 2 3 4

namé&¥enym datim: y|15[16 2130
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Priklad

Metodou nejmensich Etvercili urete regresni primku odpovidajici
x| 1 2 3 4
y 1516|2130

Regeni

Data je vhodné sefadit v tabulce podle schématu:

naméfenym datlim:

x|y [ xy[x?
1 |15(15| 1
2 |16(32] 4
31211639
4 | 3 | 12|16
10 | 8.2 | 23 | 30
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Priklad

Metodou nejmensich Etvercili urete regresni primku odpovidajici
x| 1 2 3 4
y 1516|2130

Regeni

Data je vhodné sefadit v tabulce podle schématu:

naméfenym datlim:

x|y [ xy[x?
1 |15(15| 1
2 |16(32] 4
31211639
4 | 3 | 12|16
10 | 8.2 | 23 | 30

Dostdavame rovnice 30a + 10b = 23,10a + 4b = 8,2, odkud
a=0,5,b=0,8.
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Realn3 &isla
[ Jelele)

Realnd &isla zavedeme v podstaté intuitivné jako obrazy bod{ na
pfimce, kde vyznadime bod 0 oznalujici pocatek a rozhodneme
o kladném sméru (doprava). Znatime R. Matematicky lze redind
¢isla zavést pomoci axiomi.



Realn3 &isla
[ Jelele)

Realnd &isla zavedeme v podstaté intuitivné jako obrazy bod{ na
pfimce, kde vyznadime bod 0 oznalujici pocatek a rozhodneme
o kladném sméru (doprava). Znatime R. Matematicky lze redind
¢isla zavést pomoci axiomi.

P¥ipomefime si nyni vlastnosti (axiomy) redlnych &isel vetng
souvislosti uspo¥adani a ostatnich relaci. Dé&lici ¢ary v tabulce
naznaduji, jak axiomy postupné zaru€uji, Ze jsou redlnd &isla
komutativni grupou vi&i s¢itdni, Zze R\ {0} je komutativni grupa
vii¢i ndsobeni, R je pole, mnoZina R spolu s operacemi +,

s relaci uspo¥adani je tzv. usporadané téleso (pole) a kone&n&
poslednimu axiomu miZeme rozumét tak, Ze R je dostatecné
husté, tj. nechybi ndm tam body, jako nap¥. druhd odmocnina ze
dvou v &islech raciondlnich.



Redlna &isla
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R1) (a+b)+c=a+(b+c), proviechny a, b, c € R

R2) a+b=b+a, proviechny a, be R

R3) existuje 0 € R takovy, Ze pro viechny a € R platia+0=a

R4) pro vdechny a € R existuje opa&ny prvek (—a) € R takovy,
Ze platia+(—a)=0

(R5) (a-b)-c=a-(b-c), pro vdechny a, b, c € R

(R6) a-b=b-aproviechny a, b€ R

(R7) existuje 1 € R takovy, Ze pro viechny a€ R plati1-a=a
(R8) pro kazdy a € R, a # 0 existuje inverzni prvek a~! € R

takovy, e plati a-a ' =1
(R9) a-(b+c)=a-b+a-c, proviechny a, b, ce R
(R10) relace < je Uplné usporadani, tj. reflexivni, antisymetricka,
tranzitivni a Gplnd relace na R
(R11) pro a,b,ceRplati, 2eza< bvyplyvd a+c<b+c
(R12) pro v8echny a,b € R, a> 0, b > 0, plati také a- b >0
(R13) kaZda neprazdnd ohrani¢end mnoZzina A C R md supremum.




Realn3 &isla
coeo

Horni a dolni zavory, suprema a infima

Pojem suprema ma smysl pro kazdou uspo¥ddanou mnoZinu, my se
zde omezime na realna &isla.



Realn3 &isla
coeo

Horni a dolni zavory, suprema a infima

Pojem suprema ma smysl pro kazdou uspo¥ddanou mnoZinu, my se

zde omezime na redlna &isla.
Necht je ddna neprdzdnd mnoZina A C R. Prvek b € R nazveme

horni zavorou mnoziny A, pokud Vx € A: x < b,

tj. pokud je prvek b vé&tsi (nebo roven) nez viechny prvky
v mnoziné A. Obdobné se definuje dolni zdvora mnoziny A, tj. je to
prvek a € R s vlastnosti, Ze a < x pro viechny x € A.
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coeo

Horni a dolni zavory, suprema a infima

Pojem suprema ma smysl pro kazdou uspo¥ddanou mnoZinu, my se
zde omezime na realna &isla.
Necht je ddna neprdzdnd mnoZina A C R. Prvek b € R nazveme

horni zavorou mnoziny A, pokud Vx € A: x < b,

tj. pokud je prvek b vé&tsi (nebo roven) nez viechny prvky

v mnoziné A. Obdobné se definuje dolni zdvora mnoziny A, tj. je to
prvek a € R s vlastnosti, Ze a < x pro viechny x € A.

Rekneme, e mnoZina A je shora ohraniend (shora omezena),
pokud ma A alespoii jednu horni zavoru. Podobné& se definuje zdola
ohrani¢end (zdola omezend) mnozina A. MnoZina A je ohrani¢end
(omezena), pokud je A soutasn& zdola i shora ohraniend. Viz
ptiklady redlnych intervald.
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coeo

Horni a dolni zavory, suprema a infima

Pojem suprema ma smysl pro kazdou uspo¥ddanou mnoZinu, my se
zde omezime na realna &isla.
Necht je ddna neprdzdnd mnoZina A C R. Prvek b € R nazveme

horni zavorou mnoziny A, pokud Vx € A: x < b,

tj. pokud je prvek b vé&tsi (nebo roven) nez viechny prvky

v mnoziné A. Obdobné se definuje dolni zdvora mnoziny A, tj. je to
prvek a € R s vlastnosti, Ze a < x pro viechny x € A.

Rekneme, e mnoZina A je shora ohraniend (shora omezena),
pokud ma A alespoii jednu horni zavoru. Podobné& se definuje zdola
ohrani¢end (zdola omezend) mnozina A. MnoZina A je ohrani¢end
(omezena), pokud je A soutasn& zdola i shora ohraniend. Viz
ptiklady redlnych intervald.

Nejmensi horni zdvora mnoziny A se nazyvd supremum mnoziny A.
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Tj. prvek b € R je supremum mnoziny A, pokud jsou splnény
nasledujici dv& podminky:

e VxeA: x<b(tj. bjehorni zdvora mnoziny A),

@ je-li y € R horni zadvora mnoziny A, potom je b <y (tj. b je

nejmensi horni zavora).

Supremum mnoZiny A znalime jako b = sup A.
Obdobné se definuje infimum mnoZiny A, neboli je to nejvétsi dolni
zavora mnoZiny A, zna¢ime a = inf A.
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Tj. prvek b € R je supremum mnoziny A, pokud jsou splnény
nasledujici dv& podminky:

e VxeA: x<b(tj. bjehorni zdvora mnoziny A),

@ je-li y € R horni zadvora mnoziny A, potom je b <y (tj. b je

nejmensi horni zavora).

Supremum mnoZiny A znalime jako b = sup A.
Obdobné se definuje infimum mnoZiny A, neboli je to nejvétsi dolni
zavora mnoZiny A, zna¢ime a = inf A.

Je-li A libovolny z intervalid (0, 1), [0,1], [0,1) nebo (0, 1], potom
je vzdy

supA=1 a infA=0.

M3-li mnoZina A nejvétsi (resp. nejmensi) prvek b, potom je
b = sup A (resp. b = inf A).



Tj. prvek b € R je supremum mnoziny A, pokud jsou splnény
nasledujici dv& podminky:

e VxeA: x<b(tj. bjehorni zdvora mnoziny A),

@ je-li y € R horni zadvora mnoziny A, potom je b <y (tj. b je

nejmensi horni zavora).

Supremum mnoZiny A znalime jako b = sup A.
Obdobné se definuje infimum mnoZiny A, neboli je to nejvétsi dolni
zavora mnoZiny A, zna¢ime a = inf A.

Je-li A libovolny z intervalid (0, 1), [0,1], [0,1) nebo (0, 1], potom
je vzdy

supA=1 a infA=0.

M3-li mnoZina A nejvétsi (resp. nejmensi) prvek b, potom je

b = sup A (resp. b = inf A). Zatimco nejv&tsi & nejmensdi prvek
nemusi v A existovat, i kdyZ je mnoZina A ohrani¢end, supremum a
infimum existuji (v ohraniteném p¥ipadé) vzdy (jak je vidét z vyse
uvedeného axiomu R13).
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