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Michal Bulant

Masarykova univerzita
Fakulta informatiky

30. 11. 2011
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Posloupnosti a řady funkćı

V matematice hraj́ı důležitou roli řady, jejichž členy jsou funkce
fn(x). V takovém p̌ŕıpadě hovǒŕıme o řadách funkćı, jejichž
součtem je funkce f (x).

Přirozené dotazy jsou:

Jsou-li všechny funkce fn(x) spojité v nějakém bodě
x0 ∈ [a, b], je spojitá i funkce f (x) v bodě x0?

Jsou-li všechny funkce fn(x) diferencovatelné v a ∈ [a, b], je
v něm diferencovatelná i funkce f (x) a plat́ı vztah
f ′(x) =

∑∞
n=1 f ′n(x)?

Jsou-li všechny funkce fn(x) integrovatelné na intervalu [a, b],
je integrovatelná i funkce f (x) a plat́ı vztah∫

f (x)dx =
∑∞

n=1

∫
fn(x)dx?
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Ukážeme si na p̌ŕıkladech, že odpovědi na všechny ťri takto kladené
otázky jsou NE! Později uvedeme jednoduché dodatečné podḿınky
na konvergenci řady, které naopak platnosti všech ťŕı tvrzeńı zajist́ı.
Řady funkćı tedy obecně moc zvladatelné nejsou, nicméně si
uḿıme vybrat docela velkou ťŕıdu funkćı takových, se kterými se už
pracuje velmi dob̌re. Mezi ně budou paťrit mocninné řady.

Př́ıklad

Uvažme funkce fn(x) = (sin x)n na intervalu [0, π]. Hodnoty těchto
funkćı budou ve všech bodech 0 ≤ x ≤ π nezáporné a menš́ı než
jedna, kromě x = π

2 , kde je hodnota 1. Proto

lim
n→∞

fn(x) =

{
0 pro všechna x 6= π

2

1 pro x = π
2 .

Zjevně tedy je limita posloupnosti funkćı fn nespojitou funkćı.
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Př́ıklad ((ne)spojitost řady funkćı)

Tentýž jev uḿıme naj́ıt i pro řady funkćı, protože součet je limitou
částečných součt̊u. Stač́ı tedy v p̌redchoźım p̌ŕıkladě vyjáďrit fn
jako n-tý částečný součet. Nap̌r. f1(x) = sin x ,
f2(x) = (sin x)2 − sin x , atd. Obrázek vykresluje funkce fn3(x) pro
n = 1, . . . , 10.
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Př́ıklad ((ne)diferencovatelnost řady funkćı)

Obrázek vykresluje fn(x) = x(1− x2)n na intervalu [−1, 1] pro
hodnoty n = m2, m = 1, . . . , 10.
Na prvńı pohled je zjevné, že limn→∞ fn(x) = 0, všechny funkce
fn(x) jsou hladké, ale v bodě x = 0 je jejich derivace
f ′n(0) = (1− x2)n − 2nx2(1− x2)n−1|x=0 = 1 nezávisle na n.
Limitńı funkce pro posloupnost fn p̌ritom má samožrejmě všude
derivaci nulovou!
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Př́ıklad ((ne)integrovatelnost řady funkćı)

Protip̌ŕıklad k ťret́ımu tvrzeńı jsme už viděli. Charakteristickou
funkci χQ racionálńıch č́ısel můžeme vyjáďrit jakou součet spočetně
mnoha funkćı, které budou oč́ıslovány právě racionálńımi č́ısly a
budou vždy všude nulové, kromě množiny bodů, podle které jsou
pojmenovány, kde jsou rovny 1. Riemannovy integrály všech
takových funkćı budou nulové, jejich součet ale neńı Riemannovsky
inegrovatelnou funkćı.
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Stejnoměrná konvergence

Důvodem neúspěchu ve všech p̌ŕıkladech byla r̊uzná rychlost
bodové konvergence v jednotlivých x ∈ R. Zḿıněnou dodatečnou
podḿınkou pak bude silněǰśı pojem konvergence.

Definice

Ř́ıkáme, že posloupnost funkćı fn(x) konverguje stejnoměrně na
intervalu [a, b] k limitě f (x), jestliže pro každé kladné (malé) č́ıslo
ε existuje (velké) p̌rirozené č́ıslo N ∈ N takové, že pro všechna
n ≥ N a všechna x ∈ [a, b] plat́ı

|fn(x)− f (x)| < ε.

Řada funkćı konverguje stejnoměrně na intervalu, jestliže
stejnoměrně konverguje posloupnost jej́ıch částečných součt̊u.

Graficky si definici můžeme p̌redstavit tak, že do pásu vzniklého
posunut́ım limitńı funkce f (x) na f (x)± ε pro libovolně malé, ale
pevně zvolené kladné ε, vždy padnou skoro všechny funkce fn(x).
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Následuj́ıćı ťri věty lze stručně shrnout tvrzeńım, že všechna ťri
obecně neplatná tvrzeńı plat́ı pro stejnoměrnou konvergenci (pozor
ale na jemnosti u derivováńı).

Věta

Necht’ fn(x) je posloupnost funkćı spojitých na intervalu [a, b],
která na tomto intervalu stejnoměrně konverguje k funkci f (x).
Pak je také f (x) spojitá funkce na intervalu [a, b].

Důkaz.

Chceme ukázat, že pro libovolný pevný bod x0 ∈ [a, b] a jakékoliv
pevně zvolené malé ε > 0 bude |f (x)− f (x0)| < ε pro všechna x
dostatečně bĺızká k x0. Z definice stejnoměrné spojitosti pro naše
ε > 0 je |fn(x)− f (x)| < ε pro všechna x ∈ [a, b] a všechna
dostatečně velká n. Zvolme si tedy nějaké takové n a uvažme
δ > 0 tak, aby |fn(x)− fn(x0)| < ε pro všechna x z δ-okoĺı x0 (to je
možné, protože všechny fn(x) jsou spojité). Pak
|f (x)−f (x0)| < |f (x)−fn(x)|+|fn(x)−fn(x0)|+|fn(x0)−f (x0)| < 3ε
pro všechna x z námi zvoleného δ-okoĺı bodu x0.
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ε > 0 je |fn(x)− f (x)| < ε pro všechna x ∈ [a, b] a všechna
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Věta (R-integrovatelnost limity stejnoměrně konvergentńıch funkćı)

Necht’ fn(x) je posloupnost Riemannovsky integrovatelných funkćı
na konečném intervalu [a, b], které stejnoměrně konverguj́ı k funkci
f (x). Pak také f (x) je integrovatelná a plat́ı

lim
n→∞

∫ b

a
fn(x) dx =

∫ b

a
( lim
n→∞

fn(x)) dx =

∫ b

a
f (x) dx .

Pro p̌ŕıslušný výsledek o derivaćıch je ťreba zvýšené pozornosti
ohledně p̌redpokladů:

Věta (diferencovatelnost limity stejnoměrně konvergentńıch funkćı)

Necht’ fn(x) je posloupnost funkćı diferencovatelných na intervalu
[a, b], která na tomto intervalu stejnoměrně konverguje k funkci
f (x). Dále necht’ jsou všechny derivace gn(x) = f ′n(x) spojité a
necht’ konverguj́ı na témže intervalu stejnoměrně k funkci g(x).
Pak je také funkce f (x) diferencovatelná na intervalu [a, b] a plat́ı
zde f ′(x) = g(x).
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Test pro stejnoměrnou konvergenci

Nejjednoduš̌śım způsobem pro zjǐstěńı stejnoměrné konvergence
funkćı je porovnáńı s absolutńı konvergenćı vhodné posloupnosti.
Ř́ıkává se tomu často Weierstrass̊uv test.

Weierstrass̊uv test

Předpokládejme, že máme řadu funkćı fn(x) na intervalu I = [a, b]
a že nav́ıc známe odhad

|fn(x)| ≤ an ∈ R

pro vhodné nezáporné konstanty an a všechna x ∈ [a, b].
Pokud je (č́ıselná) řada konstant

∑∞
n=1 an konvergentńı, pak bude

řada funkćı
∑∞

n=1 fn(x) konvergentńı stejnoměrně

Př́ıklad

Rozhodněte, je-li řada
∑∞

n=1
sin nx
n2 stejnoměrně konvergentńı na R.
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n=1 fn(x) konvergentńı stejnoměrně

Př́ıklad

Rozhodněte, je-li řada
∑∞

n=1
sin nx
n2 stejnoměrně konvergentńı na R.
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Mocninné řady

V části věnované diferenciálńımu počtu jsme ukázali, jak k dané
funkci f (x) p̌rǐradit Taylor̊uv polynom stupně n (se sťredem
v daném bodě x0), který aproximuje funkci f (x) v okoĺı bodu x0.

Definice

Mocninná řada se sťredem v bodě x0 = 0 je nekonečná řada tvaru

∞∑
n=0

an xn = a0 + a1 x + a2 x2 + a3 x3 + . . .

Podobně, nekonečná řada tvaru

∞∑
n=0

an (x − x0)n = a0 +a1 (x−x0)+a2 (x−x0)2 +a3 (x−x0)3 + . . .

se nazývá mocninná řada se sťredem v bodě x0.

Bod x0 se nazývá sťred mocninné řady a č́ısla ak jej́ı koeficienty.
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Př́ıklad (geometrická řada)

Pokud vezmeme všechny koeficienty an = 1 a x0 = 0, dostaneme
mocninnou řadu

∞∑
n=0

xn = 1 + x + x2 + x3 + . . . .

Tato řada je geometrická s počátečńım členem a = 1 a kvocientem
q = x a a konverguje pro |x | < 1, p̌ričemž jej́ı součet je 1

1−x .

Př́ıklad

Mocninná řada s an = (−1)n

2n a sťredem x0 = 2, která je také
geometrická s počátečńım členem a = 1 a kvocientem q = − x−2

2 .
Ta podle tvrzeńı o konvergenci geometrické řady tato řada
konverguje pro

∣∣ x−2
2

∣∣ < 1, tj. pro x ∈ (0, 4), p̌ričemž jej́ı součet je

∞∑
n=0

(−1)n

2n
(x − 2)n =

1

1−
(
− x−2

2

) =
1

2+x−2
2

=
2

x
pro x ∈ (0, 4).
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geometrická s počátečńım členem a = 1 a kvocientem q = − x−2

2 .
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Při studiu konvergence mocninných řad budeme použ́ıvat kritéria
konvergence č́ıselných řad s nezápornými členy, která aplikujeme
na p̌ŕıslušnou řadu absolutńıch hodnot. Zřejmě takto źıskáme
informaci o absolutńı konvergenci dané mocninné řady.

Př́ıklad

Určete, pro které hodnoty x konverguje mocninná řada∑∞
n=1 (−1)n−1 xn

n = x − x2

2 + x3

3 −
x4

4 + x5

5 − . . . .

Řešeńı

Podle pod́ılového kritéria je∣∣∣∣ un+1

un

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 1
n+1 xn+1

1
n xn

∣∣∣∣ =
n

n + 1
|x | → |x | pro n→∞.

A tedy pro |x | < 1 tato řada konverguje (absolutně) a pro |x | > 1
nekonverguje (žrejmě pro x < −1 diverguje k −∞ a pro x > 1
osciluje). Pro x = −1 se jedná o zápornou harmonickou řadu která
diverguje k −∞. A pro x = 1 se jedná o alternuj́ıćı harmonickou
řadu, která konverguje (relativně).
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Př́ıklad

Určete, pro které hodnoty x konverguje mocninná řada

∞∑
n=0

xn

n!
= 1 + x +

x2

2
+

x3

6
+

x4

24
+

x5

120
+ . . . .

Řešeńı

Podle pod́ılového kritéria je pro n→∞∣∣∣∣ un+1

un

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 1
(n+1)! xn+1

1
n! xn

∣∣∣∣ =
n!

(n + 1)!
|x | =

1

n + 1
|x | → 0.

A tedy tato řada konverguje (absolutně) a pro každé x ∈ R.
Později ukážeme, že součet této mocninné řady je funkce ex .
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Každá mocninná řada konverguje ve svém sťredu, protože pro
x = x0 se jedná o nulovou řadu. Dále ze srovnávaćıho kritéria
plyne následuj́ıćı.

Věta

Uvažujme mocninnou řadu

∞∑
n=0

an (x − x0)n = a0 +a1 (x−x0)+a2 (x−x0)2 +a3 (x−x0)3 + . . . .

1 Jestliže tato mocninná řada konverguje pro nějaké x = c,
potom konverguje absolutně pro všechna |x | < |c |.
Z Weiestrassova kritéria pak plyne dokonce stejnoměrná
konvergence na každém uzav̌reném intervalu [a, b] ⊆ (−c , c).

2 Jestliže tato řada nekonverguje (tj. diverguje k ±∞ nebo
osciluje) pro nějaké x = d, potom nekonverguje pro všechna
|x | > |d |.
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Poloměr konvergence

Pro každou mocninnou řadu tedy nastává právě jedna
z následuj́ıćıch možnost́ı:

Existuje č́ıslo R > 0 takové, že tato mocninná řada konverguje
absolutně pro |x − x0| < R, tj. pro x ∈ (x0 − R, x0 + R) a
nekonverguje pro |x − x0| > R, tj. pro x < x0 − R a pro
x > x0 + R. Řada může a nemuśı konvergovat v každém
z krajńıch bodů x = x0 − R a x = x0 + R.

Tato mocninná řada konverguje absolutně pro všechna x ∈ R
(v tomto p̌ŕıpadě klademe R :=∞).

Tato mocninná řada konverguje pouze pro x = x0 a
nekonverguje pro všechna x 6= 0 (v tomto p̌ŕıpadě R := 0).

Č́ıslo R maj́ıćı výše popsané vlastnosti nazýváme poloměr
konvergence mocninné řady. Pokud je R > 0 (tj. pokud nastane
prvńı nebo druhá z výše uvedených možnost́ı), potom hovǒŕıme
o intervalu konvergence.
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Př́ıklad

Pro mocninné řady
∑∞

n=0 xn,
∑∞

n=0 (−1)n xn je poloměr
konvergence R = 1.

Pro mocninnou řadu
∑∞

n=0
xn

n! je poloměr konvergence
R =∞.

Pro mocninnou řadu
∑∞

n=0 n! xn je poloměr konvergence
R = 0.
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Pro poloměr konvergence R mocninné řady plat́ı následuj́ıćı.

Věta

Pokud existuje limita (vlastńı nebo nevlastńı)

lim
n→∞

n
√
|an| = a, p̌ŕıpadně lim

n→∞

∣∣∣∣ an+1

an

∣∣∣∣ = a,

potom poloměr konvergence mocninné řady je

R =


1

a
, pro a > 0,

∞, pro a = 0,

0, pro a =∞.
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Důkaz.

Vztah pro poloměr konvergence R plyne z pod́ılového kritéria resp.
z odmocninového kritéria. Pokud totiž existuje p̌ŕıslušná limita
z věty, potom je

n
√
|un| = n

√
|an (x − x0)n| = n

√
|an| . n

√
|x − x0|n = n

√
|an| . |x − x0|

→ a . |x − x0| pro n→∞

Tedy mocninná řada konverguje (absolutně), pokud je
a . |x − x0| < 1, a nekonverguje, pokud je a . |x − x0| > 1. Pro
a . |x − x0| = 1 konvergovat může i nemuśı.
To znamená, že pokud je a > 0, řada konverguje pro |x − x0| < 1

a
a nekonverguje pro |x − x0| > 1

a , neboli R = 1
a .

Pokud je a = 0, je a . |x − x0| = 0 < 1 pro všechna x ∈ R, a tedy
řada konverguje pro všechna x ∈ R, neboli R =∞.
A pokud je a =∞, je a . |x − x0| =∞ > 1 pro všechna x 6= x0,
neboli řada nekonveguje pro všechna x 6= x0, neboli R = 0.
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Poznámka

Předpoklad existence limity ve větě je p̌ŕılǐs silný. Lze ukázat, že
stač́ı ḿısto limity použ́ıt limitu superior (která existuje vždy), tj.

lim sup
n→∞

n
√
|an| = a, p̌ŕıpadně lim sup

n→∞

∣∣∣∣ an+1

an

∣∣∣∣ = a.

Může nastat situace, že limn→∞
n
√
|an| = a existuje, zat́ımco

limn→∞
∣∣ an+1

an

∣∣ neexistuje (opačně nikoliv!). Je tedy vidět, že stač́ı
vždy poč́ıtat poloměr konvergence pomoćı vzorečku
s limn→∞

n
√
|an| = a (pokud tedy tato limita existuje jako vlastńı

nebo jako nevlastńı).
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Předpoklad existence limity ve větě je p̌ŕılǐs silný. Lze ukázat, že
stač́ı ḿısto limity použ́ıt limitu superior (která existuje vždy), tj.

lim sup
n→∞

n
√
|an| = a, p̌ŕıpadně lim sup

n→∞

∣∣∣∣ an+1

an

∣∣∣∣ = a.

Může nastat situace, že limn→∞
n
√
|an| = a existuje, zat́ımco

limn→∞
∣∣ an+1

an

∣∣ neexistuje (opačně nikoliv!). Je tedy vidět, že stač́ı
vždy poč́ıtat poloměr konvergence pomoćı vzorečku
s limn→∞

n
√
|an| = a (pokud tedy tato limita existuje jako vlastńı

nebo jako nevlastńı).
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Vlastnosti mocninných řad

Mocninné řady (jakožto
”
polynomy“ nekonečného stupně) sd́ılej́ı

s polynomy všechny důležité vlastnosti. Zejména, ze stejnoměrné
konvergence mocninné řady na libovolném uzav̌reném podintervalu
intervalu konvergence plnye, že:

− součet mocninné řady je spojitá funkce,

− mocninnou řadu můžeme derivovat člen po členu, p̌ričemž se
neměńı poloměr konvergence,

− mocninnou řadu můžeme integrovat (neurčitým i určitým
integrálem) člen po členu, p̌ričemž se neměńı poloměr
konvergence.
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Př́ıklad

Určete poloměr konvergence a součet mocninné řady

∞∑
n=1

n xn = x + 2 x2 + 3 x3 + 4 x4 + . . . .

Řešeńı

an+1

an
=

n + 1

n
→ 1 = a, ⇒ R =

1

a
= 1.

Tedy řada konverguje pro x ∈ (−1, 1) a žrejmě nekonverguje
v krajńıch bodech tohoto intervalu.
Protože je n xn−1 = (xn)′, součet této řady urč́ıme z věty
o derivaci mocninné řady

∞∑
n=1

n xn = x .
∞∑
n=1

n xn−1 = x .
∞∑
n=1

(xn)′ = x .

( ∞∑
n=1

xn

)′
=

= x .

(
x

1− x

)′
= x .

1

(1− x)2
=

x

(1− x)2
.
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Řešeńı

an+1

an
=

n + 1

n
→ 1 = a, ⇒ R =

1

a
= 1.
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∞∑
n=1

n xn = x .
∞∑
n=1

n xn−1 = x .
∞∑
n=1

(xn)′ = x .

( ∞∑
n=1

xn

)′
=

= x .

(
x

1− x

)′
= x .

1

(1− x)2
=

x

(1− x)2
.
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Př́ıklad
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Př́ıklad

Určete součet mocninné řady

∞∑
n=1

(−1)n−1 1

n
xn = x − x2

2
+

x3

3
− x4

4
+

x5

5
− . . .

a tedy pro x = 1 také součet alternuj́ıćı harmonické řady.

Řešeńı

Tato mocninná řada konverguje pro x ∈ (−1, 1]. Protože je
xn+1

n+1 =
∫

xn dx , součet této řady urč́ıme z věty o integraci
mocninné řady.

∞∑
n=1

(−1)n−1 1

n
xn =

∞∑
n=0

(−1)n
xn+1

n + 1
=
∞∑
n=0

(
(−1)n

∫
xn dx

)
=

=

∫ ( ∞∑
n=0

(−x)n
)

dx =

∫
1

1 + x
dx = ln(1 + x) + C , pro x ∈ (−1, 1).
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Řešeńı
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