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Posloupnosti a fady funkci

V matematice hraji dileZitou roli ¥ady, jejichZ &leny jsou funkce
fa(x). V takovém p¥ipadé hovotime o ¥adach funkci, jejichz
souttem je funkce f(x).
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Posloupnosti a fady funkci

V matematice hraji dileZitou roli ¥ady, jejichZ &leny jsou funkce
fa(x). V takovém p¥ipadé hovotime o ¥adach funkci, jejichz
souttem je funkce f(x).

P¥irozené dotazy jsou:

@ Jsou-li vechny funkce f,(x) spojité v n&jakém bod&
xo € [a, b], je spojita i funkce f(x) v bod& x7
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V matematice hraji dileZitou roli ¥ady, jejichZ &leny jsou funkce
fa(x). V takovém p¥ipadé hovotime o ¥adach funkci, jejichz
souttem je funkce f(x).
P¥irozené dotazy jsou:
@ Jsou-li vechny funkce f,(x) spojité v n&jakém bod&
xo € [a, b], je spojita i funkce f(x) v bod& x7
@ Jsou-li v8echny funkce f,(x) diferencovatelné v a € [a, b], je
v ném diferencovatelnd i funkce f(x) a plati vztah

Fi(x) = 2oz f(X)7
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Posloupnosti a fady funkci

V matematice hraji dileZitou roli ¥ady, jejichZ &leny jsou funkce
fa(x). V takovém p¥ipadé hovotime o ¥adach funkci, jejichz
souttem je funkce f(x).
P¥irozené dotazy jsou:
@ Jsou-li vechny funkce f,(x) spojité v n&jakém bod&
xo € [a, b], je spojita i funkce f(x) v bod& x7
@ Jsou-li v8echny funkce f,(x) diferencovatelné v a € [a, b], je
v ném diferencovatelnd i funkce f(x) a plati vztah
F1(x) = 2nza 1o (X)?
@ Jsou-li v8echny funkce f,(x) integrovatelné na intervalu [a, b],
je integrovatelna i funkce f(x) a plati vztah

[ F(x)dx = 3200 [ fu(x)dx?
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UkéaZeme si na pfikladech, Ze odpovédi na v8echny tfi takto kladené
otazky jsou NE! Pozdéji uvedeme jednoduché dodate¢né podminky
na konvergenci ¥ady, které naopak platnosti vSech t¥i tvrzeni zajisti.
Rady funkci tedy obecn& moc zvladatelné nejsou, nicméng si
umime vybrat docela velkou t¥idu funkci takovych, se kterymi se uz
pracuje velmi dob¥e. Mezi né budou patfit mocninné Fady.
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UkéaZeme si na pfikladech, Ze odpovédi na v8echny tfi takto kladené
otazky jsou NE! Pozdéji uvedeme jednoduché dodate¢né podminky
na konvergenci ¥ady, které naopak platnosti vSech t¥i tvrzeni zajisti.
Rady funkci tedy obecn& moc zvladatelné nejsou, nicméng si
umime vybrat docela velkou t¥idu funkci takovych, se kterymi se uz
pracuje velmi dob¥e. Mezi né budou patfit mocninné Fady.

P¥iklad

Uvazme funkce f,(x) = (sinx)" na intervalu [0, 7]. Hodnoty t&chto
funkci budou ve v8ech bodech 0 < x < 7w nezaporné a mensi nez
jedna, kromé& x = 7, kde je hodnota 1. Proto

lim f,(x) = 0 pro viechna x # 7

n—00 1 prox=73.

Zjevné tedy je limita posloupnosti funkci f, nespojitou funkci.




Posloupnosti a Fady funkci
[e]e] Yololelelele)

P¥iklad ((ne)spojitost fady funkci)

Tenty? jev umime najit i pro ¥ady funkci, protoZe soucet je limitou
Castecnych soucti. Stali tedy v predchozim ptikladé vyjadFit £,
jako n-ty &asteény soulet. Nap¥. f1(x) = sin x,

f2(x) = (sin x)2 — sin x, atd. Obrazek vykresluje funkce f,3(x) pro
n=1,...,10.
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P¥iklad ((ne)diferencovatelnost ¥ady funkci)

Obrazek vykresluje f,(x) = x(1 — x?)" na intervalu [-1,1] pro
hodnoty n=m? m=1,...,10.

Na prvni pohled je zjevné, Ze lim,_, o f(x) = 0, v8echny funkce
fa(x) jsou hladké, ale v bod& x = 0 je jejich derivace

£1(0) = (1 — x)" — 2nx?(1 — x?)"}|,—o = 1 nezavisle na n.
Limitni funkce pro posloupnost f, pfitom ma samozfejmé vsude
derivaci nulovou!
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P¥iklad ((ne)integrovatelnost fady funkci)

Protip¥iklad k tfetimu tvrzeni jsme uz vidéli. Charakteristickou
funkci x@ raciondlnich &isel miZzeme vyjadFit jakou soulet spocetné
mnoha funkci, které budou ocislovany pravé raciondlnimi &isly a
budou vZdy vSude nulové, kromé& mnoZiny bod(, podle které jsou
pojmenovany, kde jsou rovny 1. Riemannovy integraly vSech
takovych funkci budou nulové, jejich sou&et ale neni Riemannovsky
inegrovatelnou funkci.
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Stejnomérna konvergence

Davodem netspéchu ve v3ech ptikladech byla riiznad rychlost
bodové konvergence v jednotlivych x € R. Zminénou dodate¢nou
podminkou pak bude siln&jsi pojem konvergence.

Definice

Rikdme, ¥e posloupnost funkci f,(x) konverguje stejnomérné& na
intervalu [a, b] k limit& f(x), jestlize pro kazdé kladné (malé) &islo
e existuje (velké) pFirozené &islo N € N takové, Ze pro viechna
n> N a viechna x € [a, b] plati

|fa(x) — F(x)| < e.

Rada funkci konverguje stejnomé&rné na intervalu, jestlize
stejnomérné konverguje posloupnost jejich ¢asteénych souctd.
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Stejnomérna konvergence

Davodem netspéchu ve v3ech ptikladech byla riiznad rychlost
bodové konvergence v jednotlivych x € R. Zminénou dodate¢nou
podminkou pak bude siln&jsi pojem konvergence.

Definice

Rikdme, ¥e posloupnost funkci f,(x) konverguje stejnomérné& na
intervalu [a, b] k limit& f(x), jestlize pro kazdé kladné (malé) &islo
e existuje (velké) pFirozené &islo N € N takové, Ze pro viechna
n> N a viechna x € [a, b] plati

|fa(x) — F(x)| < e.

Rada funkci konverguje stejnomé&rné na intervalu, jestlize
stejnomérné konverguje posloupnost jejich ¢asteénych souctd.

Graficky si definici miZeme p¥edstavit tak, Ze do pasu vzniklého
posunutim limitni funkce f(x) na f(x) £ € pro libovoln& malé, ale
pevné zvolené kladné e vzdv padnou skoro viechnv funkce f(x).
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Ndasledujici tFi véty Ize struéné shrnout tvrzenim, Ze v8echna tfi

obecné neplatnd tvrzeni plati pro stejnom&rnou konvergenci (pozor
ale na jemnosti u derivovani).

Necht f,(x) je posloupnost funkci spojitych na intervalu [a, b],
kterd na tomto intervalu stejnomérné konverguje k funkci f(x).
Pak je také f(x) spojitd funkce na intervalu [a, b].
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Ndasledujici tFi véty Ize struéné shrnout tvrzenim, Ze v8echna tfi

obecné neplatnd tvrzeni plati pro stejnom&rnou konvergenci (pozor
ale na jemnosti u derivovani).

Véta
Necht f,(x) je posloupnost funkci spojitych na intervalu [a, b],

kterd na tomto intervalu stejnomérné konverguje k funkci f(x).
Pak je také f(x) spojitd funkce na intervalu [a, b].

Dikaz.

Chceme ukazat, Ze pro libovolny pevny bod xg € [a, b] a jakékoliv
pevn& zvolené malé € > 0 bude |f(x) — f(xo)| < € pro v8echna x
dostateéné blizkd k xg. Z definice stejnomérné spojitosti pro nase
€ >0 je |fo(x) — f(x)| < € pro v8echna x € [a, b] a v8echna
dostate¢né velka n.
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Ndasledujici tFi véty Ize struéné shrnout tvrzenim, Ze v8echna tfi

obecné neplatnd tvrzeni plati pro stejnom&rnou konvergenci (pozor
ale na jemnosti u derivovani).

Véta

Necht f,(x) je posloupnost funkci spojitych na intervalu [a, b],
kterd na tomto intervalu stejnomérné konverguje k funkci f(x).
Pak je také f(x) spojitd funkce na intervalu [a, b].

Dikaz.

Chceme ukazat, Ze pro libovolny pevny bod xg € [a, b] a jakékoliv
pevn& zvolené malé € > 0 bude |f(x) — f(xo)| < € pro v8echna x
dostateéné blizkd k xg. Z definice stejnomérné spojitosti pro nase

€ >0 je |fo(x) — f(x)| < € pro v8echna x € [a, b] a v8echna
dostate¢né velkd n. Zvolme si tedy néjaké takové n a uvazme

d > 0 tak, aby |f(x) — fa(x0)| < € pro v8echna x z d-okoli xg (to je
mozné, protoZe viechny f,(x) jsou spojité). Pak

[ (x)=f (x0) | < [F(x) = Fa(X)|+|fa(x) = fa(x0) [+[fa(x0) = F (x0)| < 3€
pro véechna x z ndmi zvoleného §-okoli bodu xg. ]
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Véta (R-integrovatelnost limity stejnom&rn& konvergentnich funkci)

Necht f,(x) je posloupnost Riemannovsky integrovatelnych funkci
na kone¢ném intervalu [a, b], které stejnomérné& konverguji k funkci
f(x). Pak také f(x) je integrovatelnd a plati

n'L”lo/ab fn(x)dx:/ab(mofn(x))dx:/abf(x) dx.
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Véta (R-integrovatelnost limity stejnom&rn& konvergentnich funkci)

Necht f,(x) je posloupnost Riemannovsky integrovatelnych funkci
na kone¢ném intervalu [a, b], které stejnomérné& konverguji k funkci
f(x). Pak také f(x) je integrovatelnd a plati

lim /ab f,,(x)dx:/ab( lim f,,(x))dx:/abf(x) dx.

n—o0 n—oo

Pro pFislusny vysledek o derivacich je tfeba zvySené pozornosti
ohledné predpokladii:

Véta (diferencovatelnost limity stejnomé&rn& konvergentnich funkci)

Necht f,(x) je posloupnost funkci diferencovatelnych na intervalu
[a, b], kterd na tomto intervalu stejnomé&rné konverguje k funkci
f(x). Déle necht jsou vsechny derivace g,(x) = f)(x) spojité a
necht konverguji na témZe intervalu stejnomé&rné& k funkci g(x).
Pak je také funkce f(x) diferencovatelnd na intervalu [a, b] a plati
zde f'(x) = g(x).
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Test pro stejnomérnou konvergenci

Nejjednodussim zplisobem pro zjist&ni stejnomérné konvergence
funkci je porovnani s absolutni konvergenci vhodné posloupnosti.
Rikdva se tomu &asto Weierstrassiiv test.

Weierstrassuv test

P¥edpokladejme, Ze mame ¥adu funkci f,(x) na intervalu | = [a, b]
a Ze navic zndme odhad

|fa(x)| < an€R

pro vhodné nezdporné konstanty a, a viechna x € |[a, b].
Pokud je (&iselnd) fada konstant Y ° , a, konvergentni, pak bude
fada funkei )77, fn(x) konvergentni stejnomérné
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Test pro stejnomérnou konvergenci

Nejjednodussim zplisobem pro zjist&ni stejnomérné konvergence
funkci je porovnani s absolutni konvergenci vhodné posloupnosti.
Rikdva se tomu &asto Weierstrassiiv test.

Weierstrassuv test

P¥edpokladejme, Ze mame ¥adu funkci f,(x) na intervalu | = [a, b]
a Ze navic zndme odhad

|fa(x)| < an€R

pro vhodné nezdporné konstanty a, a viechna x € |[a, b].
Pokud je (&iselnd) fada konstant Y ° , a, konvergentni, pak bude
fada funkei )77, fn(x) konvergentni stejnomérné

Rozhodnéte, je-li Fada > 7 ; S07X stejnom&rné& konvergentni na R.

n=1 n2
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Mocninné fady

V &asti vénované diferencidlnimu po&tu jsme ukazali, jak k dané
funkci f(x) p¥itadit Tayloriv polynom stupn& n (se stfedem
v daném bodé& xp), ktery aproximuje funkci f(x) v okoli bodu xp.

Definice

Mocninna Fada se stfedem v bodé xg = 0 je nekoneéna ¥ada tvaru
(0.0
n__ 2 3
apnX —=agt+taiX+axx +azx +...
n=0

Podobné&, nekoneénd fada tvaru

o0

Zan (X—Xo)n = ap+ay (X—X0)+82 (x—x0)2+33 (X—X0)3+...
n=0

se nazyvd mocninna fada se stfedem v bodé xj.
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Mocninné fady

V &asti vénované diferencidlnimu po&tu jsme ukazali, jak k dané
funkci f(x) p¥itadit Tayloriv polynom stupn& n (se stfedem
v daném bodé& xp), ktery aproximuje funkci f(x) v okoli bodu xp.

Definice

Mocninna Fada se stfedem v bodé xg = 0 je nekoneéna ¥ada tvaru
(0.0
n__ 2 3
apnX —=agt+taiX+axx +azx +...
n=0

Podobné&, nekoneénd fada tvaru

o0

Zan (X—Xo)n = ap+ay (X—X0)+82 (x—x0)2+33 (X—X0)3+...
n=0

se nazyvd mocninna fada se stfedem v bodé xj.
Bod xp se nazyva stfed mocninné Fady a &isla ay jeji koeficienty.
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P¥iklad (geometricka ¥ada)

Pokud vezmeme vSechny koeficienty a, =1 a xop = 0, dostaneme
mocninnou Fadu

o0
Zx"zl+x+x2+x3+....
n=0

Tato ¥ada je geometrickad s po&ate¢nim &lenem a = 1 a kvocientem

g = x a a konverguje pro |x| < 1, pfitemZ jeji soucet je ﬁ
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P¥iklad (geometricka ¥ada)

Pokud vezmeme vSechny koeficienty a, =1 a xop = 0, dostaneme
mocninnou Fadu

(0.0
Zx"zl+x+x2+x3+....
n=0
Tato ¥ada je geometrickad s po&ate¢nim &lenem a = 1 a kvocientem

g = x a a konverguje pro |x| < 1, pfitemZ jeji soucet je ﬁ

P¥iklad
Mocninna ¥ada s a, = ( 2},) a stredem xp = 2, ktera je také
geometrickd s pocatecnim ¢lenem a = 1 a kvocientem g = —%2.

Ta podle tvrzeni o konvergenci geometrické fady tato ¥ada
konverguje pro ‘%72} < 1, tj. pro x € (0,4), p¥itemz jeji soulet je

i (=1)" (x—2)" = 1 = 1 = % pro x € (0,4).

pr A 1=(=52) ==
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P¥i studiu konvergence mocninnych ¥ad budeme pouZivat kritéria
konvergence &iselnych ¥ad s nezadpornymi ¢leny, kterad aplikujeme

na pFislusnou ¥adu absolutnich hodnot. Zfejmé takto ziskame
informaci o absolutni konvergenci dané mocninné Yady.

Urcete, pro které hodnoty x konverguje mocninnd ¥ada
00 n 2 3 4 5
Y (F)THE = x5+ 5 -+ 5

n
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P¥i studiu konvergence mocninnych ¥ad budeme pouZivat kritéria
konvergence &iselnych ¥ad s nezadpornymi ¢leny, kterad aplikujeme

na pFislusnou ¥adu absolutnich hodnot. Zfejmé takto ziskame
informaci o absolutni konvergenci dané mocninné Yady.

Priklad

Urcete, pro které hodnoty x konverguje mocninnd ¥ada
o] —1x" 2 3 4 5

3 etk Ak Ak Ak o

n=1

Regeni

Podle podilového kritéria je
1 n+1
n+1 X
1
n

Un+t1
Un

:n+1|x\—>|x] pro n — o0.

Xn

A tedy pro |x| < 1 tato Yada konverguje (absolutn&) a pro |x| > 1
nekonverguje (zfejm& pro x < —1 diverguje k —oo a pro x > 1
osciluje).
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P¥i studiu konvergence mocninnych ¥ad budeme pouZivat kritéria
konvergence &iselnych ¥ad s nezadpornymi ¢leny, kterad aplikujeme

na pFislusnou ¥adu absolutnich hodnot. Zfejmé takto ziskame
informaci o absolutni konvergenci dané mocninné Yady.

Priklad

Urcete, pro které hodnoty x konverguje mocninnd ¥ada
0 n—1x" __ x? x3 x* x>
Yot (PO =X =5+ 5 -+ -

Regeni

Podle podilového kritéria je
1 n+1
n+1 X
1
n

Un+t1
Un

= x| = |x]| pro n — o0.

xN _n+1

A tedy pro |x| < 1 tato Yada konverguje (absolutn&) a pro |x| > 1
nekonverguje (zfejm& pro x < —1 diverguje k —oo a pro x > 1
osciluje). Pro x = —1 se jedna o zdpornou harmonickou ¥adu kterd
diverguje k —oo. A pro x = 1 se jednd o alternujici harmonickou
Yadu. kterd konvercuie (relativng).
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Urlete, pro které hodnoty x konverguje mocninnd fada

2

=Tt — =

X" X2 X3 X4 5
nl 2 6 120
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Urlete, pro které hodnoty x konverguje mocninnd fada

ix 1+x+X—2+X—3+X—4+X—5+
n 2 6 120

Reseni

|
K
N

Podle podilového kritéria je pro n — oo

n!
~ (n+1)l

ok
1 Xn

Upt+1
Un

= -

1 n+1
_ ‘ x| = 0.

n!

A tedy tato ¥ada konverguje (absolutn&) a pro kazdé x € R.
Pozdéji ukazeme, Ze soulet této mocninné fady je funkce e*.
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Kazda mocninna ¥ada konverguje ve svém stfedu, protoze pro
x = xp se jednd o nulovou Fadu. Déle ze srovnavaciho kritéria
plyne nasledujici.

Véta

UvaZujme mocninnou Fadu

(e.9]

Zan (X = Xo)n = ap+a1 (X—Xo)—|-32 (x—x0)2+a3 (X—X0)3—|-. 500
n=0

© Jestlize tato mocninna Fada konverguje pro néjaké x = c,
potom konverguje absolutné pro vSechna |x| < |c|.
Z Weiestrassova kritéria pak plyne dokonce stejnomérna
konvergence na kazdém uzavfeném intervalu [a, b] C (—c, c).
@ Jestlize tato Fada nekonverguje (tj. diverguje k 00 nebo
osciluje) pro néjaké x = d, potom nekonverguje pro viechna
x| > |d|.
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Polomér konvergence

Pro kazdou mocninnou ¥adu tedy nastdvd pravé jedna
z nasledujicich moznosti:

@ Existuje &islo R > 0 takové, Ze tato mocninna Yada konverguje
absolutné& pro |x — xo| < R, tj. pro x € (xo — R,xo + R) a
nekonverguje pro |x — xp| > R, tj. pro x < xo — R a pro
x > xp + R. Rada miiZe a nemusi konvergovat v kazdém
z krajnich bodli x =xp — Rax=xp+ R.

@ Tato mocninnd fada konverguje absolutné pro vSechna x € R
(v tomto pf¥ipadé klademe R := ).

@ Tato mocninna Yada konverguje pouze pro x = xp a
nekonverguje pro viechna x # 0 (v tomto pfipad& R := 0).
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Polomér konvergence

Pro kazdou mocninnou ¥adu tedy nastdvd pravé jedna
z nasledujicich moznosti:

@ Existuje &islo R > 0 takové, Ze tato mocninna Yada konverguje
absolutné& pro |x — xo| < R, tj. pro x € (xo — R,xo + R) a
nekonverguje pro |x — xp| > R, tj. pro x < xo — R a pro
x > xp + R. Rada miiZe a nemusi konvergovat v kazdém
z krajnich bodli x =xp — Rax=xp+ R.

@ Tato mocninnd fada konverguje absolutné pro vSechna x € R
(v tomto pf¥ipadé klademe R := ).

@ Tato mocninna Yada konverguje pouze pro x = xp a
nekonverguje pro viechna x # 0 (v tomto pfipad& R := 0).

Cislo R majici vy%e popsané vlastnosti nazyvdme polomé&r
konvergence mocninné ¥ady. Pokud je R > 0 (tj. pokud nastane
prvni nebo druhd z vyse uvedenych moznosti), potom hovo¥ime
o intervalu konvergence.
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Priklad
@ Pro mocninné Yady > 17 o x", > "2 (—1)" x" je polomér
konvergence R = 1.




Mocninné ¥ady
000000e000000

Priklad
@ Pro mocninné Yady > 17 o x", > "2 (—1)" x" je polomér
konvergence R = 1.

M v n
@ Pro mocninnou fadu > 77 %

n—0 1 J& polomé&r konvergence

R = .




Mocninné Fady
000000e000000

Priklad
@ Pro mocninné Yady > 17 o x", > "2 (—1)" x" je polomér
konvergence R = 1.

2 “ n
@ Pro mocninnou fadu > 77 %

n—0 1 J& polomé&r konvergence

R = .

@ Pro mocninnou fadu )2, n! x" je polom&r konvergence
R =0.
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Pro polomér konvergence R mocninné ¥ady plati nasledujici.

Véta
Pokud existuje limita (vlastni nebo nevlastni)

dn+1
an

lim \/|an| = a, pFipadné lim = a,

n—o00 n—00

potom polomér konvergence mocninné Fady je

pro a > 0,

pro a=_0,

0, pro a = oo.




Mocninné Fady
0000000080000

Diikaz.

Vztah pro polomér konvergence R plyne z podilového kritéria resp.
z odmocninového kritéria. Pokud totiz existuje ptislusnd limita

z véty, potom je

Vlunl = /lan (x = x0)"| = Vlan| - V/|x = x0|" = ¥/lan| - |x — x|

—a.|x—xp| pron— o
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Diikaz.

Vztah pro polomér konvergence R plyne z podilového kritéria resp.
z odmocninového kritéria. Pokud totiz existuje ptislusnd limita

z véty, potom je

Vlunl = /lan (x = x0)"| = Vlan| - V/|x = x0|" = ¥/lan| - |x — x|

—a.|x—xp| pron— o

Tedy mocninnd ¥ada konverguje (absolutné), pokud je
a.|x — xo| < 1, a nekonverguje, pokud je a.|x — xp| > 1. Pro
a.|x — xo| = 1 konvergovat miZe i nemusi.
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°
Diikaz.

Vztah pro polomér konvergence R plyne z podilového kritéria resp.
z odmocninového kritéria. Pokud totiz existuje ptislusnd limita
z véty, potom je

Vlunl = /lan (x = x0)"| = Vlan| - V/|x = x0|" = ¥/lan| - |x — x|

—a.|x—xp| pron— o

Tedy mocninnd ¥ada konverguje (absolutné), pokud je

a.|x — xo| < 1, a nekonverguje, pokud je a.|x — xp| > 1. Pro
a.|x — xo| = 1 konvergovat miZe i nemusi.

To znamend, Ze pokud je a > 0, fada konverguje pro [x — xp| < é
a nekonverguje pro |x — xp| > % neboli R = %

Pokud je a=0, je a.|x — xp| =0 < 1 pro v8echna x € R, a tedy
fada konverguje pro vSechna x € R, neboli R = co.

A pokud je a = o0, je a. |x — xg| = 00 > 1 pro viechna x # xq,
neboli Fada nekonveguje pro viechna x # xp, neboli R = 0. O
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Poznamka

Pfedpoklad existence limity ve vété je ptilis silny. Lze ukdzat, ze
stali misto limity pouZit limitu superior (ktera existuje vzdy), tj.

dn+1
dn

limsup v/ |an| = a, p¥ipadn& lim sup
n—oo n—o00
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Poznamka

Pfedpoklad existence limity ve vété je ptilis silny. Lze ukdzat, ze
stali misto limity pouZit limitu superior (ktera existuje vzdy), tj.

dn+1
dn

limsup v/ |an| = a, p¥ipadn& lim sup
n—oo n—o00

MdiZe nastat situace, Ze lim,_oo \”/m = a existuje, zatimco
limp—so0 | 2l | neexistuje (opagné nikoliv!). Je tedy vidét, Ze sta&i
vzdy pocitat polomé&r konvergence pomoci vzorec¢ku

s limp—oo {’/m = a (pokud tedy tato limita existuje jako vlastni

nebo jako nevlastni).
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Vlastnosti mocninnych ¥ad

Mocninné ¥ady (jakoZto ,polynomy" nekone¢ného stupné) sdileji

s polynomy vSechny dfilezité vlastnosti. Zejména, ze stejnomérné
konvergence mocninné ¥ady na libovolném uzavfeném podintervalu
intervalu konvergence plnye, Ze:

— soucet mocninné ¥ady je spojita funkce,
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Vlastnosti mocninnych ¥ad

Mocninné ¥ady (jakoZto ,polynomy" nekone¢ného stupné) sdileji

s polynomy vSechny dfilezité vlastnosti. Zejména, ze stejnomérné
konvergence mocninné ¥ady na libovolném uzavfeném podintervalu
intervalu konvergence plnye, Ze:

— soucet mocninné ¥ady je spojita funkce,

— mocninnou Yadu miZeme derivovat &len po &lenu, pficemz se
neméni polomér konvergence,
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Vlastnosti mocninnych ¥ad

Mocninné ¥ady (jakoZto ,polynomy" nekone¢ného stupné) sdileji
s polynomy vSechny dfilezité vlastnosti. Zejména, ze stejnomérné
konvergence mocninné ¥ady na libovolném uzavfeném podintervalu
intervalu konvergence plnye, Ze:

— soucet mocninné ¥ady je spojita funkce,

— mocninnou Yadu miZeme derivovat &len po &lenu, pficemz se
neméni polomér konvergence,

— mocninnou fadu miZeme integrovat (neurcitym i uréitym
integralem) &len po &lenu, pficemZ se nem&ni polomér
konvergence.
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Urcete polomér konvergence a souet mocninné fady

o0
an":x+2x2+3x3+4x4+....

n=1
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Urcete polomér konvergence a souet mocninné fady

o0
an":x+2x2+3x3+4x4+....

n=1

1 1
2ol _ B g a = R===1.

an n a
Tedy ¥ada konverguje pro x € (—1,1) a zfejm& nekonverguje
v krajnich bodech tohoto intervalu.
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Urcete polomér konvergence a souet mocninné fady

o0
an":x+2x2+3x3+4x4+....

n=1

1 1
2ol _ B g a = R===1.
an n a

Tedy ¥ada konverguje pro x € (—1,1) a zfejm& nekonverguje
v krajnich bodech tohoto intervalu.

ProtoZe je nx"~1 = (x"), soutet této Fady uréime z véty

o derivaci mocninné fady

o0 o0 (e 9] (©.9] /
E nx"=x g nx"l=x. g (x") = x ( x") =
n=1 n=1 n=1 n=1
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Priklad

Urcete soucet mocninné fady

a tedy pro x = 1 také soulet alternujici harmonické Fady.




000000000000 e
Priklad
Urcete soucet mocninné fady
(0.9}
1l x> x3 x* X
()" x"=x——=F = ——+——...
3 4 5

n 2
n=1

a tedy pro x = 1 také soulet alternujici harmonické Fady.

Reseni

Tato mocninnd ¥ada konverguje pro x € (—1,1]. ProtoZe je
n+1 7 v v s v = a
):14:1 = [ x" dx, soulet této Fady uréime z véty o integraci

mocninné Yady.

\,



Mocninné Fady
Priklad
Urcete soucet mocninné fady

o
1 x2 X3 X XP
)l = T
;( A e e R s

a tedy pro x = 1 také soulet alternujici harmonické Fady.

Reseni

Tato mocninnd ¥ada konverguje pro x € (—1,1]. ProtoZe je
Xn+1

— n ¥ 4 N v/ v - o
T = [ x™dx, soutet této ¥ady uréime z véty o integraci
mocninné fady.

o0

ni(—l)“f,x" - i(—l)“ i > CENE

n

:/<§:(_x)") dx:/lixdx:|n(1+x)+c, pro x € (=1, 1).

n=0

y
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