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Uvod a motivace

Diferencidlni rovnice je rovnice, ve které se vyskytuje neznama
funkce spolu se svou derivaci (&i derivacemi vysich ¥adi).
Diferencialni rovnice slouzi k modelovani fyzikalnich procest,
vyskytuji se v ekonomii, biologii, chemii, atd.

Priklad
P¥iklady fyzikalnich procesi, které jsou modelovany diferencidlnimi
rovnicemi.

(a) Neznama funkce je u = u(x) (poloha bodu na p¥imce),
m.u" = F(x) (Newtoniiv z3kon).

(b) Nezndma funkce je u = u(x, t) (teplota v bod& x na p¥imce
v &ase t),

02 . Uy = Uy (vedeni tepla na pfimce).
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P¥iklad
(c) Neznama funkce je u = u(x,t) (vychyleni v bod& x na p¥imce
v &ase t),

% Uy = Uy (vlnova rovnice).
(d) Nezndma funkce je 0 = 0(t) (thel v &ase t),
0" +asing =0 (matematické kyvadlo).

(e) Neznama funkce je @ = Q(t) (mnoZstvi radioaktivniho
materidlu v &ase t),

Q =-kQ (radioaktivni rozpad).
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Otazky k zamysleni

1. Jak pozname, Ze dand diferencidlni rovnice viibec ma ¥eSeni?
(otdzka existence FeZeni)

2. Je toto Fedeni jediné? (otdzka jednozna&nosti feSeni)
Kolik FeSeni existuje?

4. Jak najit toto/tato Fedeni? (metody Feeni diferencidlnich
rovnic)

5. Jak uréit chovani p¥ipadnych ¥eSeni, aniZ by bylo nutné danou
diferencidlni rovnici vy¥esit? (kvalitativni vlastnosti feseni
diferencialnich rovnic)
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Priklad
. [ . / _ PR _ g . 7
Diferencidlni rovnice x y’ + y = 0 ma ¥eSeni y = = pro libovolné

C € R, protoze

C C
/: Cil/:—— 4 = — — = U.
y' =(C7) 2 = xy' +y x( X2)+ 0

Tedy tato rovnice ma nekone¢né mnoho feseni.
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Priklad

. P . / _ iy v s _ S; . /
Diferencidlni rovnice x y’ + y = 0 ma ¥eSeni y = = pro libovolné
C € R, protoze

C
=~ =0
X

C
y’:(CXﬁl)/:—— = xy/—|-yzx<—X2>+

Tedy tato rovnice ma nekone¢né mnoho feseni.

Definice

Resen diferencialni rovnice je funkce y = y(x) (p¥ipadn& funkce

y =y(t), y = y(x,t), apod.), kterd spliiuje danou diferencidln{
rovnici.

Re¥enf diferencislnich rovnic se obvykle najdou pomoci integrovant,
a proto budou obsahovat integraéni konstanty. Tedy tzv. obecné
FeSeni (tj. vechna ¥eseni) dostaneme jako mnoZinu danou témito
konstantami. Redeni dané tzv. potate¢nimi podminkami, nap¥.
y(x0) = yo, se nazyva partikularni.
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Priklad

Obecné Yeseni diferencialni rovnice z P¥ikladu je

C
y =—, kde C € R.
X

Redeni této diferencialni rovnice spliiujici poatetni podminku
y(l)=1ljey = % (tohle je tedy partikuldrni ¥esenf).
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P¥iklad
Obecné Yeseni diferencialni rovnice z P¥ikladu je

C
y =—, kde C € R.
X

Redeni této diferencialni rovnice spliiujici poatetni podminku
y(l)=1ljey = % (tohle je tedy partikuldrni ¥esenf).

P¥iklad

Matematicky lze kaZzdy ptiklad na vypoéet primitivni funkce
(neurdity integrdl) chapat jako diferencidlni rovnici y’ = f(x),
pFitemz hledand nezndma funkce y se vypotita jako y = [ f(x) dx,
tedy pfimym integrovanim.
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Diferencialni rovnice 1. ¥adu

R4d diferencidlni rovnice je ¥ad nejvyssi derivace, kterd se v rovnici
vyskytuje.

Nyni se budeme podrobnégji zabyvat deferencidlnimi rovnicemi 1.
¥adu. Tj. jsou to rovnice tvaru
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Diferencialni rovnice 1. ¥adu

Rad diferencialni rovnice je ¥ad nejvyssi derivace, kterd se v rovnici
vyskytuje.

Nyni se budeme podrobnégji zabyvat deferencidlnimi rovnicemi 1.
¥adu. Tj. jsou to rovnice tvaru

/

Yy = F(Xay)'

(a) Rovnice y’ = y? ma nekone&n& mnoho Yedeni (tedy obecné
Yedenl) y = <1, C € R, definovanych na (—oo, C) a na
(C,00) a fedeni y = 0 definované na celém R.

(b) Rovnice y' = 3 ¢/y2 a potatetni podminka y(0) = 0 m4
fefeni y = 0 a y = x3 (a také libovolnou jejich navazujici
kombinaci). Tedy existuje nekone&n& mnoho ¥edeni.
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Rovnice se separovanymi proménnymi

Specidlnimi p¥ipady této diferencidlni rovnice jsou rovnice se
separovanymi proménnymi a rovnice linedrni, kterym se budeme
blize vénovat.

Definice (rovnice se separovanymi prom&nnymi)

Jedna se o rovnici tvaru

y' = f(x).g(y),

tj. pravd strana z obecné rovnice je F(x,y) = f(x).g(y), tj. je to
soucin funkce promé&nné x a funkce proménné y (odtud je nazev
této rovnice).
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Priklad

(a) Pro diferencidlni rovnici

2 2 1

p X : X
— f = — = —
y je (x) =1 v g(y) y

oy (14 x3)

a proto se jednd o rovnici se separovanymi promé&nnymi.

(b) Rovnice y' = x + y neni rovnice se separovanymi prom&nnymi
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Pokud napiSeme derivaci y’ jako podil diferencidli %, tj. y' = %,

potom lze rovnici se separovanymi proménnymi pfepsat na tvar

Y_t).8l) = dy=flx)x

odtud nazev — separované proménné. A tuto posledni rovnici
vyFfe$ime integraci na obou strandch — na levé strané podle
promé&nné y a na pravé strané podle proménné x, tj.

/g(ly)dy:/f(x)dx—kC.

Integraéni konstantu |ze zfejmé& brat pouze jednou, nap¥. tedy na
pravé strané. Dostdvdme tedy ndsledujici tvrzeni.
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Véta (O Fesitelnosti diferencidlni rovnice se separovanymi

proménnymi)
Jsou-li funkce f : (a,b) > R a g : (c,d) — R spojité a g(y) #0
na intervalu (c,d), potom ma po&ateeni iloha

y'=1f(x).gly), ylxo)=yw

pravé jedno Feseni, které je dano implicitné predchozim vztahem.
Konstanta C se ur¢i z po&atecni podminky y(xo) = yo.
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Priklad

Pro diferencidlni rovnici z P¥ikladu mame
dy x? x2
dx y.(14+x3) Yo =1ra8%
2 3
yo© | 1+x>=u
= /ydy /1+ 3 2_‘3X2dX:du ‘
l/d In|ul + C 1|]1+3!+C
== [ - = —In|u = —In X
3 u 3
2 2 3
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P¥iklad (pokratovani)

Pokud je navic zadana potateéni podminka y(0) = 2, potom
dosazenim do vypocteného vztahu za x =0 a y = 2 dostaneme
rovnici 4 = C, a tedy partikuldrni ¥eSeni je

2
y:\/3 Inj1+x3|+4

(ve vy¥e uvedeném vztahu bereme kladnou odmocninu, protoze
hodnota y(0) =2 > 0).
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Nékteré dalsi typy rovnic lze jednoduchou substituci pfevést na
rovnici se separovanymi proménnymi. Nap¥. diferencidlni rovnice

/()

se pomoci substituce u = £ (Pozor, u = u(x) je funkce prom&nné
x!) ptevede na rovnici se separovanymi prom&nnymi. Skuteng,
protoZe je (podle pravidla pro derivaci soutinu)

tvaru

u.x=y = J.ox+u=y = U x+u=f(u)
du 1 1
—x = f(u) — ————du=—-d
= 7 < (u) —u = o) —u u=_dx

a posledni uvedena rovnice ma separované prom&nné (x a u).
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Vyteste diferencidlni rovnici
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Vyteste diferencidlni rovnici

Reseni
Volbou v = %, neboli y = u.x, dostaneme y' = u'.x + u a po
desazeni do rovnice

v.ox+u=1+u = = —.x=1
= du fdx = /du_/ dx = wu=lIn|x|+C.
Zpétnym dosazenim za proménnou u pak dostaneme hledané feseni

= =In|x|+C = y=xlIn|x|+Cx, CeR.
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Lineadrni diferencialni rovnice 1. ¥adu

Jedn3d se o rovnici tvaru

y'=a(x)y + b(x)
tj. prava strana z obecné rovnice je F(x,y) = a(x)y + b(x), tj. je
to linedrni funkce vzhledem k proménné y.
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Lineadrni diferencialni rovnice 1. ¥adu

Jedn3d se o rovnici tvaru

y'=a(x)y + b(x)
tj. prava strana z obecné rovnice je F(x,y) = a(x)y + b(x), tj. je
to linedrni funkce vzhledem k proménné y.
Linedrni diferencidlni rovnici Ize jednoduchym zplisobem vy¥esit

homogenni rovnice

Rovnice je tzv. homogenni, tj. b(x) = 0. Potom se jedna o rovnici
y' = a(x) y, coz je rovnice se separovanymi prom&nnymi

d 1 1
d—i:a(x)y = ;dy:a(x)dx = /ydy:/a(x)dx

=>|n|)/!=/a(x)dx+c o |y| = ef A _ gfabx)dx oG

~
N
<
\
X
I

:>j:y:efa(x)dx.ec = y—efa(x X.(:l:ec)

~—
lib. konst.
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nehomogenni rovnice

Rovnice je tzv. nehomogenni, tj. b(x) #Z 0. V tomto pfipadé& se
nejprve celd rovnice vyndsobi vhodnou funkei u(x) (tzv.
integraénim faktorem), aby po tpravéch vznikl vyraz pro derivaci
soudinu. Integraéni faktor je funkce

M(X) — e—fa(x) dx'
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nehomogenni rovnice

Rovnice je tzv. nehomogenni, tj. b(x) #Z 0. V tomto pfipadé& se
nejprve celd rovnice vyndsobi vhodnou funkei u(x) (tzv.
integraénim faktorem), aby po tpravéch vznikl vyraz pro derivaci
soudinu. Integraéni faktor je funkce

M(X) — e—fa(x) dx'

Tedy platf

Y —alx)y=b(x) = [y =a(x)y].u(x)=bx).u(x)
= y. e~ Jalx)ax _ y a(x). e Jalx)dx _ b(x) . o= J a(x) dx

-~

a(x) dx )/

(y.e_

= y.efa(x)dx:/b(x).efa(x)dxdx+C

= y—efa(x)dx[/b(x).e‘fa(x)dxdx—i—C , CeR.
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Véta (O tesitelnosti linedrni diferencidlni rovnice 1. ¥adu)

Jsou-li koeficienty a(x) a b(x) spojité funkce na intervalu (a, b),
potom ma pocatecni tiloha
y'=a(x)y+b(x),  y(x)=yo

pravé jedno Feseni, které je na celém intervalu (a, b) definovano
prfedchozim vztahem. Konstanta C se urci z pocatecni podminky

y(x0) = yo.
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Véta (O tesitelnosti linedrni diferencidlni rovnice 1. ¥adu)

Jsou-li koeficienty a(x) a b(x) spojité funkce na intervalu (a, b),
potom ma pocatecni tiloha
y'=a(x)y+b(x),  y(x)=yo

pravé jedno Feseni, které je na celém intervalu (a, b) definovano
prfedchozim vztahem. Konstanta C se urci z pocatecni podminky

y(x0) = yo.

Vidime tedy, Ze na rozdil od nelinedrnich rovnic, které maji
zarulenu existenci a jednoznalnost ¥eSeni pouze na okoli bodu xp,
jsou linearni diferencialni rovnice jednozna&né ¥esitelné na celém
intervalu spojitosti pravé strany rovnice.
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Vyteste diferencialni rovnici
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v/
Priklad

Vyteste diferencialni rovnici

y' = -3y +x.

Regeni

Protoze je y' + 3y = x, je integra&ni faktor

M(X) _ ef3dx _ e3x'

Potom plati
y/e3x+3ye3xzxe3x = (y.e3x)/_xe3x
/I A3x _ e
:>y.e3X:/xe3xdx+C w=e 5,_:{’

1 1 1 1
:gxe3x—§e3X+C = y:§x—§—i-Ce*3X7 C eR.
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Bernoulliova rovnice

Nékteré dalsi typy rovnic lze jednoduchou substituci p¥evést na
rovnici linedrni. Naptiklad tzv. Bernoulliova rovnice

y'=a(x)y+b(x)y"

se pomoci substituce u = y!= (Pozor, u = u(x) je funkce
proménné x!) pfevede na rovnici linedrni.

Vyfteste diferencidlni rovnici
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Regeni (Bernoulliova rovnice)

Jedn3d se zfejmé o Bernoulliovu rovnici s r = 2. Substituci
! .
u=y 1= % dostaneme v/ = —y~2y/ = % a tedy se dand rovnice
prevede na tvar
/
y 1
Yy ==3y+xy? = S=-3-+x = u=-3u+x
y y
Posledni rovnice je linearni diferencialni rovnice pro nezndmou
funkci u(x). Z d¥iv&jsiho p¥ikladu vime, Ze jeji YeSeni je funkce

1 1
= _x—-+Ce ™
YT3X 79T
Zpétnym dosazenim za funkci u pak dostaneme ¥eSeni plvodni
rovnice
1 1 1 1
f:fx_7+Ce73X = y:1 CGR

y 3 9 Ix— 5+ Ce ¥
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Dalsim trikem, ktery nékdy miZe pomoci pfevést danou rovnici na
linedrni diferencialni rovnici, je zdména nezavislé a zavislé
prom&nné x a y. Tedy misto hledani ¥edeni jako funkce y = y(x)
jej budeme hledat jako funkci x = x(y). Vysledkem potom zfejmé
bude ¥eseni zadané pomoci inverzni funkce.

Vyteste diferencialni rovnici

;o 1
4 Coy?2—2x’
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Regeni
Tato rovnice neni linearni diferencialni rovnice. Plati ale
dy 1 dx 5
—=——— = —=-2x1t
dx y?2—2x dy 7
pficemz posledni rovnice uZ je linedrni diferencidlni rovnice pro
nezndmou funkci x = x(y). Tuto rovnici vyfesime metodou
integratniho faktoru, tj. u(y) = €%. Reeni je potom tvaru (po
dvojndsobné integraci per-partes v integralu fy2 e? dy)
1, 1

1
2= 4 Ce» CeR.
x_2y 2y—|—4+ e . €
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ReSeni nehomogennich rovnic metodou variace konstanty

V ptipadé nehomogenni rovnice Ize postupovat kromé& metody

integra&niho faktoru rovn&z (obecngji pouziteln&jsi) metodou
variace konstanty:

Variace konstanty

@ Nejprve vyfeSime pfidruzenou homogenni rovnici.

@ Variace konstanty spociva v nahrazeni konstanty v feSenf
pFidruzené rovnice funk&ni proménnou, tj. hledame ¥eSeni ve
tvaru y = C(x) - e/ 2(x) dx,

@ Po dosazeni do plivodni rovnice dostaneme
C'(x) - ef 2x)dx — p(x).
o Odtud dostaneme Yedeni C(x) = [ b(x)- e~ /2 dx.
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ReSeni nehomogennich rovnic metodou variace konstanty

V ptipadé nehomogenni rovnice Ize postupovat kromé& metody

integra&niho faktoru rovn&z (obecngji pouziteln&jsi) metodou
variace konstanty:

Variace konstanty

@ Nejprve vyfeSime pfidruzenou homogenni rovnici.

@ Variace konstanty spociva v nahrazeni konstanty v feSenf
pFidruzené rovnice funk&ni proménnou, tj. hledame ¥eSeni ve
tvaru y = C(x) - e/ 2(x) dx,

@ Po dosazeni do plivodni rovnice dostaneme
C'(x) - el A dx = p(x).

o Odtud dostaneme Yedeni C(x) = [ b(x)- e~ /2 dx.

Poznamenejme, Ze v obou pfipadech zfejmé politame tytéz
integraly, takZe z vypoletniho hlediska jsou oba postupy
ekvivalentni.
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Plan prednéasky

© Aplikace linedrnich diferencialnich rovnic 1. ¥adu
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Aplikace linedrnich diferencidlnich rovnic 1. ¥adu

Radioaktivni rozpad

Radioaktivni materidl se rozpada rychlosti, kterd je pfimo imérna
mnoZstvi pfitomného materialu.
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Aplikace linedrnich diferencidlnich rovnic 1. ¥adu

Radioaktivni rozpad

Radioaktivni materidl se rozpada rychlosti, kterd je pfimo imérna
mnoZstvi pfitomného materidlu. Tedy ozna&ime-li jako Q(t)
mnozstvi [v&tSinou grami] radioaktivniho materidlu v ¢ase t [rokd],
potom musi platit rovnice

Q'(t) = —r Q(t), kde r > 0 je konstanta Gm&rnosti.

V&imnéte si, ze materidlu zfejm& ubyvd, tj. Q' < 0.
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Aplikace linedrnich diferencidlnich rovnic 1. ¥adu

Radioaktivni rozpad

Radioaktivni materidl se rozpada rychlosti, kterd je pfimo imérna
mnoZstvi pfitomného materidlu. Tedy ozna&ime-li jako Q(t)
mnozstvi [v&tSinou grami] radioaktivniho materidlu v ¢ase t [rokd],
potom musi platit rovnice

Q'(t) = —r Q(t), kde r > 0 je konstanta Gm&rnosti.

V&imnéte si, ze materidlu zfejm& ubyvd, tj. Q' < 0.

Priklad

Radium—226 ma polocas rozpadu 1620 let. Najdéte as potrebny
k tomu, aby se dané mnozstvi Ra—226 zmenSilo na % plivodniho
mnozstvi.

| \

A
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Regeni

Oznatime-li jako Q(0) := Qp piivodni mnoZstvi Ra—226, potom
pro hledanou funkci Q(t), ktera spliiuje (homogennf) linedrni
diferencialni rovnici Q" = —r Q, plati (viz dfive)

Rt)=Ce"=Q(0)=Ce®=C=C=Q = Q(t) = Qe "
Nyni uréime konstantu r z informace o polo¢asu rozpadu:

1 1 —Inl
5 Q= Qe 1% 2 = —r.1620 = r = 16202 ~ 0.000428 [

A nyni ur€ime hodnotu t, pro kterou je Q(t) = % Qo:

3 . 3 In3
ZQO: Qo e = Ing=-nt = t=—"~06724 [let].
—r

¥adu
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Vyména tepla mezi té€lesem a okolim
Povrchova teplota télesa se méni rychlosti, kterd je p¥fimo iumérna

rozdilu teploty télesa a okolniho prostfedi (tzv. Newtoniv teplotni
zdkon).
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Vyména tepla mezi té€lesem a okolim

Povrchova teplota télesa se méni rychlosti, kterd je pfimo Gmérna
rozdilu teploty télesa a okolniho prostfedi (tzv. Newtoniv teplotni
zdkon). Ozna¥me teplotu t&lesa v Case t jako ©(t) [°C] a teplotu
okolniho prosttedi jako T [°C]. Potom musi platit rovnice

o'(t) = —k[O(t) — T], kde k > 0 je konstanta dmé&rnosti.

Vsimnéte si, Ze pokud bude teplota okolniho prostfedi vyssi, nez je
teplota t&lesa (tj. pokud je ©(t) < T), potom je © > 0 a té&leso se
bude zahFivat. Zatimco pokud bude teplota okolniho prost¥edi
niZsi, nez je teplota t&lesa (tj. pokud ©(t) > T), potom je @ < 0
a téleso se bude ochlazovat.
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Vyména tepla mezi té€lesem a okolim

Povrchova teplota télesa se méni rychlosti, kterd je pfimo Gmérna
rozdilu teploty télesa a okolniho prostfedi (tzv. Newtoniv teplotni
zdkon). Ozna¥me teplotu t&lesa v Case t jako ©(t) [°C] a teplotu
okolniho prosttedi jako T [°C]. Potom musi platit rovnice

o'(t) = —k[O(t) — T], kde k > 0 je konstanta dmé&rnosti.

Vsimnéte si, Ze pokud bude teplota okolniho prostfedi vyssi, nez je
teplota t&lesa (tj. pokud je ©(t) < T), potom je © > 0 a té&leso se
bude zahFivat. Zatimco pokud bude teplota okolniho prost¥edi
niZsi, nez je teplota t&lesa (tj. pokud ©(t) > T), potom je @ < 0
a téleso se bude ochlazovat.

P¥iklad (Detektivni kancela¥)

Je nalezena mrtvola, jejiz teplota je zméfena na 26.6 °C. O 3
hodiny pozdéji je jeji teplota 21.1 °C, pfi¢emz teplota okoli je 18.3
°C. Urcete &as umrti.
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Regeni

P¥i pouZiti vy$e uvedeného zna&eni (pro ¢as t v jednotkdch
[hodin]) mdme T = 18.3,0(0) =

26.6 (teplota v Case nalezeni mrtvoly), ©(3) = 21.1, p¥itemz
funkce ©(t) splituje rovnici

O =-k(®0-T) = O =-kO+kT.
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Regeni

P¥i pouZiti vy$e uvedeného zna&eni (pro ¢as t v jednotkdch
[hodin]) mdme T = 18.3,0(0) =

26.6 (teplota v Case nalezeni mrtvoly), ©(3) = 21.1, p¥itemz
funkce ©(t) splituje rovnici

O =-k(®0-T) = O =-kO+kT.

Posledni rovnice je linearni diferencidlni rovnice pro nezndmou
funkci ©(t). Tuto rovnici vyfedime metodou integra¢niho faktoru
p(t) = ekt a dostaneme

©O=T+Ce =183+ Ce ¥, CecR.

Konstanty C a k uréime z informaci o poéateéni teploté a

o teploté v &ase t = 3 [hodiny].
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Re¥en(
266=0(0)=183+Ce®=183+C = (=83

a©=183+83e X adile

21.1 —18.3

211=0(3)=183+83e 3 = e 3k = 53 = ~0.337,

odkud —3k = In0.337 = k = —"2337 ~ 0.362. Tedy hledané
Yedeni je funkce O(t) = 18.3 4 8.3 e0:362¢,
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Re¥en(
266=0(0)=183+Ce®=183+C = (=83
a©=183+83e X adile

21.1 —18.3
—— ~0.337
8.3 ’

21.1=0(3)=183+83e * = ek =
odkud —3k = In0.337 = k = —"2337 ~ 0.362. Tedy hledané
Yedeni je funkce O(t) = 18.3 4 8.3 e0:362¢,
Jak se urdi &as umrti? Uréime &as t, pro ktery je ©(t) = 37 °C
(teplota lidského téla). Tedy

37 -18.3
o—0.362t _

18.3 +8.3e7 0302t —37 = 3 "~ ~2.253.

Odtud —0.362t = In2.253 a t = —"Efé%? ~ —2.24 a mrtvola tedy

byla nalezena pf¥iblizn€ 2 hodiny a 15 minut po smrti.
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P¥iklad (Michani roztoku)

Vodni nddrz o celkovém objemu L = 1000 [litrii] obsahuje Qy =0
[grami] soli v pocatednim Case ty = 0 [minut]. Do nadrze pFitéka
roztok o koncentraci soli ¢ = 50 [grami/litr] rychlosti v = 20
[litri/min] a po ¥adném promichani s vodou v nadrZi z ni vytéka
stejnou rychlosti (viz obr.). Uréete mnoZstvi soli Q(t) v nadrzi

v libovolném ¢ase t a limitni mnoZstvi pro t — oc.
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P¥iklad (Michani roztoku)

Vodni nddrz o celkovém objemu L = 1000 [litrii] obsahuje Qy =0
[grami] soli v pocatednim Case ty = 0 [minut]. Do nadrze pFitéka
roztok o koncentraci soli ¢ = 50 [grami/litr] rychlosti v = 20
[litri/min] a po ¥adném promichani s vodou v nadrZi z ni vytéka
stejnou rychlosti (viz obr.). Uréete mnoZstvi soli Q(t) v nadrzi

v libovolném ¢ase t a limitni mnoZstvi pro t — oc.

Regeni

Oznatili jsme jako Q(t) [g] mnoZstvi soli v nadrZi v libovolném
Case t [min]. Potom Q'(t) udavd, jak rychle se toto mnoZstvi méni
a pfitom musi platit, Ze

Q1) = rychlost, s jakou siil \ [ rychlost, s jakou sil
- do nadrZe pritéka z nadrze vytéka '
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Regeni (pokr.)

Sil do nadrZe pFitékd rychlosti

c.v="50 [g/l] .20 [I/min] =1000 [g/min].

A protoZe v nadrzi je vzdy koncentrace soli rovna @ = %
[g/1], stl z nddrze vytékd rychlosti

Qit) V= ﬁ)(g()) g/l] . 20 [|/min] = Qs(ot) [e/min].
Tedy hledana funkce Q(t) spliiuje rovnici

Q(t) Q
/ /
—c.v— : — 1000 — —
Q(t)y=c.v , v = Q 000 55’

coz je linearni diferencialni rovnice 1. ¥adu, a dale spliiuje
polateni podminku Q(ty) = Qo = Q(0) = 0.
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Redeni (pokr.)

Uvedenou rovnici vyfesime nap¥. metodou integracniho faktoru a
dostaneme

Q=clL+ Ce Lt = Q = 50000 + Ce %02t CecR.
Z pocateéni podminky Qp = 0 dostaneme
C=(Q—cl)et® = C = —50000,

a tedy vysledné partikuldrni ¥eSeni (uddvajici kolik grami soli bude
v nadrzi v okamziku t minut) je tvaru

Q=cl+(Q—cl)et®e it = Q=50000(1— e 002t),
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000000080

Redeni (pokr.)

Uvedenou rovnici vyfesime nap¥. metodou integracniho faktoru a
dostaneme

1%

Q=clL+Ce ! = Q = 50000 + Ce %92t CcR.
Z pocateéni podminky Qp = 0 dostaneme

C=(Q—cl)et® = C = —50000,

sy
I

a tedy vysledné partikuldrni ¥eSeni (uddvajici kolik grami soli bude
v nadrzi v okamziku t minut) je tvaru

Q=cl+(Q—cl)et®e it = Q=50000(1— e 002t),

Tedy v zavislosti na tom, jestli je Qo > c L nebo Qg < cL,
mnoZstvi soli v nddrzi (zdporn& exponencialng) klesa nebo roste, a
pfi Qo = c L zlstava stéle stejné.




Aplikace linedrnich diferencidlnich rovnic 1. ¥adu

00000000 e

Regeni (dokongenf)
Pro t — oo je potom
‘ — _ —¥ (t—to)
tILmOOQ(t) tILn;O{CL—F(Qo cl)et b=

——
—0

tll)rgo Q(t)=clL [g] = tll)rgo Q(t) = 50000 [g] -

Po dostate¢né dlouhé dobé bude tedy koncentrace soli v nadrzi
rovna
L R

C
QOO_T

50000

c [g/l], neboli Qo = 1000 — 50 [g/l],

coZ je presn& koncentrace p¥itékajiciho roztoku (samozfejmé&, po
~nekonecné dlouhé dob&" pFitékajici roztok ,nahradi* plvodni
roztok v nadrZi, p¥icemZ vilbec nezaleZi na pivodnim mnoZstvi Q,

tj. na tom, kolik soli bylo v nddrzi na potatku).




	Elementární diferenciální rovnice
	
	Diferenciální rovnice 1. rádu
	Rovnice se separovanými promennými
	Lineární diferenciální rovnice 1. rádu
	Variace konstanty

	Aplikace lineárních diferenciálních rovnic 1. rádu

