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Pribéh funkce
°0

Monotonie a extrémy

Funkce f(x) je

@ rostouci (resp. neklesajici) na intervalu /, pokud f(x1) < f(x2)
(resp. f(x1) < f(x2)) pro kazdé x1,x € I, x1 < xp,

@ klesajici (resp. nerostouci)na intervalu I, pokud f(x1) > f(x2)
(resp. f(x1) > f(x2)) pro kazdé xi,x € I, x1 < x2,
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°0

Monotonie a extrémy

Funkce f(x) je

@ rostouci (resp. neklesajici) na intervalu /, pokud f(x1) < f(x2)
(resp. f(x1) < f(x2)) pro kazdé x1,x € I, x1 < xp,

@ klesajici (resp. nerostouci)na intervalu I, pokud f(x1) > f(x2)
(resp. f(x1) > f(x2)) pro kazdé xi,x € I, x1 < x2,
Funkce f(x) md v bod& xo € D(f)
o lokdIni maximum, pokud f(x) < f(xo) pro v8echna x
z néjakého okoli bodu xp,
@ lokdlni minimum, pokud f(x) > f(xp) pro vdechna x
z néjakého okoli bodu xp.
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Monotonie a extrémy

Funkce f(x) je

@ rostouci (resp. neklesajici) na intervalu /, pokud f(x1) < f(x2)
(resp. f(x1) < f(x2)) pro kazdé x1,x € I, x1 < xp,

@ klesajici (resp. nerostouci)na intervalu I, pokud f(x1) > f(x2)
(resp. f(x1) > f(x2)) pro kazdé xi,x € I, x1 < x2,
Funkce f(x) md v bod& xo € D(f)

o lokdIni maximum, pokud f(x) < f(xo) pro v8echna x
z néjakého okoli bodu xp,

@ lokdlni minimum, pokud f(x) > f(xp) pro vdechna x
z néjakého okoli bodu xp.

Analogicky ostré lokalni maximum (minimum).
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oce

Podminky monotonie

Necht f(x) md vlastni derivaci na otev¥eném intervalu |. Potom
plati nasledujicr.

@ Funkce f(x) je neklesajici na intervalu | < f'(x) >0 Vx € I.
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oce

Podminky monotonie

Necht f(x) md vlastni derivaci na otev¥eném intervalu |. Potom
plati nasledujicr.

@ Funkce f(x) je neklesajici na intervalu | < f'(x) >0 Vx € I.
@ Funkce f(x) je rostouci na intervalu | < f'(x) >0Vx € I,
pFi¢emZ rovnost f'(x) = 0 neplati na Zddném podintervalu

intervalu [.
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oce

Podminky monotonie

Necht f(x) md vlastni derivaci na otev¥eném intervalu |. Potom
plati nasledujicr.

@ Funkce f(x) je neklesajici na intervalu | < f'(x) >0 Vx € I.
@ Funkce f(x) je rostouci na intervalu | < f'(x) >0Vx € I,
pFi¢emZ rovnost f'(x) = 0 neplati na Zddném podintervalu

intervalu [.
© Funkce f(x) je nerostouci na intervalu | < f'(x) <0 Vx € [.
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Podminky monotonie

Necht f(x) md vlastni derivaci na otev¥eném intervalu |. Potom
plati nasledujicr.
@ Funkce f(x) je neklesajici na intervalu | < f'(x) >0 Vx € I.

@ Funkce f(x) je rostouci na intervalu | < f'(x) >0Vx € I,
pFi¢emZ rovnost f'(x) = 0 neplati na Zddném podintervalu
intervalu I.

© Funkce f(x) je nerostouci na intervalu | < f'(x) <0 Vx € [.

Q Funkce f(x) je klesajici na intervalu | < f'(x) <0Vx € l,
pfi¢emZ rovnost f'(x) = 0 neplati na Zddném podintervalu
intervalu I.
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°

Body, kde f'(x) = 0, se nazyvaji staciondrni body funkce f(x).

Funkce f(x) maZe mit lokdIni extrémy pouze ve svych
staciondrnich bodech nebo v bodech, kde f'(x) neexistuje.
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°

Body, kde f'(x) = 0, se nazyvaji staciondrni body funkce f(x).

Funkce f(x) maZe mit lokdIni extrémy pouze ve svych
staciondrnich bodech nebo v bodech, kde f'(x) neexistuje.

Necht xq je staciondrni bod funkce f(x), tj. f'(xo) = 0, a necht
existuje " (xo).

@ Jeli f"(x0) > 0, potom je v bodé& xo ostré lokdlni minimum.

@ Je-li f"(x0) < 0, potom je v bodé& xy ostré lokdlni maximum.
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Globalni extrémy

Funkce f(x) md v bod& xo € D(f)

@ globdlni maximum na mnoZin& M C D(f), pokud
f(x) < f(xo) pro viechna x € M,

e globalni minimum na mnoZiné M C D(f), pokud
f(x) > f(xo) pro vdechna x € M.
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Pozndamka

@ Misto globdini max/min se také pouZiva termin absolutni
max,/min.

@ Globalni max/min nemusi byt jediné. Nap¥. funkce f(x) = x?
na intervalu [—1,1] ma globdIni max 1 v bodech x = —1 a
x = 1, kdezto globdlni min 0 v bodé x = 0.

© Globalni max/min nemusi ani existovat.

O Weierstrassova véta zaruluje existenci globalniho max/min —
za predpokladu spojitosti funkce f(x) na intervalu [a, b].
© Pokud vime, Ze globalni extrémy existuji, potom musi tyto
globalni extrémy byt
e ve staciondrnich bodech,
o v bodech, kde neexistuje f'(x),
e nebo v krajnich bodech
daného intervalu. Nemusime jiz pak uréovat, jestli jsou ve
stacionarnich bodech lokalni extrémy &i nikoliv.
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Poznamka

Z Poznamky (v) plyne postup pro nalezeni globdlnich extrému
spojité funkce f(x) na intervalu [a, b] (z Weierstrassovy véty vime,
Ze globdlni max/min existuje):

o Najdeme staciondrni body funkce f(x) a body, kde neexistuje
'(x).

@ V téchto bodech a v krajnich bodech intervalu uréime funkénfi
hodnoty.

@ Vybereme z nich max a min hodnotu.
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[slete] Yo

Urcete globalni extrémy funkce

f(x)=x—1— /x|, na intervalu [—1,1].




Pribéh funkce
[slete] Yo

Urcete globalni extrémy funkce

f(x)=x—1— /x|, na intervalu [—1,1].

Regen{

ProtoZe je f(x) spojita na intervalu [—1, 1], globdIni extrémy
v tomto intervalu existuji. Pro x > 0 je

fx)=x—-1—-yx = f’(x):l—ﬁadostévéme

stacionarni bod x = %.
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[slete] Yo

Urcete globalni extrémy funkce

f(x)=x—1— /x|, na intervalu [—1,1].

|||
K
N

Reseni

ProtoZe je f(x) spojita na intervalu [—1, 1], globdIni extrémy
v tomto intervalu existuji. Pro x > 0 je

fx)=x—1-yx = fl(x)=1- f a dostdvame
stacionarni bod x = %.

Prox<0jef(x)=x—1—y/—x = f(x)=1- f -(-1),
coZ neni nulové pro 2adné x < 0 (dokonce pro Zadné x € R).
Vidime, ze x = % je jediny staciondrni bod a x = 0 je bod, kde
neexistuje f’'(x) (v intervalu [—1,1]).
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Regeni (dokongeni)

Mame tedy

stac. body: x=13, f(})=1-1-1=-2

A f'(x) s = (1), f(0) = -1, < max

krajni body: x=-1, f(-1)=-1-1-1=-3, < min
x=1, f(1)=1-1-1=-1. « max
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Regeni (dokongeni)

Mame tedy
stac. body: x=13, f(3)=3-1-3=-2
A f'(x) s = (1), f(0) = -1, < max
krajni body: x=-1, f(-1)=-1-1-1=-3, < min
x=1, fl)=1-1-1=-1. < max
Dostdvame tedy
globdIni min —3 v bodé x = —1,
globalni max —1 v bodech x =0, x = 1.
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Konvexnost, konkavnost, inflexe

Pojmy konvexnost, konkdvnosti a inflexnich bodi slouZi ke studiu

toho, jak dand funkce (&i p¥esngji jeji graf) ,zatd&i". Tyto pojmy
budeme uvaZovat pouze pro diferencovatelné funkce.
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Konvexnost, konkavnost, inflexe

Pojmy konvexnost, konkdvnosti a inflexnich bodi slouZi ke studiu

toho, jak dand funkce (&i p¥esngji jeji graf) ,zatd&i". Tyto pojmy
budeme uvaZovat pouze pro diferencovatelné funkce.

Necht ma funkce f(x) vlastni derivaci na intervalu | C D(f).
Funkce f(x) se nazyva

e konvexni na intervalu I, pokud je f'(x) neklesajici na /,

e konkdvni na intervalu I, pokud je f'(x) nerostouci na /.
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Poznamka

To, Ze funkce f'(x) je neklesajici na intervalu / (tj. (x) je
konvexni), znamena, Ze te¢ny maji ,neklesajici smérnici”, tj.

graf funkce f(x) zatd&i doleva a te¢ny lezi pod grafem.

To, Ze funkce f/(x) je nerostouci na intervalu I (tj. f(x) je
konkdvni), znamend, Ze te¢ny maji ,,nerostouci smérnici®, tj.

graf funkce f(x) zatd&i doprava a te¢ny lezi nad grafem.
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Priklad

@ Funkce f(x) = x? ma derivaci f/(x) = 2x, co? je funkce
rostouci (tudiZ neklesajici) na R. A proto je x* konvexni na R.
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Priklad

@ Funkce f(x) = x? ma derivaci f/(x) = 2x, co? je funkce
rostouci (tudiZ neklesajici) na R. A proto je x* konvexni na R.

@ Funkce f(x) = x3 ma derivaci f'(x) = 3x2, co? je na intervalu
[0, 00) funkce rostouci (tudiZ neklesajici). A proto je x>
konvexni na [0, co).
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00®00000
Priklad

@ Funkce f(x) = x? ma derivaci f/(x) = 2x, co? je funkce
rostouci (tudiZ neklesajici) na R. A proto je x* konvexni na R.

@ Funkce f(x) = x3 ma derivaci f'(x) = 3x2, co? je na intervalu
[0, 00) funkce rostouci (tudiZ neklesajici). A proto je x>
konvexni na [0, co).

© Funkce f(x) = x3 m4 derivaci f'(x) = 3x2, co? je na intervalu
(—o00, 0] funkce klesajici (tudi# nerostouci). A proto je x3
konkavni na (—o0, 0].
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Priklad

@ Funkce f(x) = x? ma derivaci f/(x) = 2x, co? je funkce
rostouci (tudiZ neklesajici) na R. A proto je x* konvexni na R.

@ Funkce f(x) = x3 ma derivaci f'(x) = 3x2, co? je na intervalu
[0, 00) funkce rostouci (tudiZ neklesajici). A proto je x>
konvexni na [0, co).

© Funkce f(x) = x3 m4 derivaci f'(x) = 3x2, co? je na intervalu
(—o00, 0] funkce klesajici (tudi# nerostouci). A proto je x3
konkavni na (—o0, 0].

Q Funkce f(x) = ax + b ma derivaci f'(x) = a, coz je funkce
konstantni (tudiz neklesajici) na R. A proto je ax + b
konvexni na R. Soucasné je konstantni funkce f'(x) = a
nerostouci na R, a proto je ax + b také konkdvni na R.
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Konvexnost a druha derivace

Necht | C D(f) je otevFeny interval a necht m3 funkce f(x)
druhou derivaci f"(x) na I.

(i) Je-li f"(x) > 0 na I, potom je f(x) konvexni na intervalu I.

(ii) Je-li f"(x) < 0 na I, potom je f(x) konkdvni na intervalu I.
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Konvexnost a druha derivace

Necht | C D(f) je otevFeny interval a necht m3 funkce f(x)
druhou derivaci f"(x) na I.

(i) Je-li f"(x) > 0 na I, potom je f(x) konvexni na intervalu I.

(ii) Je-li f"(x) < 0 na I, potom je f(x) konkdvni na intervalu I.

Dikaz.
ad (i): Je-li f”(x) > 0 na intervalu /, potom je funkce f'(x)
rostouci na intervalu /. Tedy je p¥imo podle definice funkce f(x)

konvexni na intervalu /. my

| A
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Inflexni bod

Tam, kde se méni konvexnost na konkavnost nebo naopak, se
nachazeji tzv. inflexni body funkce.

Definice

Necht ma funkce f(x) vlastni nebo nevlastni derivaci f/(xp). Je-li
f'(x0) nevlastni, potom navic pfedpokladejme, Ze je f(x) spojita
v bod& xp. Bod xg je inflexni bod funkce f(x), pokud v n&jakém
levém okoli bodu xp je funkce f(x) konvexni a v n&jakém pravém
okoli bodu xp je funkce f(x) konkavni, nebo naopak.
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Vlastnosti inflexnich bodu

(i) Pokud existuje vlastni druhd derivace f"(xg) = 0 v inflexnim
bodé& xy, potom je f"(xp) = 0.
(i) Je-li f"(xo) = 0 a f""(x) méni znaménko v bodé& xy, potom je

Xo inflexni bod.
(iii) Je-li f"(x0) = 0 a f"'(x0) # 0, potom je xq inflexni bod.




Pribéh funkce
00000e00

Vlastnosti inflexnich bodu

(i) Pokud existuje vlastni druhd derivace f"(xg) = 0 v inflexnim
bodé& xy, potom je f"(xp) = 0.

(i) Je-li f"(xo) = 0 a f""(x) méni znaménko v bodé& xy, potom je
Xo inflexni bod.
(iii) Je-li f"(x0) = 0 a f"'(x0) # 0, potom je xq inflexni bod.

Zejména &ast (i) v predchozi v&té ukazuje, jak inflexni body najit.
Soutasn& ze zmé&ny znaménka " (x) (tedy jestli se jednd o zménu
z © do @ nebo 0 zmé&nu z & do &) pozndme, kterym smérem graf

Ve

funkce f(x) v bod& xg ,zata&i".
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Ur&ete monotonii, lokaIni extrémy, konvexnost/konkavnost a
inflexni body funkce

f(x) = x+sinx na intervalu [0, 47].
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Ur&ete monotonii, lokaIni extrémy, konvexnost/konkavnost a

inflexni body funkce

f(x) = x+sinx na intervalu [0, 47].

Regeni

f'(x) = 1+ cosx = 0 implikuje, Ze cos x = —1, tedy x = 7, 37 jsou
staciondrni body (v intervalu [0, 47]). Body, kde neexistuje f’'(x)
nejsou. V kazdém z intervall (0,7), (7, 37) a (37, 4m) vybereme
jeden bod pro uréeni znaménka f’(x) v t&hto intervalech. Tedy

f(x) je rostouci na [0, 4x],
f(x) nema lokalni extrémy.
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Regenf p¥ikladu — pokr.

Regeni

f"(x) = —sinx = 0 implikuje, Ze x = 0, , 27, 37,47 jsou
kandidati na inflexni body. V kazdém z intervald (0, x), (7, 27),
(2m,37) a (3m,47) vybereme jeden bod pro uréeni znaménka
f"(x) v té&hto intervalech. Tedy

f(x) je konvexni na [m,27] a na [37,4n],
f(x) je konkdvni na [0, 7] a na [2m, 37],
f(x) mad inflexi v bodech x = 7, 27, 3.

A protoZe mizeme jednoduse vypoditat funkéni hodnoty a hodnoty
derivace (pro sklon te€ny) ve zmifiovanych stacionarnich, inflexnich
a krajnich bodech, miZeme také naértnout graf této funkce na
intervalu [0, 47].
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Asymptoty

Funkce f(x) miZe mit jako asymptotu svislou p¥imku (asymptota
bez smérnice) nebo p¥imku se smérnici. Ve druhém ptipadé pak
rozliSujeme asymptoty v oo a v —o0.
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Asymptoty

Funkce f(x) miZe mit jako asymptotu svislou p¥imku (asymptota
bez smérnice) nebo p¥imku se smérnici. Ve druhém ptipadé pak
rozliSujeme asymptoty v oo a v —o0.

@ P¥imka x = xg (svisld pfimka) je asymptotou bez smérnice
funkce f(x), pokud je alespoii jedna jednostranna limita
v bod& xp nevlastni, tj.
lim, .+ f(x) = +o0 nebo IimX_W; f(x) = 0.
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Asymptoty

Funkce f(x) miZe mit jako asymptotu svislou p¥imku (asymptota
bez smérnice) nebo p¥imku se smérnici. Ve druhém ptipadé pak
rozliSujeme asymptoty v oo a v —o0.

Definice

@ P¥imka x = xg (svisld pfimka) je asymptotou bez smérnice
funkce f(x), pokud je alespoii jedna jednostranna limita
v bod& xp nevlastni, tj.

Iimxﬁxgr f(x) = +o0 nebo IimX_>XO, f(x) = fo0.
o P¥imka y = ax + b (a, b € R) je asymptotou se smérnici v oo,
pokud

lim [f(x) — (ax + b)] = 0.

X—>00

Podobné pro asymptotu se smérnici v —oo.
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Priklad

(a) Funkce f(x) = 1 ma asymptotu bez sm&rmice x =0 a
asymptotu se smérnici y =0 (v £00).
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Priklad

(a) Funkce f(x) = 1 ma asymptotu bez sm&rmice x =0 a
asymptotu se smérnici y =0 (v £00).

(b) Funkce f(x) = $1X m4 asymptotu se smérnici y = 0 (v £o0),
protoze

. . hr.
lim <S|nx_0>: lim X ’typ onr. =0.

x—+o0 X x—+oo X +o0
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Priklad

(a) Funkce f(x) = 1 ma asymptotu bez sm&rmice x =0 a
asymptotu se smérnici y =0 (v £00).

(b) Funkce f(x) = $1X m4 asymptotu se smérnici y = 0 (v £o0),
protoze

. . hr.
lim <S|nx_0>: lim X ’typ onr. =0.

x—+o0 X x—+oo X +o0

(c) Funkce f(x) = ax + b je svou vlastni asymptotou (v +00).
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Priklad

(a) Funkce f(x) = 1 ma asymptotu bez sm&rmice x =0 a
asymptotu se smérnici y =0 (v £00).

(b) Funkce f(x) = $1X m4 asymptotu se smérnici y = 0 (v £o0),
protoze

. . hr.
lim <S|nx_0>: lim X ’typ onr. =0.

x—+o0 X x—+oo X +o0

(c) Funkce f(x) = ax + b je svou vlastni asymptotou (v +00).
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Priklad

(a) Funkce f(x) = 1 ma asymptotu bez sm&rmice x =0 a
asymptotu se smérnici y =0 (v £00).

(b) Funkce f(x) = $1X m4 asymptotu se smérnici y = 0 (v £o0),
protoze

im <S|nx_0>: im sin x

x—+o0 X x—+oo X

¢ ohr. 0
yp T | T

(c) Funkce f(x) = ax + b je svou vlastni asymptotou (v +00).

Poznamka
Je zfejmé, Ze asymptoty bez smérnice mohou byt pouze v bodech
nespojitosti funkce f(x). Samozfejmé& ne kazdy bod nespojitosti

zadavd asymptotu, viz nap¥. f(x) = % v xp = 0.
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Asymptoty se smérnici

P¥imka y = ax + b je asymptotou funkce f(x) voo <

Podobné&, pfimka y = ax + b je asymptotou funkce f(x) v —oco &

a= lim @, b= lim [f(x)— ax].

Xx——00 X X——00
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Diikaz.
Byti asymptotou v co znamend, Ze f(x) =~ ax + b pro x — oo.
Tedy pokud obé strany podélime vyrazem x, dostaneme, Ze

f(x)

X

b
~a+ — pro x — 0.
X

A protoZe vyraz g — 0 pro x — o0, dostavame odtud vzoretek pro

hodnotu koeficientu a.
Dale, zname-li koeficient a, potom

f(x)—ax=~b pro x — o0.

Ol

Samoz¥ejmé&, pokud alespoii jedna z limit definujicich koeficienty a,
b je nevlastni nebo neexistuje, tak potom dana funkce asymptotu
v pfislusném oo nebo —oo nema.
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Urlete asymptoty funkce
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Priklad

Urlete asymptoty funkce

Rege
x = —2 je asymptota bez smérnice.

| A

\
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Priklad

Urlete asymptoty funkce
—2)3
fx) = =2
(x+2)
x = —2 je asymptota bez smérnice.
ay =lim oo 2 — ... — 1 b, = ... = —10. Podobné pro
x — —00. Proto y = x — 10 je asymptota v oo i v —o0.
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Celkovy priibéh funkce

P¥i vySetfovani prib&hu funkce uréime
e defini¢ni obor (pokud jiZz neni zadéan),
@ prvni derivaci f'(x) a v8e co z ni |ze urtit, tj. staciondrni body,

body kde neexistuje f’(x), intervaly monotonie (rostouci a
klesajici f(x)) a lokalni extrémy.

@ druhou derivaci f”(x) a v&e co z nf Ize urtit, tj. konvexnost,
konkdvnost a inflexni body, pfipadné lokalni extrémy.

@ asymptoty bez smérnice a se smérnici,

e hodnoty funkce f(x) a derivace f’(x) ve viech ,vyzna&nych*
bodech (nap¥, staciondrnich a inflexnich bodech, kde
neexistuje f'(x) nebo f”(x), v krajnich bodech, atd.),

@ a nakonec ze vSech téchto informaci sestrojime graf funkce

f(x).
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Priklad

Vysetrete celkovy pribéh funkce

f(x) :%—i—lnx.

Reseni

e Defini¢ni obor je D(f) = (0, c0).
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Priklad

Vysetrete celkovy pribéh funkce

f(x) :%—i—lnx.

e Defini¢ni obor je D(f) = (0, c0).
x=1

o Prvni derivace f'(x) = *7*, tj. x = 1 je jediny staciondrni bod
(a z vyZetteni okoli je zFejmé& globalnim minimem funkce f(x)).
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Vysetrete celkovy pribéh funkce
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e Defini¢ni obor je D(f) = (0, c0).
@ Prvni derivace '(x) = XX—_ZI, tj. x = 1 je jediny staciondrni bod
(a z vyZetteni okoli je zFejmé& globalnim minimem funkce f(x)).

@ Druha derivace f”(x) = 2;—3’( je proto x = 2 je jedinym

kandidatem na inflexni bod a snadno je vidét, Ze jim i je.
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f(x) :%—i—lnx.

e Defini¢ni obor je D(f) = (0, c0).
XX—_ZI, tj. x =1 je jediny stacionarni bod
(a z vyZetteni okoli je zFejmé& globalnim minimem funkce f(x)).

@ Druha derivace f”(x) = 2;—3’( je proto x = 2 je jedinym

kandidatem na inflexni bod a snadno je vidét, Ze jim i je.

@ Prvni derivace f'(x) =

@ x = 0 je asymptota bez smérnice

e f(x) nemd Zadnou asymptotu se smé&rnici
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Priklad

Vysetrete celkovy pribéh funkce

f(x) :%—i—lnx.

e Defini¢ni obor je D(f) = (0, c0).
@ Prvni derivace '(x) = XX—_ZI, tj. x = 1 je jediny staciondrni bod
(a z vyZetteni okoli je zFejmé& globalnim minimem funkce f(x)).

@ Druha derivace f”(x) = 2;—3’( je proto x = 2 je jedinym

kandidatem na inflexni bod a snadno je vidét, Ze jim i je.

@ x = 0 je asymptota bez smérnice
e f(x) nemd Zadnou asymptotu se smé&rnici

@ Hodnoty funkce f(x) a derivace f'(x) ve viech ,vyzna&nych"
bodech:
f(1)=1, f(1)=0, f(2)=3i+m2~119, f(2)=

1
A
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V tomto odstavci uvidime, jak vyuZit znalosti o prib&hu funkce &i
globdlnich extrémi funkce pro aplikace v ,,b&Zném Zivoté".

P¥iklad (Papirova krabice)

Z kartonu velikosti A4 vyfiznéte v kaZzdém rohu stejny Etverec tak,
abyste mohli sestrojit krabici (bez vika) s co nejvétsim objemem.
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globdlnich extrémi funkce pro aplikace v ,,b&Zném Zivoté".

P¥iklad (Papirova krabice)

Z kartonu velikosti A4 vyfiznéte v kaZzdém rohu stejny Etverec tak,
abyste mohli sestrojit krabici (bez vika) s co nejvétsim objemem.

Regeni

Ozna&me jako x (v mm) délku strany &tvercd, které musime
vyFiznout. Potom m3a zbyvajici podstava rozméry (297 — 2x) cm x
(210 — 2x) cm, pFi¢emZ vyka krabice bude pravé x cm.
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V tomto odstavci uvidime, jak vyuZit znalosti o prib&hu funkce &i

o

globdlnich extrémi funkce pro aplikace v ,,b&Zném Zivoté".

P¥iklad (Papirova krabice)

Z kartonu velikosti A4 vyfiznéte v kaZzdém rohu stejny Etverec tak,
abyste mohli sestrojit krabici (bez vika) s co nejvétsim objemem.

Regeni

Ozna&me jako x (v mm) délku strany &tvercd, které musime
vyFiznout. Potom m3a zbyvajici podstava rozméry (297 — 2x) cm x
(210 — 2x) cm, pFi¢emZ vyka krabice bude pravé x cm.

Pro objem krabice dostaneme proto vztah

V = V(x) = (297 — 2x)(210 — 2x) x = 4 x> — 1014 x> 4 62370 x

Délka strany vyfizlych &tverci miZe byt nejvyse 210/2 — 105 mm,
a proto musime najit maximum funkce V/(x) na intervalu [0, 105].
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Regeni (pokr.)

Protoze je fukce V/(x) spojitd na intervalu [0,105], jeji maximum
existuje (Weierstrassova v&ta) Musime najit staciondrni body:

V/(x) =12x% — 2028x + 62370

169
= X12 = 7771

Body, kde V'(x) neexistuje, nejsou.
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Regeni (pokr.)

Protoze je fukce V/(x) spojitd na intervalu [0,105], jeji maximum
existuje (Weierstrassova v&ta) Musime najit staciondrni body:

V/(x) =12x% — 2028x + 62370

169
= X12 = 7771

Body, kde V'(x) neexistuje, nejsou.

Bod x2 ~ 40,42 leZi v intervalu [0, 105], zatimco bod x; nikoliv.
Hodnoty funkce V/(x) ve vyznamnych (stacionarnich a krajnich)
bodech jsou

staciondrni bod: xo & 40,42, V(x2) = 1,1285 x 10°
krajni body: x =0, V(0) =
x = 105, V(0) =
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ReZeni (dokon&eni)
Tedy maximalni objem je cca 1,1285 litru pro krabici o rozmérech
cca 257 mm x 170 mm x 40 mm.
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ReZeni (dokon&eni)
Tedy maximalni objem je cca 1,1285 litru pro krabici o rozmérech
cca 257 mm x 170 mm x 40 mm.

Vsimnéte si, Ze maximum miZeme také ovéfit testem s prvni
derivaci): pro x € [0, x2) je V/(x) > 0, tedy V(x) je rostouci na
intervalu [0, x2], zatimco pro x € (x2,105) je V/(x) < 0 a tedy
V(x) je klesajici na intervalu [x», 105].
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P¥iklad (Vyroba plechovky)

Urcete rozméry litrové plechovky tak, aby spotfeba materidlu na
jeji vyrobu byla co nejmensi.




P¥iklad (Vyroba plechovky)

Urcete rozméry litrové plechovky tak, aby spotfeba materidlu na
jeji vyrobu byla co nejmensi.

Reseni

Ozna&me si jako h (v cm) vy3ku plechovky a jako r (v cm) polomé&r
jejiho dna (& vitka). Potom je na vyrobu takové plechovky potieba

S=S(hr)= 2mr® +2nrh cm? materidlu.

dno + vi¢ko sténa

ProtoZe ale musi mit plechovka objem 1 litr = 1000 cm3, musi

platit

1
V=nr’h=1000 = h= 000

wr2’
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Regeni (pokr.)
Odtud

, pro r > 0.

1 2
S =S5(r)=2nr* 4 2nr 000 2—1—@

=2nr
wr2
Hleddme tedy minimum funkce S(r) pro r € (0, 00). VSimnéte si,
Ze dany interval neni uzavfeny ani ohrani¢eny, a proto pro existenci
extrému nelze pouzit Weierstrassovu vétu.
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Regeni (pokr.)
Odtud

1 2
S =S5(r)=2nr* 4 2nr 000 2+g

> = 27mr , pro r > 0.

mr
Hleddme tedy minimum funkce S(r) pro r € (0, 00). VSimnéte si,
Ze dany interval neni uzavfeny ani ohrani¢eny, a proto pro existenci
extrému nelze pouzit Weierstrassovu vétu.

Uréeme nejd¥ive stacionarni body:

2000
T2

500
= 7rd = 500, = r=r=¢— =~ 5,42.
T

S'(r) = (2mr® +2000 r ) = 47r — 2000 r 2 = 47r 0,
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Dale, protoZe je

4000
S"(x) = (4mr—2000 r2)' = 47+4000 r > = 47+—5— > O pro r > 0,
r

je funkce S(r) konvexni na celém intervalu (0, 00). A proto je bod
ro globalni minimum.
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Dale, protoZe je

4000
S"(x) = (4mr—2000 r2)' = 47+4000 r > = 47+—5— > O pro r > 0,
r

je funkce S(r) konvexni na celém intervalu (0, 00). A proto je bod
ro globalni minimum.
Odpovidajici vyska plechovky je pak

1 1 500
ho = m?: X = =2—= Q:QWg@:2m%1QM.
Tr 7T
e e
Spot¥eba materidlu je tedy minimalni, pokud

je vyska plechovky rovna priiméru podstavy.
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90000000
P¥edpokladejme, Ze zndme na intervalu [a, b] redlnou funkci F(x)
redlné proménné x a jeji derivaci

F'(x) = f(x).
JestliZe rozd&lime interval [a, b] na n &sti volbou bodd
a=xp<x1<---<xp,=2>b
a priblizime hodnoty derivaci v bodech x; vyrazy

f(x) ~ ) = F(xi)

Xit1 — Xj
dostavame soudet
n— n—1
F Xjit1) — F X
F(b)—F(a)=> (ira) = F( )-(X;+1—X,~) ~ > " F (%) (Xi1—xi)-



90000000
P¥edpokladejme, Ze zndme na intervalu [a, b] redlnou funkci F(x)
redlné proménné x a jeji derivaci

F'(x) = f(x).
JestliZe rozd&lime interval [a, b] na n &sti volbou bodd
a=xp<x1<---<xp,=2>b
a priblizime hodnoty derivaci v bodech x; vyrazy

f(x) ~ ) = F(xi)

Xi+1 — Xj

dostavame soudet

F(b)—F(a) = i F(xit1) — F(x,) (x21-x) Z FOx0)-(xi1—0).

Xit1 — X;
i—0 i+1 i

Funkci F nazyvame antiderivace nebo primitivni funkce k funkci
f, mnoZinu vSech takovych funkci nazveme neuréitym integralem
funkce f.
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Antiderivace redlné funkce f(x) zjevné pfiblizn& vyjadfuje plochu
vyty€enou grafem funkce f, soufadnou osou x a pfimkami x = a,
x = b (v&etn& znaménka zohlediiujiciho pozici plochy nad nebo
pod osou x!).
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Antiderivace redlné funkce f(x) zjevné pfiblizn& vyjadfuje plochu
vyty€enou grafem funkce f, soufadnou osou x a pfimkami x = a,
x = b (v&etn& znaménka zohlediiujiciho pozici plochy nad nebo
pod osou x!).

D3 se tedy ofekavat, Ze takovou plochu skutegné spoéteme jako
rozdil hodnot antiderivace v krajnich bodech intervalu. Tomuto
postupu se také ¥ikd Newtoniv integral. Piseme

b
/a F(x)dx = [F(IE = F(b) — F(a).
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Pozndmka

V dal$im skuteéné ukazeme, Ze Ize rozumné definovat pojem
plocha v roviné tak, aby ji bylo mozné poéitat prdvé uvedenym
zplsobem. Newtonlv integral ma ale jednu podstatnou vadu —
jeho vy¢isleni vyzaduje znalost antiderivace. Tu obecné neni snadné
spodist i kdyz ukdzeme, Ze ke viem spojitym funkcim f existuje.
Proto budeme napted diskutovat jinou definici integralu.




Vsimnéme si jesté, Ze antiderivace je na kaZzdém souvislém
intervalu [a, b] ur¢ena jednozna¥né& aZ na konstantu. Skuteng,
pokud je F'(x) = G'(x) = f(x), pak z predchoziho vime, Ze se
zbytkem v bodé a dava

F(x) — G(x) = konst.

na celém intervalu.
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Vsimnéme si jesté, Ze antiderivace je na kaZzdém souvislém
intervalu [a, b] ur¢ena jednozna¥né& aZ na konstantu. Skuteng,
pokud je F'(x) = G'(x) = f(x), pak z predchoziho vime, Ze se
zbytkem v bodé a dava

F(x) — G(x) = konst.

na celém intervalu.
S poukazem na toto pozorovani budeme neurdity integral také
zapisovat ve tvaru

F(t) :/f(x)dx—l— C.



000@0000
Vsimnéme si jesté, Ze antiderivace je na kaZzdém souvislém
intervalu [a, b] ur¢ena jednozna¥né& aZ na konstantu. Skuteng,
pokud je F'(x) = G'(x) = f(x), pak z predchoziho vime, Ze se

zbytkem v bodé a dava
F(x) — G(x) = konst.
na celém intervalu.

S poukazem na toto pozorovani budeme neurdity integral také
zapisovat ve tvaru

F(t) :/f(x)dx—l— C.

P¥iklad

ProtoZe maji funkce F(x) = arctg x a G(x) = — arccotg x stejnou
derivaci f(x) = ﬁ musi se tyto funkce li3it o konstantu.
Konstantu C miZeme ur&it nap¥. z hodnot téchto funkci v bodé
x =0, arctg0 = 0,arccotg0 = 5,= C = 7, neboli plati

arctg x + arccotg x = 7, Vx € R.




Primitivni funkce
0000e000

Necht f(x) a F(x) jsou funkce definované na intervalu /. Funkce
F(x) je primitivni k funkci f(x) na intervalu /, pokud

F'(x) = f(x) pro v8echna x € /.
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0000e000
Definice

Necht f(x) a F(x) jsou funkce definované na intervalu /. Funkce
F(x) je primitivni k funkci f(x) na intervalu /, pokud

F'(x) = f(x) pro viechna x € /.

Co uz vime?
Z pravidel pro derivovani elementarnich funkci snadno dostavame
nasledujici.

(a) Funkce

XM+l
n+1

je primitivni k funkci x” na R.
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0000e000
Definice

Necht f(x) a F(x) jsou funkce definované na intervalu /. Funkce
F(x) je primitivni k funkci f(x) na intervalu /, pokud

F'(x) = f(x) pro viechna x € /.

Co uZ vime?
Z pravidel pro derivovani elementarnich funkci snadno dostavame
nasledujici.

xM1
(a) Funkce %

(b) Funkee Inx je primitivni k funkci X na (—o00,0) a na (0, ).

je primitivni k funkci x” na R.




Primitivni funkce
0000e000
Definice

Necht f(x) a F(x) jsou funkce definované na intervalu /. Funkce
F(x) je primitivni k funkci f(x) na intervalu /, pokud

F'(x) = f(x) pro viechna x € /.

Z pravidel pro derivovani elementarnich funkci snadno dostavame
nasledujici.

(a) Funkce X— Je primitivni k funkci x” na R.

(b) Funkce InXJe primitivn{ k funkci L na (—oo 0) a na (0, c0).

(c) Funkce arctg x je primitivni k funkci —— na R.

1+




Primitivni funkce
0000e000
Definice

Necht f(x) a F(x) jsou funkce definované na intervalu /. Funkce
F(x) je primitivni k funkci f(x) na intervalu /, pokud

F'(x) = f(x) pro viechna x € /.

Co uZ vime?

Z pravidel pro derivovani elementarnich funkci snadno dostavame
nasledujici.

n+1 ., 0 Ong 7 o
(a) Funkce == je primitivni k funkci x" na R.

b) Funkce Inx je primitivni k funkci L na (—oc,0) a na (0, c0).

d

(b)
(c) Funkce arctg x je primitivni k funkci ﬁ na R.
(d)

Funkce arcsin x je primitivni k funkci \/117 na (—1,1).
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0000e000

Necht f(x) a F(x) jsou funkce definované na intervalu /. Funkce
F(x) je primitivni k funkci f(x) na intervalu /, pokud

F'(x) = f(x) pro viechna x € /.

Co uZ vime?

|
N

Z pravidel pro derivovani elementarnich funkci snadno dostavame
nasledujici.
a) Funkce > Je primitivni k funkci x” na R.

b) Funkce InXJe primitivni k funkci L na (—o00,0) a na (0, c0).

c) Funkce arctg x je primitivni k funkci ﬁ na R.

\/117 na (—1,1).
e) Funkce C (konstantni funkce) je primitivni k funkci 0 na R.

(
(
(
(
(

)
)

d) Funkce arcsin x je primitivni k funkci
)
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Existence primitivni funkce

Kdy k dané funkci f(x) existuje primitivni funkce F(x)? Ne vzdy!



Primitivni funkce

00000e00

Existence primitivni funkce

Kdy k dané funkci f(x) existuje primitivni funkce F(x)? Ne vzdy!

Je-li funkce f(x) spojitd na intervalu I, potom k ni existuje na
tomto intervalu funkce primitivni.

Pozdgji. O \
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00000e00

Existence primitivni funkce

Kdy k dané funkci f(x) existuje primitivni funkce F(x)? Ne vzdy!

Je-li funkce f(x) spojitd na intervalu I, potom k ni existuje na
tomto intervalu funkce primitivni.

Pozdgji. O

Poznamka

Véta uddva pouze postalujici podminku pro existenci primitivni
funkce, spojitost neni podminkou nutnou!

Nap¥. funkce f(x) = 2xsin % — cos %, pro x # 0, f(0) = 0 neni
spojitd v bodé x = 0, pfitom snadno spo&itdme, Ze funkce

F(x) = x?sin 1 pro x # 0, a F(0) =0 je k f(x) primitivni.

X7
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Tabulkové integrdly

1
/eax dx = =-e™*+C

a

/adx:alnx—l—C
X

acos bx dx = %sinbx—i— C

asin bx dx = —%cosbx+ C

acos bxsin” bx dx = ﬁ sin"™l bx + C
a

asin bx cos” bx dx = —m cos™ bx + C

atgbxdx = —% In(cos bx) + C

— e — — —



Primitivni funkce
©0000000e

a X
m dX = arctg (g) + C
f'(x)
F(x) dx =In|f(x)|+ C

/
/

Poznamka

V poslednim vzorci si vS§imnéte, Ze na pravé strané je v logaritmu

absolutni hodnota, nebot pro x > 0 je (Inx) = % aprox <0 je
[In(=x)) = % - (-1) = ;




Zakladni integra&ni metody

Plan prednéasky

@ Z:ikladni integrani metody
@ Metoda per partes



Zakladni integra&ni metody
x
Véta

(i) Pravidlo konstantniho ndsobku:

/c.f(x)dx:c/f(x)dx.

Neboli, je-li F(x) primitivni k f(x), potom je c . F(x)
primitivni k c . f(x).




Zakladni integra&ni metody
x
Véta

(i) Pravidlo konstantniho ndsobku:

/c.f(x)dx:c/f(x)dx.

Neboli, je-li F(x) primitivni k f(x), potom je c . F(x)
primitivni k c . f(x).

(ii) Pravidlo sou¢tu a rozdilu:

[ 170980 = [ = [ gy o

Neboli, je-li F(x) primitivni k f(x) a je-li G(x) primitivni k
g(x), potom je F(x) £ G(x) primitivni k f(x) £ g(x).




Zakladni integra&ni metody
[ Jelelelolote}

Metoda per partes

Metoda pro integraci per partes (= po &astech) je jednoduchym
dlsledkem pravidla pro derivaci soudinu. Toto integraéni pravidlo
umoZiiuje integrovat souciny funkci, pfic¢emz integral z daného
soudinu se vhodné prevede na integral z jednodus$iho soudinu.

Necht funkce u(x) a v(x) maji derivaci na intervalu |. Potom plati

/ U (x) . v(x) dx = u(x) . v(x) — / u(x) . v/ (x) dx.




Zakladni integra&ni metody
[ Jelelelolote}

Metoda per partes

Metoda pro integraci per partes (= po &astech) je jednoduchym
dlsledkem pravidla pro derivaci soudinu. Toto integraéni pravidlo
umoZiiuje integrovat souciny funkci, pfic¢emz integral z daného
soudinu se vhodné prevede na integral z jednodus$iho soudinu.

Véta
Necht funkce u(x) a v(x) maji derivaci na intervalu |. Potom plati

/ U (x) . v(x) dx = u(x) . v(x) — / u(x) . v/ (x) dx.

| A

Diikaz.

Tato metoda je jednoduchym disledkem pravidla pro derivaci
soutinu: [uv] = v+uv,= [luv] = [(v+uV)=uv=
Juv+ [uV. O

4




Zakladni integra&ni metody
[e] Telelolote}

P¥islusné vypolty pro metodu per partes se ¢asto ve vypoctu
zapisuji mezi dvé svislé ary.

u' = cosx U =sinx
V=x vi=1

/xcosxdx: :xsinx—/sinxd =

= x sinx — (—cosx) + C = x sinx + cosx + C.




Zakladni integra&ni metody
[e] Telelolote}

P¥islusné vypolty pro metodu per partes se ¢asto ve vypoctu
zapisuji mezi dvé svislé ary.

u' = cosx U =sinx
V=x vi=1

/xcosxdx: :xsinx—/sinxd =

= x sinx — (—cosx) + C = x sinx + cosx + C.

Priklad

2 2
1
L[5 b

2

X X X
—2|nx—/2dx—2|nx—4+C.




Zakladni integra&ni metody
00®0000

Metoda per partes ob&as vyZaduje i pouZiti nékterych (i kdyZ dnes
uz dostate&n& proflaknutych) trik:

Priklad

!/ i
/Inxdx:/l.lnxdx: ‘U_l u,_Xl
v=Inx vi=

—xInx—/x-1dx—x|nx—/1dx—x|nx—x+C.
X




Zakladni integra&ni metody
[eleleY Yolole}
Ny
Priklad

u =€~ u=e*
v =sinx v/ = cosx

/ex sin x dx =

—_—

ozna&me jako /

u/: eX
V = COS X

=e*sinx — {ex cosx—/ex (—sinx) dx} =

= e~ sinx — e~ cosx — /ex sin x dx,

—_——
=1

= e¥ sinx—/eX cos x dx =

pro nezndmy integral / tedy dostdvame rovnici
| = e*(sinx — cos x) — I, odkud snadno dopo&teme
I = % & (sinx — cosx).

— sin




Zakladni integra&ni metody
[eleleleY Tole}
Pozndmka

@ Metoda per-partes vede k cili zejména pro integrdly typu

/x” e dx, /x” cos(ax) dx, /x" sin(ax) dx,

/x" arctg(ax) dx, /x" arccotg(ax) dx, /x" In" x dx.




Zakladni integra&ni metody
[eleleleY Tole}
Pozndmka

@ Metoda per-partes vede k cili zejména pro integrdly typu

/x” e dx, /x” cos(ax) dx, /x" sin(ax) dx,

/x" arctg(ax) dx, /x" arccotg(ax) dx, /x" In" x dx.

@ Metoda per-partes vede nékdy na rovnici pro neznamy
integral, napf.

/eaX cos(bx) dx, /eax sin(bx) dx.




Zakladni integra&ni metody
[eleleleY Tole}
Pozndmka

@ Metoda per-partes vede k cili zejména pro integrdly typu

/x” e dx, /x” cos(ax) dx, /x" sin(ax) dx,

/x" arctg(ax) dx, /x" arccotg(ax) dx, /x" In" x dx.

@ Metoda per-partes vede nékdy na rovnici pro neznamy
integral, napf.

/eaX cos(bx) dx, /eax sin(bx) dx.

@ Metoda per-partes vede nékdy na rekurentni formuli pro
neznamy integral (viz nésledujici p¥iklad).




Urcete




Zakladni integra&ni metody
0000080
Y
Priklad

Urcete 1
K, = | ———— dx.
(X) / (X2 + 1)” dx

v=1 u=x
v=(x24+1)"" vVi=—n(x®+1)"""1.2x

= x(x2 +1)7"— /x.(—n) (x2 + 1)7"71 .2x dx

241-1
:X)n+2,7/x+dx

(x2+1

X 1 1
= ey +2n/ <(x2+1)” T2+ 1)n+1> dx
= ﬁ +2n[Kn(x) — Kng1(x)].

(X2 L 1)n+1




Zakladni integra&ni metody
[elelelelolo] }

P¥iklad (Dokon&eni)

Z rovnice snadno dopotteme Kp11(x) = 2 - ﬁ + 221 K (x),
odkud je pak moZné iterativné pocitat hodnoty K, nap¥. volbou
n =1 vypotitame integral Ko(x):

1 1 X 1 1 X 1 L
cEr X T =g gty arctex+ €
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