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P¥edpokladejme, Ze zndme na intervalu [a, b] redlnou funkci F(x)
redlné proménné x a jeji derivaci

F'(x) = f(x).
JestliZe rozdé&lime interval [a, b] na n &asti volbou bodi
a=xp<x1<---<xp,=0>b
a priblizime hodnoty derivaci v bodech x; vyrazy

f(x) ~ ) = F(xi)

Xit1 — Xj
dostavame soudet
n— n—1
F Xit1) — F X
F(b)—F(a)=> (ira) = F( )-(X;+1—X,~) ~ > " F (%) (Xi1—xi)-



Primitivni funkce
P¥edpokladejme, Ze zndme na intervalu [a, b] redlnou funkci F(x)
redlné proménné x a jeji derivaci

F'(x) = f(x).
JestliZe rozdé&lime interval [a, b] na n &asti volbou bodi
a=xp<x1<---<xp,=0>b

a priblizime hodnoty derivaci v bodech x; vyrazy

F(xi+1) — F(xi)

f ~
(x) Xj+1 — Xj
dostavame soudet
n—1
F(x; — F(x
F(b)—F(a) = Z ( )’::3 _Xi( ') (Xir1—xi) Zf Xi)-(Xip1—Xi)-

i=0

Funkci F nazyvame antiderivace nebo primitivni funkce k funkci

f, mnoZinu vSech takovych funkci nazveme neuréitym integralem
funkce f.
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Antiderivace redlné funkce f(x) zjevné pfiblizn& vyjadfuje plochu
vyty€enou grafem funkce f, soufadnou osou x a pfimkami x = a,
x = b (v&etn& znaménka zohlediiujiciho pozici plochy nad nebo
pod osou x!).
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Antiderivace redlné funkce f(x) zjevné pfiblizn& vyjadfuje plochu
vyty€enou grafem funkce f, soufadnou osou x a pfimkami x = a,
x = b (v&etn& znaménka zohlediiujiciho pozici plochy nad nebo
pod osou x!).

D3 se tedy ofekavat, Ze takovou plochu skute¢né spoéteme jako
rozdil hodnot antiderivace v krajnich bodech intervalu. Tomuto
postupu se také ¥ikd Newtoniv integral. Piseme

b
/a F(x)dx = [F(IE = F(b) — F(a).
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Pozndmka

V dal$im skuteéné ukazeme, Ze Ize rozumné definovat pojem
plocha v roviné tak, aby ji bylo mozné poéitat prdvé uvedenym
zplsobem. Newtonlv integral ma ale jednu podstatnou vadu —
jeho vy¢isleni vyzaduje znalost antiderivace. Tu obecné neni snadné
spodist i kdyz ukdzeme, Ze ke v8em spojitym funkcim f existuje.
Proto budeme napted diskutovat jinou definici integralu.
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Vsimnéme si jesté, Ze antiderivace je na kaZzdém souvislém
intervalu [a, b] ur¢ena jednozna¥né& aZ na konstantu. Skuteng,
pokud je F'(x) = G'(x) = f(x), pak z pfedchoziho vime, Ze

F(x) — G(x) = konst.

na celém intervalu.
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Vsimnéme si jesté, Ze antiderivace je na kaZzdém souvislém
intervalu [a, b] ur¢ena jednozna¥né& aZ na konstantu. Skuteng,
pokud je F'(x) = G'(x) = f(x), pak z pfedchoziho vime, Ze

F(x) — G(x) = konst.

na celém intervalu.
S poukazem na toto pozorovani budeme neuréity integral také

zapisovat ve tvaru

F(¢) :/f(x)dx+ c.



Primitivni funkce
Vsimnéme si jesté, Ze antiderivace je na kaZzdém souvislém

intervalu [a, b] ur¢ena jednozna¥né& aZ na konstantu. Skuteng,
pokud je F'(x) = G'(x) = f(x), pak z pfedchoziho vime, Ze

F(x) — G(x) = konst.

na celém intervalu.
S poukazem na toto pozorovani budeme neuréity integral také
zapisovat ve tvaru

F(¢) :/f(x)dx+ c.

|

P¥iklad

Protoze maji funkce F(x) = arctgx a G(x) = — arccotg x stejnou
derivaci f(x) = ﬁ musi se tyto funkce lisit o konstantu.
Konstantu C miZeme uréit nap¥. z hodnot téchto funkci v bodé
x =0, arctg0 = 0,arccotg0 = 5,= C = 7, neboli plati

arctg x + arccotg x = 7, Vx € R.
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Necht f(x) a F(x) jsou funkce definované na intervalu /. Funkce
F(x) je primitivni k funkci f(x) na intervalu /, pokud

F'(x) = f(x) pro v8echna x € /.
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Definice

Necht f(x) a F(x) jsou funkce definované na intervalu /. Funkce
F(x) je primitivni k funkci f(x) na intervalu /, pokud

F'(x) = f(x) pro vechna x € /.

Co uz vime?
Z pravidel pro derivovani elementarnich funkci snadno dostavame
nasledujici.

(a) Funkce

X1
n+1

je primitivni k funkci x” na R.
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0000e®000
Definice

Necht f(x) a F(x) jsou funkce definované na intervalu /. Funkce
F(x) je primitivni k funkci f(x) na intervalu /, pokud

F'(x) = f(x) pro vechna x € /.

Co uZ vime?
Z pravidel pro derivovani elementarnich funkci snadno dostavame
nasledujici.

X1
(a) Funkce %

(b) Funkee Inx je primitivni k funkci £ na (—o00,0) a na (0, ).

je primitivni k funkci x” na R.
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0000e®000
Definice

Necht f(x) a F(x) jsou funkce definované na intervalu /. Funkce
F(x) je primitivni k funkci f(x) na intervalu /, pokud

F'(x) = f(x) pro vechna x € /.

Z pravidel pro derivovani elementarnich funkci snadno dostavame
nasledujici.

(a) Funkce X— Je primitivni k funkci x" na R.

(b) Funkce InXJe primitivn{ k funkci L na (—oo 0) a na (0, c0).

(c) Funkce arctg x je primitivni k funkci —— na R.

1+
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0000e®000
Definice

Necht f(x) a F(x) jsou funkce definované na intervalu /. Funkce
F(x) je primitivni k funkci f(x) na intervalu /, pokud

F'(x) = f(x) pro vechna x € /.

Co uZ vime?

Z pravidel pro derivovani elementarnich funkci snadno dostavame
nasledujici.

n+1 ., 0 Ong 7 o
(a) Funkce %= je primitivni k funkci x" na R.

b) Funkce Inx je primitivni k funkci L na (—oc,0) a na (0, c0).

d

(b)
(c) Funkce arctg x je primitivni k funkci ﬁ na R.
(d)

Funkce arcsin x je primitivni k funkci \/117 na (—1,1).
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Necht f(x) a F(x) jsou funkce definované na intervalu /. Funkce
F(x) je primitivni k funkci f(x) na intervalu /, pokud

F'(x) = f(x) pro vechna x € /.

Co uZ vime?

|
N

Z pravidel pro derivovani elementarnich funkci snadno dostavame
nasledujici.
a) Funkce > Je primitivni k funkci x” na R.

b) Funkce InXJe primitivni k funkci L na (—o00,0) a na (0, c0).

c) Funkce arctg x je primitivni k funkci ﬁ na R.

\/117 na (—1,1).
e) Funkce C (konstantni funkce) je primitivni k funkci 0 na R.

(
(
(
(
(

)
)

d) Funkce arcsin x je primitivni k funkci
)
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Existence primitivni funkce

Kdy k dané funkci f(x) existuje primitivni funkce F(x)? Ne vzdy!
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Existence primitivni funkce

Kdy k dané funkci f(x) existuje primitivni funkce F(x)? Ne vzdy!

Je-li funkce f(x) spojitd na intervalu I, potom k ni existuje na
tomto intervalu funkce primitivni.

Pozdgji. O \
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Existence primitivni funkce

Kdy k dané funkci f(x) existuje primitivni funkce F(x)? Ne vzdy!

Je-li funkce f(x) spojitd na intervalu I, potom k ni existuje na
tomto intervalu funkce primitivni.

Pozdgji. O

Poznamka

Véta uddva pouze postalujici podminku pro existenci primitivni
funkce, spojitost neni podminkou nutnou!

Nap¥. funkce f(x) = 2xsin % — cos%7 pro x # 0, f(0) = 0 neni
spojitd v bodé x = 0, pfitom snadno spo&itdme, Ze funkce

F(x) = x?sinl  prox#0,a F(0) =0 je k f(x) primitivni.

X
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Tabulkové integrdly

1
/eax dx = -e™*+C

a

/adx:alnx—l—C
X

acos bx dx = %sinbx—i— C

asin bx dx = —%cosbx+ C

acos bxsin” bx dx = ﬁ sin"™l bx + C
a

asin bx cos” bx dx = —m cos™ bx + C

atgbxdx = —% In(cos bx) + C

—_— T T
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a X
m dX = arctg (g) + C
f'(x)
F(x) dx =In|f(x)|+ C

/
/

Poznamka

V poslednim vzorci si vS§imnéte, Ze na pravé strané je v logaritmu

absolutni hodnota, nebot pro x > 0 je (Inx) = % aprox <0 je
[In(=x)) = % - (-1) = ;
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Zakladni integraéni metody
¥
Véta

(i) Pravidlo konstantniho ndsobku:

/c.f(x)dx:c/f(x)dx.

Neboli, je-li F(x) primitivni k f(x), potom je c . F(x)
primitivni k c . f(x).
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¥
Véta

(i) Pravidlo konstantniho ndsobku:

/c.f(x)dx:c/f(x)dx.

Neboli, je-li F(x) primitivni k f(x), potom je c . F(x)
primitivni k c . f(x).

(ii) Pravidlo souttu a rozdilu:

[ 170980 = [ e+ [ gy o

Neboli, je-li F(x) primitivni k f(x) a je-li G(x) primitivni
k g(x), potom je F(x) + G(x) primitivni k f(x) + g(x).




Zakladni integraéni metody

®000000

Metoda per partes

Metoda pro integraci per partes (= po &astech) je jednoduchym
dlsledkem pravidla pro derivaci soudinu. Toto integraéni pravidlo
umoZiiuje integrovat souciny funkci, pficemz integral z daného
soudinu se vhodné prevede na integral z jednodussiho soudinu.

Necht funkce u(x) a v(x) maji derivaci na intervalu |. Potom plati

/ U (x) . v(x) dx = u(x). v(x) — / u(x) . v/ (x) dx.
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Metoda per partes

Metoda pro integraci per partes (= po &astech) je jednoduchym
dlsledkem pravidla pro derivaci soudinu. Toto integraéni pravidlo
umoZiiuje integrovat souciny funkci, pficemz integral z daného
soudinu se vhodné prevede na integral z jednodussiho soudinu.

Véta
Necht funkce u(x) a v(x) maji derivaci na intervalu |. Potom plati

/ U (x) . v(x) dx = u(x). v(x) — / u(x) . v/ (x) dx.

| A

Diikaz.

Tato metoda je jednoduchym disledkem pravidla pro derivaci
soutinu: [uv] = v+uv,= [luv] = [(v+uV)=uv=
v+ [uV. O

V.
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PF¥islusné vypolty pro metodu per partes se ¢asto ve vypoctu
zapisuji mezi dvé svislé ary.

u' = cosx U =sinx
vV=x vi=1

/xcosxdx: :xsinx—/sinxd =

= x sinx — (—cosx) + C = x sinx + cosx + C.
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PF¥islusné vypolty pro metodu per partes se ¢asto ve vypoctu
zapisuji mezi dvé svislé ary.

u' = cosx U =sinx
vV=x vi=1

/xcosxdx: :xsinx—/sinxd =

= x sinx — (—cosx) + C = x sinx + cosx + C.

Priklad

2 2
1
L[5 b

2

X X X
—2|nx—/2dx—2|nx—4+C.
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Metoda per partes ob&as vyZaduje i pouZiti nékterych (i kdyZ dnes
uz dostatedn& proflaknutych) triki:

Priklad

!/ i
/Inxdx:/l.lnxdx: ‘U_l u,_Xl
v=Inx vi= <

—xInx—/x-1dx—x|nx—/1dx—x|nx—x+C.
X
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Y
Priklad

/ex sin x dx =

—_—

ozna&me jako /

u = e" u=e*

v =sinx v/ = cosx

= e¥ sinx—/eX cos x dx = ‘

u = eX u=e
V = COS X v

= e~ sinx — {ex cosx—/ex (—sinx) dx} =

= e~ sinx — &~ cosx—/ex sin x dx,

—_—
=1

pro nezndmy integral / tedy dostdvame rovnici
| = e*(sinx — cos x) — I, odkud snadno dopoteme
I = % & (sinx — cosx).
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Pozndmka

@ Metoda per-partes vede k cili zejména pro integrdly typu

/x” e dx, /x” cos(ax) dx, /x" sin(ax) dx,

/x" arctg(ax) dx, /x" arccotg(ax) dx, /x" In" x dx.
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Pozndmka

@ Metoda per-partes vede k cili zejména pro integrdly typu

/x” e dx, /x” cos(ax) dx, /x" sin(ax) dx,

/x" arctg(ax) dx, /x" arccotg(ax) dx, /x" In" x dx.

@ Metoda per-partes vede nékdy na rovnici pro neznamy
integral, napf.

/eaX cos(bx) dx, /eax sin(bx) dx.
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Pozndmka

@ Metoda per-partes vede k cili zejména pro integrdly typu

/x” e dx, /x” cos(ax) dx, /x" sin(ax) dx,

/x" arctg(ax) dx, /x" arccotg(ax) dx, /x" In" x dx.

@ Metoda per-partes vede nékdy na rovnici pro neznamy
integral, napf.

/eaX cos(bx) dx, /eax sin(bx) dx.

@ Metoda per-partes vede nékdy na rekurentni formuli pro
nezndmy integral (viz nésledujici p¥iklad).




Urcete
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Y
Priklad

Urcete 1
K, = | ———— dx.
(X) / (X2 + 1)” dx

u=1 u=x
v=(x24+1)"" vi=—n(x®+1)"""1.2x

=x(x24+1)7"— /x (=n) (x> +1)7"1 . 2xdx

2 — 1l

(x2+1

X 1 1
= ey +2n/ <(x2+1)” T e+ 1)n+1> dx
= ﬁ +2n[Kn(x) — Kng1(x)].

(x2+ )it
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P¥iklad (Dokonteni)

Z rovnice snadno dopotteme Kp11(x) = 2 - ﬁ + 221 K (x),
odkud je pak moZné iterativné pocitat hodnoty K, nap¥. volbou
n =1 vypotitame integral Ko(x):

1 1 X 1 1 X 1 L
Er X T a1 =g gty arctex+ €
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Substituéni metoda

Daldi dv& metody (ob& jsou nazyvany substituéni) jsou zaloZeny na
pravidle pro derivovani sloZzené funkce.
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Substituéni metoda

Daldi dv& metody (ob& jsou nazyvany substituéni) jsou zaloZeny na
pravidle pro derivovani sloZzené funkce.

Véta (Substituce pro neur&ity integral)

Necht je funkce f(t) definovand na intervalu | a necht ¢(x) je
definovand na intervalu J a p(J) C I. Je-li funkce F(t) primitivni
k funkci f(t) na intervalu I, potom je funkce (F o v)(x) primitivni
k funkci [(f o ©)(x)] . ¢'(x) na intervalu J, tj.

/“‘P(X)) ¢! (x) dx —/f(t) dt [_ F(t) = F(‘P(X))]'

Neboli v daném integralu volime substituci |t = ¢(x) |.




Zakladni integraéni metody
©0000

Substituéni metoda

Daldi dv& metody (ob& jsou nazyvany substituéni) jsou zaloZeny na
pravidle pro derivovani sloZzené funkce.

Véta (Substituce pro neur&ity integral)

Necht je funkce f(t) definovand na intervalu | a necht ¢(x) je
definovand na intervalu J a p(J) C I. Je-li funkce F(t) primitivni
k funkci f(t) na intervalu I, potom je funkce (F o v)(x) primitivni
k funkci [(f o ©)(x)] . ¢'(x) na intervalu J, tj.

/“‘P(X)) ¢! (x) dx —/f(t) dt [_ F(t) = F(‘P(X))]'

Neboli v daném integralu volime substituci |t = ¢(x) |.

Diikaz.
[F(e() = F'(p(x) - ¢'(x) = F((x)) - ' (x). O

| \
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Substitu¢ni metodu budeme opét zapisovat do naseho vypoctu
mezi dvé svislé &ary.

P¥iklad

2x t=x>+1 1 i
/(X2+1)2dx— dt = 2x dx ‘_/ﬂdt_/t dt =
et 1 1

- _ _4iC=——" _4C
-1 1.“+ x2+1+
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Substitu¢ni metodu budeme opét zapisovat do naseho vypoctu
mezi dvé svislé &ary.

P¥iklad

2x t=x>+1 1 i
/(X2+1)2dx— dt = 2x dx ‘_/ﬂdt_/t dt =
t1 1 1

S s R

P¥iklad

3
2 3 t=x ‘}
/x cos x> dx = = 32 d ‘ _ 3/costdt =

1 1
:§sint+C:§sinx3—|—C.
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Substituce podruhé

Véta (Substituce pro neur&ity integral)

Necht je funkce f(x) definovand na intervalu | a necht ¢(t) md
nenulovou derivaci na intervalu J a 1(J) = 1. Je-li funkce F(t)
primitivni k funkci [(f o ¢)(t)] . ' (t) na intervalu J, potom je
funkce (F o v~1)(x) primitivni k funkci f(x) na intervalu I, tj.

/f(x) dx = /f(w(t)) (8) dt = [: F(t) = F(wl(x))}

Neboli v daném integralu volime substituci m t.
t = ¢~ Y(x) (inverzni funkce).
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Poznamka

Vsimnéme si, Ze ve vzorcich pro integraci pomoci substituce
v obou p¥ipadech vystupuje diferencial funkce:

o t=y(x) = dt=¢'(x)dx.
o x=1(t) = dx=1/(t)dt.
Rozdil mezi obéma metodami je v tom, Ze v prvnim p¥ipadé je

nova proménnd funkci pivodni proménné, ve druhém pfipadé je
tomu naopak.




(e]o]ele] ]
Pyiklad
x=sint
/ V1—x2dx = ’

dx = (cost) dt

:/\/1—sin2t.costdt:
a/_/ H/—/

=cost dx
1 2t 1 1
:/cos2tdt:/+cos()dt:/<+cos(2t)) dt =
2 2 2
1 sin(2 1
= +2-Sm(2t)+C:;—|—2(sint)(cost)+C:

1
+§(sint)\/1—sin2t+C: ‘t:arcsinx ‘:
1
arcsinx+§xx/1—x2+C.

NI RN~ N e~
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Racionalni lomené funkce

P(x) __ polynom [ <
Je-li R(x) = Q() — polynom racionalni lomen funkce, provedeme

nejprve déleni, abychom dostali ryze lomenou funkci.

umime
integrovat
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Racionalni lomené funkce

polynom

Je-li R(x) = Q())g = POmOm 5 ionZini lomena funkce, provedeme
nejprve déleni, abychom dostali ryze lomenou funkci.

umime
integrovat

Dale ryze raciondlni lomenou funkci rozloZzime na parcialni zlomky,
které maji jeden z nésledujicich tvari.
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ParcidIni zlomky

@ Pro rediny jednoduchy koFen xq:

A A
—_—, = /dx:A|n|x—x0|.
X —Xp X —Xp
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ParcidIni zlomky

@ Pro rediny jednoduchy koFen xq:

A A
, = / dx = A ln|x — xp|.
X —Xp X —Xp

e Pro redlny vicendsobny koFen xo (n > 2):

A B C

(x—x0)"" (x—x0)" 1" T x—xp

= pro k > 2:

—k+1 A

kg 2 (x=x0) _
A/(x—xo)kdx—A P Sl Y ST
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3
N
N
N
o

dalsi typ parcidlnich zlomki
Pro dvojici jednoduchych komplexné sdruZenych koFeni o + (i

Bx + C / Bx + C
(

Vyraz ve jmenovateli upravime vytykanim na tvar t? 4 1, kde
= % Vysledny integral je po této substituci tvaru

Dt+ E t 1
el et =t

D
=5 In(t> + 1) + E arctg t.




R
000e00
posledni typ parcidlnich zlomkd

Pro dvojici vicendsobnych komplexné sdruZenych koFenii o + Bi

(n>2):
Bx+ C Dx + E Fx+ G
[(x—a)2+ 82" [(x—a)2+ 52"t 7 (x—a)*+ B
= pro k=2,...,n: £ibdC dx

S =)+ 52

Viyraz ve jmenovateli upravime vytykanim na tvar (t2 + 1), kde
t = X—Q

7 Vysledny integral je po této substituci tvaru

Ht + J t 1
——dt=H | ———dt+J | ————dt
/(t2+1)’< /(t2+1)’< i /(t2+1)k |

pricemz prvni z uvedenych integrali vypolteme substituci

s = t?> + 1 (potom ds = 2t dt) a druhy z uvedenych integréli je
integral K,(x) z d¥ive feSeného ptikladu (pFesng&ji v tomto pFipadé
K. (t)) kterv vede na rekurentni formuli




Zakladni integraéni metody
0000®0

Vypoctéte

dx.

/ x34+6x2+5
(x +1)% (x> +4)
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Priklad

Vypottéte
/ x34+6x245
dx.
x+ 1P (2 +4)

Reseni

Rozkladem na parcialni zlomky zjistime

x3+6x2+5 A B Cx+ D

Cr 22+ 8)  (+12 xt+1 2+a
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Priklad

Vypoctéte
/ x34+6x245
dx.
<+ 1P +4)

Reseni

Rozkladem na parcialni zlomky zjistime

x3+6x2+5 A B Cx+ D

Cr 22+ 8)  (+12 xt+1 2+a

Odsud plyne, 72e A=2, B=—-1, C=2, D=1 a tedy je
x3 4 6x%+5 2 1 2x+1
dx = = 1 dx
(x +1)2(x2+4) (x+1)2 x+1 x2+4

—2 2x 1
=—— —| 1 d d
i n|x+ |+/x2—|-4 x+/X2+4x

=2 1 X
— —In\x+l\+|n(x2+4)+3 arctg — + C.
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Pozndmka

@ Mnoho dalSich typl integral(i vede pfes vhodné substituce na
integraly z raciondlnich lomenych funkci, nékteré ukazky jsou
ve skriptech.




Zakladni integraéni metody
00000e
7
Pozndmka

@ Mnoho dalSich typl integral(i vede pfes vhodné substituce na
integraly z raciondlnich lomenych funkci, nékteré ukazky jsou
ve skriptech.

o N&kdy ani nelze dany integrdl viibec spotitat (tj. vyjadFit
pomoci elementérnich funkci), nap¥.

/smxdx,/cosxdx,/xdx,/sin(xz) dx,
X X In x
2 e X2
cos(x“) dx, | — dx, | € dx.
X

Z véty o existenci primitivni funkce ale vime, Ze k uvedenym
funkcim existuje primitivni funkce, protoZe tyto funkce jsou
spojité. Tyto primitivni funkce se pak nazyvaji vyssi funkce
(jsou nevyjadFitelné pomoci elementéarnich funkci).
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Pozndmka

@ Mnoho dalSich typl integral(i vede pfes vhodné substituce na
integraly z raciondlnich lomenych funkci, nékteré ukazky jsou
ve skriptech.

o N&kdy ani nelze dany integrdl viibec spotitat (tj. vyjadFit
pomoci elementérnich funkci), nap¥.

/smxdx,/cosxdx,/xdx,/sin(xz) dx,
X X In x
2 e X2
cos(x“) dx, | — dx, | € dx.
X

Z véty o existenci primitivni funkce ale vime, Ze k uvedenym
funkcim existuje primitivni funkce, protoZe tyto funkce jsou
spojité. Tyto primitivni funkce se pak nazyvaji vyssi funkce
(jsou nevyjadFitelné pomoci elementéarnich funkci).

In x _ 19,2 . s
@ Pozor ale na [ X dx = 5 In®x + C, (neni to vy33i funkce)!
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Plan predndasky

© Riemanniv integral
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Bernhard Riemann (1826 — 1866) — jeden z nejvyznamngjsich
matematik( celé historie (nejen matematické analyzy) — viz
http://en.wikipedia.org/wiki/Bernhard_Riemann

V této &asti budou uvaZované funkce vzdy ohranicené.

Zakladni otdzka zni: Jaka je plocha mezi f(x) a osou x (na
intervalu [a, b])?


http://en.wikipedia.org/wiki/Bernhard_Riemann
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Obsah plochy

Priklad

(a) f(x)=2proxe[-1,1], P =4.
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Obsah plochy

(a) f(x)=2proxe[-1,1], P =4.
(b) f(x) =k pro x € [a,b], P=k(b— a).
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Obsah plochy

(a) f(x)=2proxe[-1,1], P=4.
(b) f(x) =k pro x € [a,b], P=k(b— a).
(c) f(x) =xprox €[0,4], P=3;4>=38.
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Obsah plochy

Priklad

(a) f(x)=2proxe[-1,1], P=4.

(b) f(x) =k pro x € [a,b], P=k(b— a).

(c) f(x)=xprox €[0,4], P=342=38.

(d) f(x)=xproxe 2,4, P=3142-122=8-2=6.




Obsah plochy

Riemanniv integral
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Priklad

) f(x)=2prox € [-1,1], P=4.

(a

(b)
(c)
(d)
(¢)

@

f(x) = k pro x € [a, b], P = k(b — a).

f(
f(
f(

X

X

)
)
) =

x) = x pro x € [0,4], P =
= x pro x € [2,4], P =
x pro x € [a,b], P =

342=8
142 102 _
54 —52°=8-2=6.

1402 1.2
3b°—3a




Obsah plochy

P¥iklad
a)

(
(
(
(

(
(

f(x)=2prox € [-1,1], P=4.
f(x) =k pro x € [a,b], P = k(b — a).
f(x)=xprox€[0,4], P=142=38.

f(x)

f(x) =x pro x € [a,b], P = 1bz—%a2
f(x)=v1—-x2proxe[-1,1], P=371>=1.

_ 12 152 _ _
x)=xprox€[2,4, P=54°~-52°=8-2=6.

Riemanniv integral
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Obsah plochy

P¥iklad

(a) f(x)=2proxe[-1,1], P=4.

(b) f(x) =k pro x € [a,b], P=k(b— a).

(c) f(x)=xprox €[0,4], P=342=38.

(d) f(x) =x pro x € [2,4], P = 142 322=8-2=6.

(e) f(x) =xproxe€[ab], P= 1b2 %a

(f) f(x) = mproxe[ 1,1], P:% 12:%

(g) f(x)=-2x+1proxe[l,2,P=3-3-3-1.2.1=2 Ale
protoZe je plocha pod osou x, klademe P = —2.
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Obsah plochy

Priklad

(a) f(x)=2proxe[-1,1], P=4.

(b) f(x) =k pro x € [a,b], P=k(b— a).

(c) f(x)=xprox €[0,4], P=342=38.

(d) f(x)=xproxe 2,4, P=3142-122=8-2=6.

(e) f(x)=xprox € [a,b], P=3b*>— 122

(f) f(x)=vV1—x2proxe[-1,1, P=3i712=12.

(g) f(x)=-2x+1proxe[l,2,P=3-3-3-1.2.1=2 Ale

protoZe je plocha pod osou x, klademe P = —2.

(h) f(x) = x3 pro x € [-1,1], plocha je stejnd nad i pod osou x,
a proto klademe P = 0.
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Riemanniv integral

Pro definici integrdlu vyuZijeme p¥imo intuitivni Gvahy, kterymi
jsme v minulé pfedndsce odlvodiiovali souvislost Newtonova
integralu s velikosti plochy.
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Riemanniv integral

Pro definici integrdlu vyuZijeme p¥imo intuitivni Gvahy, kterymi
jsme v minulé pfedndsce odlvodiiovali souvislost Newtonova
integralu s velikosti plochy.

Skute¢nou plochu mezi f(x) a osou x odhadneme pomoci
~vepsanych" a ,opsanych” obdélnikl, ¢&imz dostaneme dolni odhad
s(D, f) pro skute€nou plochu a horni odhad S(D, f) pro skute&nou
plochu.
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Definice (déleni intervalu)

Necht a, b € R, a < b. Dé&lenim intervalu [a, b] je kone&nd mnoZina
bodi D C [a, b] s vlastnosti a, b € D. Tedy

D= {x0,x1,...,xn}, kde a=xp<x3<:-<xp_1<xn=D>b.

Body xo, x1, ..., xn se nazyvaji délici body a interval [xx_1, xx] se
nazyva délici (pod)interval.
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Definice (déleni intervalu)

Necht a, b € R, a < b. Dé&lenim intervalu [a, b] je kone&nd mnoZina
bodi D C [a, b] s vlastnosti a, b € D. Tedy

D= {x0,x1,...,xn}, kde a=xp<x3<:-<xp_1<xn=D>b.

Body xo, x1, ..., xn se nazyvaji délici body a interval [xx_1, xx] se
nazyva délici (pod)interval.
Délka nejvétsiho déliciho podintervalu je pak norma déleni D, tj. je
to &islo
n(D) .= max {xx — xk—1}- (1)
k=1,...,n

5

MnoZinu vech déleni intervalu [a, b] oznalujeme jako DJa, b &i
jenom jako D.
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Pro funkci f(x) na [a, b] a d&leni D intervalu [a, b] zaved me

my = inf{f(x), X € [xk_l,xk]}, My .= sup {f(x), X € [xk_l,xk]}

n
s(D,f) := Z my (Xk — Xk—1), dolni soucet f(x) p¥i d&leni D,
k=1

n
S(D,f) = Z My (xk — Xk—1), horni soucet f(x) p¥i d&leni D.
k=1
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Pro funkci f(x) na [a, b] a d&leni D intervalu [a, b] zaved me
my = inf {f(x), X € [xk_l,xk]}, My .= sup {f(x), X € [xk_l,xk]}
n
s(D,f) := Z my (Xk — Xk—1), dolni soucet f(x) p¥i d&leni D,

k=1

n
S(D,f) = Z My (xk — Xk—1), horni soucet f(x) p¥i d&leni D.
k=1

Tvrzeni

Necht ¢ < f(x) < d pro kaZdé x € [a, b]. Potom pro kaZd3 dvé&
déleni Dy, D, € Dla, b] plati

c(b—a) <s(Di1,f) < S(Dp,f)<d(b—a),

tj. doini soucet libovolného déleni je nejvyse roven hornimu souctu
libovolného déleni, pFfi¢emZ vsechny dolni soucty jsou zdola
ohrani¢eny ¢&islem c (b — a) a vSechny horni soucty jsou shora
ohrani&eny &islem d (b — a) .
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P¥i vzristajicim poctu délicich bodd xx v déleni D1, D, se bude
dolni soutet s(Dy, f) zvétsovat a zaroveii horni soutet S(Do, f)
zmensovat.
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P¥i vzristajicim poctu délicich bodd xx v déleni D1, D, se bude
dolni soutet s(Dy, f) zvétsovat a zaroveii horni soutet S(Do, f)
zmensovat.

Definice
Cislo .
f :=sup {s(D, f), De D}

a

[~

nazyvame dolnim (Riemannovym) integrdlem z funkce f(x) na
intervalu [a, b].
Cislo

— b
/ f:=inf{S(D,f), D € D}

nazyvame hornim (Riemannovym) integrdlem z funkce f(x) na
intervalu [a, b].

— b
Soutasné vime, Ze vzdy je c (b —a) < i:f <[ f<d(b-a).
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Definice (Riemanndv integral)

Je-li

[1

potom Fikdme, Ze funkce f(x) je integrovatelnd (v Riemannové
smyslu) na [a, b] a toto spole¢né &islo zna&ime
[Pr=]tf=T"r

Mnozinu véech (Riemannovsky) integrovatelnych funkci na
intervalu [a, b] zna&ime jako R]a, b].
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Definice (Riemanndv integral)

Je-li

[1

potom Fikdme, Ze funkce f(x) je integrovatelnd (v Riemannové
smyslu) na [a, b] a toto spole¢né &islo zna&ime

f f=/ f—f °f.
Mnozinu véech (Riemannovsky) integrovatelnych funkci na
intervalu [a, b] zna&ime jako R]a, b].

Je-li
— b

b
/f</ f,
a

=—a

potom ¥ikdme, Ze funkce f(x) neni integrovatelnd na [a, b].




Riemanniv integral
000000@00000

Definice (Riemanndv integral)

Je-li

[1

potom Fikdme, Ze funkce f(x) je integrovatelnd (v Riemannové
smyslu) na [a, b] a toto spole¢né &islo zna&ime

f f=/ f—f °f.
Mnozinu véech (Riemannovsky) integrovatelnych funkci na
intervalu [a, b] zna&ime jako R]a, b].

Je-li
b — b
[ <]
J 4 a

potom ¥ikdme, Ze funkce f(x) neni integrovatelnd na [a, b].

Riemanniv integral p¥es interval [a, b] je tedy &islo. Zapis pro
Riemanniv integral budeme pouZzivat také ve tvaru s integracni
proménnou.
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P¥iklad
Pro konstantni funkci f(x) = ¢ mdme my = My = c pro viechny k
a tedy je

s(D,f)=c(b—a), S(D,f)=c(b—a), VDeD, =

/abc:/jk:/abk:c(b—a).
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Priklad

Dirichletova funkce x [chi]

()= b Pox€Qniai
X\X) = 0, pro x € (R\ Q)N [a, b,

Potom my =0 a My =1 pro viechna k a tedy je
s(D,x)=0, S(D,x)=b—a, VDeD, =

b
/ x = sup{s(D, x)} = sup{0} =0,

— b
k =inf{S(D,x)} =inf{lb—a}=b—a =

b — b
0:/ X</ xX=b—a atedy x¢R]a,b,

a

tj.x neni integrovatelna.
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Jak obecné& uréime, zda je dand funkce integrovatelna (a pak jakou
hodnotu ma3 jeji urity integral) & nikoliv?

Nulova posloupnost déleni Dy € D je takova posloupnost déleni,
ktera spliiuje n(Dy) — 0 pro k — oo, neboli norma dé&leni jde k
nule.
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Jak obecné& uréime, zda je dand funkce integrovatelna (a pak jakou
hodnotu ma3 jeji urity integral) & nikoliv?

Definice

Nulova posloupnost déleni Dy € D je takova posloupnost déleni,
ktera spliiuje n(Dy) — 0 pro k — oo, neboli norma dé&leni jde k
nule.

Véta

Necht je funkce f(x) ohrani&end na intervalu [a, b]. Potom pro
libovolnou nulovou posloupnost déleni Dy € D plati, Ze

b — b
S(Dk7f)—>/ f, S(Dk,f)—>/ f, pro k — oo.

Je-li navic f(x) integrovatelnd na [a, b], potom dolni soucty
s(Dx, f) i horni sou¢ty S(Dy, f) konverguji (ve smyslu existence
viastni limity) k &islu fab f.
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Z této véty vyplyva, Ze pokud vime, Ze je f(x) integrovatelnd na
[a, b], potom Ize fab f urdit limitnim p¥echodem pomoci libovolné
nulové posloupnosti déleni intervalu [a, b].

Z3asadni otazku, které funkce jsou vlastn& (Riemannovsky)
integrovatelné, zodpovidd nasledujici tvrzeni.

(i) KaZdd spojita funkce na intervalu [a, b] je zde také
integrovatelna, neboli

Cla, b] C R]a, b].

(ii) KaZdd monotdnni funkce na intervalu [a, b] je zde také
integrovatelna.
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Poznamka

Riemanniv integral (tj. vlastn& orientovand plocha) se zfejmé
nezméni, pokud je integrovatelnd funkce f(x) nespojita &i neni
definovdna v kone&n& mnoha bodech (&i obecn&ji na mnoZzin&
»miry nula"), viz obr. Timto dostdvame urity integral pres
otevieny nebo polouzav¥eny interval. Zejména pro (ohrani&ené)
intervaly v8ech typt (a, b), (a, b] i [a, b) je pfFisludny urcity integral
pres tento interval roven jiz d¥ive definovanému &islu fab f, .
Riemannové integrdlu pres uzav¥eny interval [a, b].
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Poznamka

Riemanniv integral (tj. vlastn& orientovand plocha) se zfejmé
nezméni, pokud je integrovatelnd funkce f(x) nespojita &i neni
definovdna v kone&n& mnoha bodech (&i obecn&ji na mnoZzin&
»miry nula"), viz obr. Timto dostdvame urity integral pres
otevieny nebo polouzav¥eny interval. Zejména pro (ohrani&ené)
intervaly v8ech typt (a, b), (a, b] i [a, b) je pfFisludny urcity integral
pres tento interval roven jiz d¥ive definovanému &islu fab f, .
Riemannové integrdlu pres uzav¥eny interval [a, b].

Priklad

Pro nespojitou funkci sgn x plati f_32 sgnxdx =3+ (-2)=1.

Obdobné Ize ukdazat, Ze pro a < 0 < b je fab sgnxdx = a+ b.
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