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Véty o stfedni hodnoté

Stejné tak jako ma diferencidlni polet své véty o st¥edni hodnoté
podobné véty dilezZité i v integralnim poctu.

Zatnéme nasledujicim motivaénim p¥ikladem. Pokud mame
kone¢né mnoho Cisel ay, ..., a,, potom jejich priimérna hodnota je

ay + - +3n_7zak

Tedy primé&rnd hodnota &isel f(c1),...,f(cn) je pak

L3 ().
k=1
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PoloZme si otazku, co by se stalo, kdybychom nahradili kone¢né
mnoho &isel f(c1),..., f(cn) nekone¢n& mnoha funk&nimi
hodnotami f(x), tj. analyzujme limitu

1 E : 1 b—a
HILL’T;O ; ; f(Ck) = lim ﬁ Z f(Ck) .

délka dé&licich

subintervali

= lim
n—oo b— a

b
—>1/f
b—a/,

. (Riemannﬁv soudet, ale misto my & My je zde f(ck))
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Definice (Pramér funkce)

Necht f € R[a, b]. Potom &islo

b
av(f) = av[a,b](f) = - / f

nazyvame primérnou hodnotou (téZ stfedni hodnotou) funkce f(x)
na intervalu [a, b]. Ozna&eni je z angli¢tiny ,average value".




000e00
Priklad
(a) Pro funkci f(x) = c na intervalu [a, b] plati

b
av(f) = 1 /cdx:b1
a

b—a —a

cc(b—a)=c,

tj. primérna hodnota konstantni funkce je samozfejmé tataz
konstanta.

(b) Pro funkci f(x) = x na intervalu [a, b] plati

1 b 1 b>—a®> b+a
av(f):b_a/ xdx:b_a- 5 e
a

(c) Pro funkci f(x) = x? na intervalu [0, 1] platf

1t 1
aV(f‘):]-i_0 5 deng.
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V dalsim textu oznaéme
= inf{f(x), x € |a, b]}, M := sup {f(x), x € |a, b]},

tj. plati pak m < f(x) < M na intervalu [a, b].

(i) Necht f € R[a, b]. Potom existuje &sloc € R, m < ¢ < M,
takové, Ze

b
/ f:C(b—a), t. C:av(f)v

tj. plocha mezi grafem funkce f(x) a osou x je rovna obsahu
obdélnika se zdkladnou [a, b] a vyskou c.

(ii) Je-li navic funkce f(x) spojitd na [a, b], potom existuje bod
xo € [a, b] s vlastnosti, Ze f(xp) = ¢ = av(f) = f f,t.
spojita funkce f(x) nabyvd svou priimérnou hodnotu
v intervalu [a, b].
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Priklad

Funkce f(x) = 4 — x2 m4 na intervalu [0, 3] prim&rnou hodnotu

av(f) = ;/03(4—x2) dx = ;(/034dx—/03 x2 dx) = %.(12_9) =

Podle Véty tedy pro &islo ¢ = av(f) = 1 plati, Ze

[y

/3(4—x2)dx_c(b—a)—l-3—3.
0

Déle, protoZe je funkce 4 — x2 spojitd na intervalu [0, 3], existuje
podle V&ty bod xg € [0, 3] s vlastnosti, Ze f(xp) = 4 — x2 = 1.
Z¥ejmé se jednd o bod xg = /3.
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Obsah plochy mezi dvéma grafy

Vime, Ze urdity integral fab f byl zkonstruovan jako orientovand
plocha mezi grafem funkce f(x) a osou x na intervalu [a, b]. Tato
orientovand plocha je zfejmé& rovna skute¢né plose, pokud je

f(x) > 0 na [a, b].
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Obsah plochy mezi dvéma grafy

Vime, Ze urdity integral fab f byl zkonstruovan jako orientovand
plocha mezi grafem funkce f(x) a osou x na intervalu [a, b]. Tato
orientovand plocha je zfejmé& rovna skute¢né plose, pokud je

f(x) > 0 na [a, b].

Pokud nds zajima velikost plochy mezi grafy funkci f(x) a g(x),
uréime ji pomoci vepsanych a opsanych obdélniki (stejn& jako pfi
konstrukci Riemannova integrélu), aviak nyni bude obsah kazdého
takového obdélnika tvaru [f(ck) — g(ck)] (xk — xk—1), Riemanniv
soulet je pak

> [f(ck) — g(e)] (e — xk-)-
k=1

Tyto tvahy vedou k odvozeni nasledujiciho vzorce.
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Véta (plocha mezi grafy)

Necht f,g € R|a, b] a f(x) > g(x) na [a, b]. Potom md plocha
mezi grafy téchto funkci na intervalu [a, b| velikost

/ [f(x) — g(x)] dx —/ [ horni funkce — dolni funkce | dx.
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Véta (plocha mezi grafy)

Necht f,g € R|a, b] a f(x) > g(x) na [a, b]. Potom md plocha
mezi grafy téchto funkci na intervalu [a, b| velikost

/ [f(x) — g(x)] dx —/ [ horni funkce — dolni funkce | dx.

P¥iklad

Urcete plochu mezi grafy funkci y =sinx a y = 2sinx na
intervalu [, 27].

|
N
A,

A\
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Véta (plocha mezi grafy)

Necht f,g € R|a, b] a f(x) > g(x) na [a, b]. Potom md plocha
mezi grafy téchto funkci na intervalu [a, b| velikost

b b
e = / [f(x) — g(x)] dx = / [ horni funkce — dolni funkce | dx.
a a

Priklad
Urcete plochu mezi grafy funkci y =sinx a y = 2sinx na
intervalu [, 27].

Regeni
Oba grafy se protinaji v bodech x = 7 a x = 2, pfi¢emZ funkce
y = sin x je horni funkce na tomto intervalu. Proto

2w 27
P:/ (sinx—2sinx)dx:/ (—sinx) dx = [cosx]f:T

=cos2m —cosm=1—(—1) = 2.
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Délka kfivky

K¥ivka C v roving, C : [a, 3] — R?, je zad4dna parametricky jako
zobrazeni C : t— [x(t),y(t)].

K¥ivka C : t+ [cost,sint] pro t € [0,27] je kruZnice o polomé&ru
r =1 se stfedem v pocatku.
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Délka kfivky

K¥ivka C v roving, C : [a, 3] — R?, je zad4dna parametricky jako
zobrazeni C : t— [x(t),y(t)].

Priklad

K¥ivka C : t+ [cost,sint] pro t € [0,27] je kruZnice o polomé&ru
r =1 se stfedem v pocatku.

A\

Véta (Délka kFivky v roving)

Necht C je kFivka v roving a [x(t),y(t)] pro t € [a, B8] jeji
parametrizace. Maji-li soufadné funkce x(t) a y(t) spojitou derivaci
na intervalu [« 3], potom ma k¥ivka C kone¢nou délku a plati

B
A0 = [ @R+ (P o

\
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Odvozeni pfedchoziho vztahu pomoci déleni je obdobné jako

u obsahu plochy. Intuitivné Ize s vyuZitim Pythagorovy véty
argumentovat takto: P¥edstavme si k¥ivku C jako drahu pohybu
v Case t. Derivaci tohoto zobrazeni dostaneme hodnoty, které
budou odpovidat rychlosti pohybu po takovéto drize. Proto
celkovd délka k¥ivky (tj. drdha uraZend za dobu mezi hodnotami
t = a, t = b) bude ddna integralem ptes interval [a, b], kde
integrovanou funkci je drdha uraZend za nekone¢né maly &as dt.
Ta je podle Pythagorovy véty rovna

Vdx2 4+ dy? = /x/(t)2 + y/(t)2dt, a odtud dostavame
pozadovany vysledek.
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Urcete obvod kruznice o poloméru r > 0.
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Urcete obvod kruznice o poloméru r > 0

<
< <
N
<
<

Reseni

KruZnice md parametrizaci [x(t), y(t)] = [rcos t, rsin t] pro
t € [0,27]. Tyto funkce maji spojitou derivaci

[x'(t),y'(t)] = [—rsint,rcost] na [0,27], a proto je obvod
kruZnice roven

/277 \/[x' (O + [y'(1)]? dt = / \/(—fS‘“ t)2 + (rcost)? df
2w

/ r2(sin®t 4 cos? t) dt = / rdt = [rt]?:%rr.
0
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Graf funkce f(x) miZeme chapat jako mnoZinu bodi [x, f(x)],
tedy je to specidlni p¥ipad kfivky v roving, kterd ma parametrizaci
[t,f(t)] pro t € [a, b] (v tomto p¥ipadé tuto parametrizaci ale
piseme s prom&nnou x). A protoZe ma tato parametrizace derivaci
[(t), f'(t)] = [1, f'(t)], dostdvame

Dusledek

Ma-li funkce f(x) spojitou derivaci na intervalu [a, b], potom ma
Jeji graf na intervalu [a, b] kone¢nou délku a plati

d(f) = /ab\/l + [f'(x)]? dx.
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Objem rotalniho télesa

Rota&ni t&leso vznikne rotaci plochy mezi grafem funkce f(x) a
osou x kolem osy x na intervalu [a, b] (viz obr.). Zfejm& m3 tato
dloha smysl pouze pro nezdpornou funkci f(x) (& obecngji, pro
funkci, kterd nem&ni znaménko na intervalu [a, b], tj. je bud stéle
nezdporna nebo nekladnd).
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Objem rotalniho télesa

Rota&ni t&leso vznikne rotaci plochy mezi grafem funkce f(x) a
osou x kolem osy x na intervalu [a, b] (viz obr.). Zfejm& m3 tato
dloha smysl pouze pro nezdpornou funkci f(x) (& obecngji, pro
funkci, kterd nem&ni znaménko na intervalu [a, b], tj. je bud stéle
nezdporna nebo nekladnd).

Véta (objem rota¢niho t&lesa)

Necht f(x) je spojitd nezdpornd funkce na intervalu [a, b]. Objem
rotacniho télesa, které vznikne rotaci plochy mezi grafem f a osou
x na intervalu [a, b] kolem osy x, je

b
V= 77/ 2(x) dx.
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Objem rotalniho télesa

Rotaéni téleso vznikne rotaci plochy mezi grafem funkce f(x) a
osou x kolem osy x na intervalu [a, b] (viz obr.). Zfejm& m3 tato
dloha smysl pouze pro nezdpornou funkci f(x) (& obecngji, pro
funkci, kterd nem&ni znaménko na intervalu [a, b], tj. je bud stéle
nezdporna nebo nekladnd).

Véta (objem rota¢niho t&lesa)

Necht f(x) je spojitd nezdpornd funkce na intervalu [a, b]. Objem
rotacniho télesa, které vznikne rotaci plochy mezi grafem f a osou
x na intervalu [a, b] kolem osy x, je

b
V= 77/ 2(x) dx.

Intuitivni zdivodnéni je obdobné jako u délky k¥ivky — objem
nekoneéné malé valcové &asti télesa o délce dx je dan soutinem dx
a obsahu kruhové podstavy o obsahu 7f(x)2.
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Povrch rota¢niho télesa

Analogicky jako objem vypocteme i povrch plasté rotaéniho télesa.
Pokud vznikne téleso rotaci grafu funkce f kolem osy x v intervalu
[a, b], vznikd pf¥i pFirtistku Ax ndrist plochy, jehoZ velikost je rovna
soutinu As délky kfivky zadané grafem funkce f a velikosti
kruZnice o polomé&ru f(x). Plocha se proto spotte formuli

S(f):27r/bf(x)ds:27r/bf(x) 14 (f'(x))? dx,

kde ds = \/dx? + dy? je dan p¥irlistkem délky k¥ivky y = f(x).
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Povrch rota¢niho télesa

Analogicky jako objem vypocteme i povrch plasté rotaéniho télesa.
Pokud vznikne téleso rotaci grafu funkce f kolem osy x v intervalu
[a, b], vznikd pf¥i pFirtistku Ax ndrist plochy, jehoZ velikost je rovna
soutinu As délky kfivky zadané grafem funkce f a velikosti
kruZnice o polomé&ru f(x). Plocha se proto spotte formuli

S(f):27r/bf(x)ds:27r/bf(x) 14 (f'(x))? dx,

kde ds = \/dx? + dy? je dan p¥irlistkem délky k¥ivky y = f(x).

Véta (obsah plasté rota&niho télesa)

Necht f(x) je nezdpornd funkce se spojitou derivaci f'(x) na
intervalu [a, b]. Obsah pldsté& rotatniho té&lesa, které vznikne grafu
f na intervalu [a, b] kolem osy x, je

S—or / " 100 /14 [FOOR .
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Ur&ete povrch jednotkové koule.




Aplikace ur&itého integralu
000000008

Ur&ete povrch jednotkové koule.

Reseni

|
K
N

Povrch uréime jako dvojnasobek povrchu polokoule, p¥icemz
polokoule vznikne rotaci funkce f(x) = v/r> — x? kolem osy x na
intervalu [0, 1]. ProtoZe plati '(x) = \/%, je tedy

s =2. 277/\/—\/ \/ﬁ)zdx_

_ 2 2
—471'/ \Vr fxzw X +X

—477/ rdx—47r 0—47rr
0
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Stejné& jako je fab f plocha mezi grafem (ohranitené) funkce f(x) a
osou x na (kone&ném) intervalu [a, b], miZeme chtit najit tuto
plochu na neohrani¢eném intervalu [a, 00), (—o0, b], (—00, ),
ptipadng i pro neohrani¢enou funkci f(x). Dostdvame se tak

k pojmu nevlastniho integralu

00 b [e%S)
/ f. / f, / f.
a —0o0 —o0

P¥itom, jak uvidime, v8echna pravidla pro vypocet integralu
zlistdvaji zachovana, jen je potfeba ddvat pozor na neurdité vyrazy
(obsahujici symbol co) a ty pak spocitat pomoci limity.



O@O00000
Priklad

@ Plocha pod ohranitenou funkci f(x) = X—lz na intervalu [1, c0)

*1 17 1
/ dx:[—} -~ (-1)=0+1=1.
1 X (©.9)
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Priklad

@ Plocha pod ohranitenou funkci f(x) = X—lz na intervalu [1, c0)

/looldx: [—irz—l—(—l):0+1=1.

1 (©.¢]

@ Plocha pod neohranienou funkci f(x) = % na intervalu (0, 1]

/ol><12dxz [_i]::(_l)_<_01+>=—l+oo:oo,
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Priklad

@ Plocha pod ohranitenou funkci f(x) = X—lz na intervalu [1, c0)

/looldx: [—1}“):—1—(—1):0“:1.

] 00
@ Plocha pod neohranienou funkci f(x) = % na intervalu (0, 1]
je

/ol><12dxz [_i]::(_l)_<_01+>=—l+oo:oo,

o Plocha pod ohranizenou funkei f(x) = 2 na intervalu [1,00) je

/ 1dx:[Inx]oozlnoo—lnlzoo—Ozoo.
1

X 1
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Definice (Nevlastni integral 1. druhu — nekone¢ny integral)

Necht je funkce f(x) definovdna na intervalu [a, 00). Existuje-li
vlastni limita

b
lim / f(x)dx =1L,
a

b—o0

potom ¥ikdme, Ze nevlastni integral faoo f(x) dx konverguje a

klademe ~
/ f(x)dx = L.
a




Nevlastni integrély
00®0000

Definice (Nevlastni integral 1. druhu — nekone¢ny integral)

Necht je funkce f(x) definovdna na intervalu [a, 00). Existuje-li
vlastni limita

b—o0

b
lim / f(x)dx =1L,
a

potom ¥ikdme, Ze nevlastni integral faoo f(x) dx konverguje a

klademe ~
/ f(x)dx = L.
a

Podobné& hovofime o divergenci integralu.
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Definice (Nevlastni integral 1. druhu — nekone¢ny integral)

Necht je funkce f(x) definovdna na intervalu [a, 00). Existuje-li
vlastni limita

b—o0

b
lim / f(x)dx =1L,
a
potom ¥ikdme, Ze nevlastni integral faoo f(x) dx konverguje a

klademe ~
/ f(x)dx = L.
a

Podobné& hovofime o divergenci integralu.
Obdobné pro interval [—oo, b].
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Vypoctéte nevlastni integral pro jeden z typi parcidlnich zlomki

o X
A mdx7 3#0
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Priklad

Vypoctéte nevlastni integral pro jeden z typi parcidlnich zlomki

o X
/(; de, 3#0

Regeni

Pomoci substituce dostaneme

2

X< =t
/ 2X22dx: 2x dx = dt _
0 (x*+a?) x=0=1t=0

X=00 = t=00
1/°° 1 1] 1 >
== —dt==- | — =
2 Jo (t+a%)? 2| t+a],

1 i 1 1 1
== — lim e = .
2 t—oo t + a2 a2 232
—_————

=0
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Nékdy |ze podobnym zplisobem s vyuZitim pravidla ndvaznosti
vypocitat i nevlastni integral pres (oboustrann&) nekone¢ny interval
(_007 OO),



Nevlastni integrély
[eleleleY Tole}

Nékdy |ze podobnym zplisobem s vyuZitim pravidla ndvaznosti
vypocitat i nevlastni integral pres (oboustrann&) nekone¢ny interval
(_007 OO),

Ptiklad

V pravdépodobnosti a statistice se ¢asto pouZivd nevlastni integral

1 e 2
— e 2dx=1
V 27T /oo ’

pficemz funkce
1 2
f(x);=——e 2
&)= ——

se nazyva hustota pravdépodobnosti (standardniho) normainiho
rozdéleni. ProtoZe je tato funkce f(x) sudd, zfejmé je pak

o 2 V2
/ e 2 dx = Ver _ \/F ~ 1.2533.
0 2 2
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Obdobné jako v p¥ipad& nekoneéného integrilu lze postupovat i
v pfipadé funkce, ktera je v okoli bodu a nebo b neohranicena.
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Obdobné jako v p¥ipad& nekoneéného integrilu lze postupovat i
v pfipadé funkce, ktera je v okoli bodu a nebo b neohranicena.

Definice (Nevlastni integral 2. druhu)

Necht je neohrani¢end funkce f(x) definovdna na intervalu (a, b].
Existuje-li vlastni (pravostrannd) limita

b
lim / f(x)dx =L,

a—at

¥ikdme, Ze nevlastni integral fab f(x) dx konverguje a klademe

/ab F(x) dx = L.
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Obdobné jako v p¥ipad& nekoneéného integrilu lze postupovat i
v pfipadé funkce, ktera je v okoli bodu a nebo b neohranicena.

Definice (Nevlastni integral 2. druhu)

Necht je neohrani¢end funkce f(x) definovdna na intervalu (a, b].
Existuje-li vlastni (pravostrannd) limita

a—at

b
lim / f(x)dx =L,

¥ikdme, Ze nevlastni integral fab f(x) dx konverguje a klademe

/ab F(x) dx = L.

Pokud je tato limita nevlastni, filkdme, Ze integral diverguje.
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Obdobné jako v p¥ipad& nekoneéného integrilu lze postupovat i
v pfipadé funkce, ktera je v okoli bodu a nebo b neohranicena.

Definice (Nevlastni integral 2. druhu)

Necht je neohrani¢end funkce f(x) definovdna na intervalu (a, b].
Existuje-li vlastni (pravostrannd) limita

a—at

b
lim / f(x)dx =L,

¥ikdme, Ze nevlastni integral fab f(x) dx konverguje a klademe

/ab F(x) dx = L.

Pokud je tato limita nevlastni, filkdme, Ze integral diverguje.
Podobng& i v pfipadé funkce definované na intervalu [a, b) a definice
nevlastniho integralu fab f(x) dx pomoci (levostranné) limity

limg_, - ff f(x) dx.
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na intervalu

Urgete plochu pod grafem funkce f(x) =
(-1,1).
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na intervalu

Urgete plochu pod grafem funkce f(x) =
(-1,1).

Funkece f(x) = ﬁ je na intervalu (—1,1) neohrani¢end a suda.

Plochu vypotitdme jako dvojnadsobek plochy na intervalu [0, 1).
1 1 1
P = 2/ ————dx =2 arcsinx |, =2 <( lim arcsin x) — arcsin 0)
0 1— X2 x—1—

= 2 (arcsin1 — arcsin0) = 2 <72T - 0) =.
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na intervalu

Urgete plochu pod grafem funkce f(x) =

(~1,1).

|
<
N

Reseni

Funkece f(x) = \/7 je na intervalu (—1,1) neohrani¢end a suda.
Plochu vypotitdme jako dvojnadsobek plochy na intervalu [0, 1).

1

1

P = 2/ ———— dx = 2| arcsin x](l) = <( lim arcsin x) — arcsin 0)
0 1 —X2 x—1-

= 2 (arcsin1 — arcsin0) = 2 <72T — 0) =

V tomto pfipadé limita ani neni potreba protoZe primitivni funkce
F(x) = arcsin x k funkci f(x) = \/7 je spojitd zlevav x =1 a

tedy P:fil]_\/ll_jdxz [arcsinx]l_lzg— <—72T> = .




Numericka kvadratura (integrovani)

Plan prednéasky

@ Numericks kvadratura (integrovani)
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Numericka integrace (kvadratura)

Numericka integrace nachdzi uplatnéni zejména v ndsledujicich
pFipadech:

@ integrovanou funkci nezndme p¥imo, zndme jen jeji hodnoty
v n&kterych bodech (nap¥. z méfeni)
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Numericka integrace (kvadratura)

Numericka integrace nachdzi uplatnéni zejména v ndsledujicich
pFipadech:

@ integrovanou funkci nezndme p¥imo, zndme jen jeji hodnoty
v n&kterych bodech (nap¥. z méfeni)

@ integrovana funkce je znama, ale jeji primitivni funkci
(antiderivaci) je obtizné (&i dokonce nemozné) vyjadfit
jakoZto elementarni funkci.
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Numericka kvadratura

P¥imo z definice Riemannova integrdlu — snaha odhadnout plochu
pod k¥ivkou, objem pod plochou apod.
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Numericka kvadratura

P¥imo z definice Riemannova integrdlu — snaha odhadnout plochu
pod k¥ivkou, objem pod plochou apod.

Newton-Cotesovy vzorce

Interval [a, b] , nad kterym integrujeme, rozd&lime na n stejnych
Casti (délky h) tak, Ze v krajnich bodech t&chto &asti zname
hodnotu integrované funkce. Podle toho, jestli uvaZujeme i
hodnoty v krajnich bodech a a b intervalu, rozlisujeme
Newton-Cotesovy formule na uzavFené a otevFené.

Pak . .
/ f(x)dx ~ Zwif(x,-),
a i=0

w; jsou véhy (uzav¥eny tvar).



Numericka kvadratura (integrovani)
[e]eY Yololele}

Vahy snadno odvodime nap¥. pomoci Lagrangeovy interpolace.



Numericka kvadratura (integrovani)
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obdélnikové pravidlo (otevfend Newton-Cotesova formule) —
interpolace konstatni funkci

/jf(x)dx%(b—a)f(a—;b).

y
A

v

)

=1
=
x>




lichobé&zZnikové pravidlo (uzavfend Newton-Cotesova formule) —
interpolace linedrni funkci
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Simpsonovo pravidlo (uzaviend Newton-Cotesova formule) —
interpolace kvadratickou funkci

/abf(x)dxz bga [f(a)+4f<a;rb> +f(b)}

A
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Pomoci lichob&Znikového, resp. Simpsonova pravidla vypo&téte

/2
/ :/ sin x dx.
0
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Priklad

Pomoci lichob&Znikového, resp. Simpsonova pravidla vypo&téte

/2
/ :/ sin x dx.
0

@ lichob&znikové pravidlo: | ~ 7 - % ~ 0.785

A\

Regeni

A\
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Priklad

Pomoci lichob&Znikového, resp. Simpsonova pravidla vypo&téte

/2
/ :/ sin x dx.
0 v

Regeni

@ lichobéznikové pravidlo: | ~

Q

5~0
@ Simpsonovo pravidlo: | ~ {5 (0 + 4% 4 1) ~ 1.003.

A\
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