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00000000
V této kapitole se budeme v&novat soultiim nekonecné& mnoha
s¢itancli — bud' &isel nebo mocnin. Jako motivace ndm miize
slouzit geometrickd Fada, kterou jisté znate ze st¥edni 3koly,
pripadn& Tayloriv polynom funkce f(x) pro libovoln& velkd n. To
nasledn& vede k vyjadfeni (tedy i obracen&, k mozné definici) viech
elementdrnich funkci pomoci polynomi ,,nekoneéného stupné”
tedy pomoci nekoneénych mocninnych ¥ad.



00000000
V této kapitole se budeme v&novat soultiim nekonecné& mnoha
s¢itancli — bud' &isel nebo mocnin. Jako motivace ndm miize
slouzit geometrickd Fada, kterou jisté znate ze st¥edni 3koly,
pripadn& Tayloriv polynom funkce f(x) pro libovoln& velkd n. To
nasledn& vede k vyjadfeni (tedy i obracen&, k mozné definici) viech
elementdrnich funkci pomoci polynomi ,,nekoneéného stupné”
tedy pomoci nekoneénych mocninnych ¥ad.
Budeme pracovat s posloupnosti redlnych &isel

{30,31732,...731”- } = {a”}:iO'

Definice (Nekonetna ¥ada)

Soutet tvaru ag + a1 +ax+---+ap+ - =D ,2 an nazyvdme
nekone&nou (&iselnou) Fadou. Cislo a,, se nazyva n-ty &len.
Cislosp,:=ap+a1+ax+---+ ap, n=0,1,2,... se nazyva

n—ty &astecny soucet této nekoneéné ¥ady.
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Geometricka ¥ada

Geometricka Fada je soulet tvaru
[e.e]
a+aq+aq2+aq3—|—-~+aq”+~-:Zaq”,
n=0
kde a, g € R jsou pevné zvoleni &isla, je to tedy nekoneéna fada

pro a, := aq". Cislo g se nazyva kvocient geometrické ¥ady,
pficemz g mize byt kladné i zaporné.
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Geometricka ¥ada

Geometricka Fada je soulet tvaru
o0
a+aq+aq2+aq3—|—-~+aq”+~-:Zaq”,
n=0

kde a, g € R jsou pevné zvoleni &isla, je to tedy nekoneéna fada
pro a, := aq". Cislo g se nazyva kvocient geometrické ¥ady,
pficemz g mize byt kladné i zaporné. Posloupnost &asteénych
soultli geometrické fady je
sp=ataqg+aq®+---+aq" ! +aq",
odkud q-s,= aq+ag’>+---+aq" 1+ aq"+ ag"t!

a odettenim dostaneme s, (1 — q) = a(1 — ¢"*1).
Pro g =1 je ztejmé s, = (n+ 1)a, je-li g # 1, potom je
1— qn+1

Sp=a
n 1_g
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Soucet nekonelné fady

Definice

Existuje-li vlastni limita lim, . s, = s, potom Fikdme, Ze

v YA o0 . v 7 7~ z
nekonetna Yada ) .~ a, konverguje k &islu s, nebo také Ze md
soucet s, a piseme
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Soucet nekonelné fady

Definice
Existuje-li vlastni limita lim, . s, = s, potom Fikdme, Ze
nekonetnd fada )2 a, konverguje k &islu s, nebo také Ze md

soucet s, a piseme
o
E a, =Ss.
n=0

Existuje-li nevlastni limita lim, ., s, = £00, potom ¥ikdme, Ze
4 YA o . H N
nekonetna Yada ) a, diverguje k =00 a piSeme

o
Z a, = +oo.
n=0
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Soucet nekonelné fady

Definice
Existuje-li vlastni limita lim, . s, = s, potom Fikdme, Ze

v 7 v o0 . v 7 7~ z
nekonetna Yada ) .~ a, konverguje k &islu s, nebo také Ze md
soucet s, a piseme

Existuje-li nevlastni limita lim, ., s, = £00, potom ¥ikdme, Ze
4 YA o . H N
nekonetna Yada ) a, diverguje k =00 a piSeme

o
Z a, = +oo.
n=0

Pokud limita lim,_,+ s, neexistuje, potom ¥ikdme, Ze nekonetna
fada )07 an osciluje.
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Vé&ta (Konvergence a divergence geometrické fady)

Geometrickd Fada Y, aq" konverguje pro a # 0, pravé kdyz
lg| < 1. V pFipadé& konvergence je pak jeji soucet

> a
E aq" = .
n=0

1-g
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Vé&ta (Konvergence a divergence geometrické fady)

Geometrickd Fada Y, aq" konverguje pro a # 0, pravé kdyz
lg| < 1. V pFipadé& konvergence je pak jeji soucet

> a
E aq" = .
n=0

1-g

Dikaz.

Zfejmy z toho, Ze

1— qn+1

1-q
Posloupnost {q”+1}:o:0 konverguje k 0, pravé kdyzZ je |g| < 1, k 0o
pro g > 1 a nem3 limitu pro g < —1. Odtud pro |g| < 1 dostdvdme

s, =a

. a
lim s, = ——.
n—00 1—gq
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Jestlize ma dana nekonetnd ¥ada konvergovat, musi se zfejmé jeji
¢leny postupn& zmen3ovat (v absolutni hodnot&) k nule, jinak by
posloupnost ¢asteénych souétli nemohla konvergovat ke
kone¢nému &islu. Plati tedy nasledujici.

Véta (nutnd podminka konvergence)

Jestlize nekonend Fada ), , a, konverguje, potom nutné& plati

lim a, =0.
n—oo
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Jestlize ma dana nekonetnd ¥ada konvergovat, musi se zfejmé jeji
¢leny postupn& zmen3ovat (v absolutni hodnot&) k nule, jinak by
posloupnost ¢asteénych souétli nemohla konvergovat ke
kone¢nému &islu. Plati tedy nasledujici.

Véta (nutnd podminka konvergence)

Jestlize nekonend Fada ), , a, konverguje, potom nutné& plati

lim a, =0.
n—oo

Konvergence fady 2, a, implikuje lims, = s € R a protoze
an = Sp — Sp+1, zfejmé& lima, = lim(s, — s,—1) =s—s =0. O
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Harmonicka ¥fada

P¥edchozi podminka je skute¢né pouze podminkou nutnou:

Priklad

Rada 3, L se nazyva harmonickd (kazdy jeji &len je

harmonickym primé&rem dvou sousednich &lenl (t;.

1 __ 1,1 1
an f(a,,,l + a,,+1) )
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Harmonicka ¥fada

P¥edchozi podminka je skute¢né pouze podminkou nutnou:

Priklad

Rada " - L1 se nazyva harmonicka (kazdy jeji &len je

harmon/ckym primérem dvou sousednich €lend (tj.

1 _ 1.1 1 Yai% i [ 10 o¥ .
=3+ an+1) )- Z¥ejmé je lim,_ o + = 0, p¥itom ale Yada

diverguje, nebot

1 1 1
s1 =1, 52:1-1-5, S4>52+2‘Z:1+2~§
> 5+ 4 =143 L > sg+ 8 1—1+4 L
S g 5 516> %8 16 >
1
sn>1—|—n-§,

odkud je snadno vidét, ze {s,,} diverguje.
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Pravidla pro nekoneéné fady

P¥imo z definice diky obdobnym vlastnostem limit plyne nasledujici.

Necht nekone¢né Fady 77 g an a oo bn konverguji a necht
plati > 0" o an=A,> "o by = B. Pak plati:
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Pravidla pro nekoneéné fady

P¥imo z definice diky obdobnym vlastnostem limit plyne nasledujici.

Necht nekone¢né Fady 77 g an a oo bn konverguji a necht
plati > 0" o an=A,> "o by = B. Pak plati:
© pravidlo konstantniho nasobku: pro libovolné ¢ € R nekone¢na
Fada ) ° - a, konverguje a plati

o o
g c-an:cg an =c-A.
n=0 n=0
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Pravidla pro nekoneéné fady

P¥imo z definice diky obdobnym vlastnostem limit plyne nasledujici.

Necht nekone¢né Fady 77 g an a oo bn konverguji a necht
plati > 0" o an=A,> "o by = B. Pak plati:
© pravidlo konstantniho nasobku: pro libovolné ¢ € R nekone¢na
Fada ) ° - a, konverguje a plati

o o
g c-an:cg an =c-A.
n=0 n=0

@ Pravidlo souctu a rozdilu: nekoneénd Fada >, (an + bp)
konverguje a plati

i an + by) Za,,j:Zb — A+ B.
n=0
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P¥edchozi vé&ta nic nefikd o soutinu (a podilu) nekoneZnych ¥ad.
Tato problematika je mnohem sloZitéjsi, neZ se na prvni pohled
zd4, a kolem soutinu Yad existuje celd teorie (protoze existuji rtizné
soutiny nekone&nych ¥ad). Uv&domte si totiZ, Ze p¥i ndsobeni
mnohodlentl plati

(a0 +a1+---+an) - (bo+ b1 +---+ by)
:aob0+aob1+"'+aobn+31b0+81b1+"'+31bn+"'+anbn,

tedy dostdvame nejen ,diagonalni soudiny"” a;b;, ale také vsechny
»smiSené souciny” a;b;. A pro soutin takovychto nekone¢nych
mnohotlend (tedy pro sou&in nekonetnych ¥ad) bude situace jesté
mnohem sloZit&jsi, protoZe bude zaleZet na tom, jakym zplisobem
vysledny soucet jednotlivych soutind uspofaddme (viz pozdgji
uvedené priklady).



Nekoneéné ¥ady s nezapornymi &leny

Plan prednéasky

© Nekonetné Yady s nezapornymi &Eleny
o Kritéria konvergence



Nekoneéné ¥ady s nezapornymi &leny
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Nekonecné fady s nezdpornymi ¢&leny

Pro nekone¢né ¥ady s nezapornymi &leny existuje nékolik kritérif
pro urleni jejich konvergence/divergence. Vechna kritéria jsou
zaloZena na faktu, Ze pro ¥adu s nezdapornymi &leny je jeji
posloupnost ¢aste¢nych soultl neklesajici.
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®000

Nekonecné fady s nezdpornymi ¢&leny

Pro nekone¢né ¥ady s nezapornymi &leny existuje nékolik kritérif
pro urleni jejich konvergence/divergence. Vechna kritéria jsou
zaloZena na faktu, Ze pro ¥adu s nezdapornymi &leny je jeji
posloupnost ¢aste¢nych soultl neklesajici.

A pokud je tedy neklesajici posloupnost {sn}:io shora ohraniéena,
musi mit limitu (rovnu svému supremu). Tedy kazda nekone&na
¥ada s nezdpornymi &leny bud konverguje nebo diverguje k oo (tj.
nem(Ze divergovat k —oo ani oscilovat).
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Nekonecné fady s nezdpornymi ¢&leny

Pro nekone¢né ¥ady s nezapornymi &leny existuje nékolik kritérif
pro urleni jejich konvergence/divergence. Vechna kritéria jsou
zaloZena na faktu, Ze pro ¥adu s nezdapornymi &leny je jeji
posloupnost ¢aste¢nych soultl neklesajici.

A pokud je tedy neklesajici posloupnost {s,,} _ shora ohraniens,
musi mit limitu (rovnu svému supremu). Tedy kazda nekone&na
¥ada s nezdpornymi &leny bud konverguje nebo diverguje k oo (tj.
nem(Ze divergovat k —oo ani oscilovat).

Véta (srovndvaci kritérium)

Necht {a,,} a{bn}> o Jsou posloupnosti nezdpornych &isel,
pro které p/at/ 0 <a, < b,7 pro vSechna n od jistého ng
Q Jestlize Y ,” b, konverguje, potom také konverguje Fada
> neo an-
Q Jestlize Y7 ; an diverguje k co, potom také Fada )", b,
diverguje k oo.
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N

Pro pouZiti srovnavaciho kritéria je zfejmé potfeba mit ,,v zasobé
néjaky soubor nekoneénych ¥ad, o kterych vime, Ze jsou
konvergentni/divergentni.

Priklad

Nekonetnd Yada 1+ & + & + 31 + & + -+ = D0y & konverguje
podle srovnavaciho kritéria, protoze vSechny jeji ¢leny Ize shora
omezit prislusnymi ¢leny konvergentni fady

1 1 1 <1
1414+ -4+ =+ —+-.-=1 E—.
+l+s+5+55+ +n:02"

Pro soucet uvedené fady pak zfejmé plati odhad

1

=1 =1
n=0 n=0 2
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Pyiklad
Nekoneéna ¥ada

Inl In2 In3 > Inn

T T2 T3 T A,
n=1
diverguje k oo podle srovndvaciho kritéria, protoze jeji ¢leny lze
zdola omezit pFislusnymi &leny (divergentni) harmonické ¥ady, tj.

plati

Inn

> pro vSechna n > 2.

S|

n




ocoe
Nekone¢na Yada y 72 4 % konverguje podle srovndvaciho kritéria,
protoZe pro n > 2 platfi % < ﬁ a fada

konverguje, nebot jde o teleskopickou Yadu, jeji? ¢asteéné soulty
maji tvar
1 1 1 1 1 1

S T T —1_
= A S el

a tedy lim,_ s, = 1.




ocoe
Nekone¢na Yada y 72 4 % konverguje podle srovndvaciho kritéria,
protoZe pro n > 2 platfi % < ﬁ a fada

konverguje, nebot jde o teleskopickou Yadu, jeji? ¢asteéné soulty
maji tvar
1 1 1 1 1 1

S T T —1_
= A S el

a tedy lim,_ s, = 1.
Soucet Yady je Y o0 ,712 je tedy shora omezen &islem 2.




ocoe
Nekone¢na Yada y 72 4 % konverguje podle srovndvaciho kritéria,
protoZe pro n > 2 platfi % < ﬁ a fada

konverguje, nebot jde o teleskopickou Yadu, jeji? ¢asteéné soulty
maji tvar
1 1 1 1 1 1

S T T —1_
= A S el

a tedy lim,_ s, = 1.

Soucet Yady je Y o0 ,712 je tedy shora omezen &islem 2.
Vydisleni této Fady je z historie zndmo jako basilejsky problém,
ktery vy¥esil v roce 1735 Leonhard Euler (dikaz viz wikipedia
nebo si potkejte na Taylorovy a Fourierovy ¥ady).
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Kritéria konvergence

Véta (integrélni kritérium)

Necht >~7° ; an je nekone¢nd ¥ada s nezapornymi &leny. Necht f(x)
Je funkce definovand na intervalu [N, c0) pro né&jaké N € [0, c0),
ktera je na tomto intervalu nezapornd, nerostouci a plati

f(n) = a, pro vdechna n > N.

Potom

9 [e'e)
Z a, konverguje & / f(x)dx konverguje,
n=0

Z ap diverguje k oo & / f(x) dx = oc.
n=0
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Priklad

Harmonicka ¥ada }-°°; L diverguje k co podle integrélniho
kritéria, protoze funkce f(x) := % je na intervalu [1, 00) kladng,
klesajici a plati f(n) = % pro n > 1, pfitem je nevlastni integral

1
/ — dx = oo.
1 X
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o 1
n=1 ppr

Ur&ete, pro které mocniny p € R nekonena ¥ada )
konverguje Ci diverguje.
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Ur&ete, pro které mocniny p € R nekone&nd ¥ada > -, %

konverguje Ci diverguje.

Rezenf

Pro p < 0 jde o ¥adu >, n~P, kterd ma nezdporné rostouci
¢leny, proto diverguje k co. Rovnéz v ptipadech p = 0,1 ¥ada
zfejmé diverguje.
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o 1
n=1 nP

Ur&ete, pro které mocniny p € R nekonena ¥ada )
konverguje Ci diverguje.

Reseni

Pro p < 0 jde o ¥adu >, n~P, kterd ma nezdporné rostouci
¢leny, proto diverguje k co. Rovnéz v ptipadech p = 0,1 ¥ada
zfejmé diverguje.

Pro p > 0,p # 1 je funkece f(x) = X—lp na intervalu [1, 00) kladna,
klesajici a plati f(n) = n—lp pro n > 1. Vy3etfime konvergenci

nevlastniho integralu [~ L dx. Mame

& q x P+l 7 S 1
7dX: T == ||m - .
1 XxP —p+1 1 x—o0 1l —p 1—p
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o 1
n=1 nP

Ur&ete, pro které mocniny p € R nekonena ¥ada )
konverguje Ci diverguje.

Reseni

Pro p < 0 jde o ¥adu >, n~P, kterd ma nezdporné rostouci
¢leny, proto diverguje k co. Rovnéz v ptipadech p = 0,1 ¥ada
zfejmé diverguje.

Pro p > 0,p # 1 je funkece f(x) = X—lp na intervalu [1, 00) kladna,
klesajici a plati f(n) = n—lp pro n > 1. Vy3etfime konvergenci

nevlastniho integralu [~ L dx. Mame

& q x P+l 7 x1=P 1
/ —dx = = lim — .
1 XxP —p+1 1 x—o0 1l —p 1—p
Odtud snadno plyne konvergence pro p > 1 a divergence pro
p < (0,1).
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Véta (limitni podilové kritérium)
Necht Y an je nekone¢nd ¥ada s kladnymi &leny a

predpokladejme, Ze existuje (vlastni nebo nevlastni) limita

. dn+1
lim 2L —

n—oco  a,
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Véta (limitni podilové kritérium)

Necht Y an je nekone¢nd ¥ada s kladnymi &leny a
predpokladejme, Ze existuje (vlastni nebo nevlastni) limita

. dn+1
lim 2L —

n—oco  a,

Potom

Q tato Fada konverguje, pokud je g < 1,
@ tato rada diverguje k oo, pokud je g > 1 nebo q = oo,

© tento test neddvd odpovéd , pokud je q = 1.
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Priklad

Pro nekone¢nou Ffadu

Oon!_1+2!+3!+4!+
102233 4T

n"
n=1
plati
_(n+D! N .
any1 (T (n+1)-n"  (n41)-nl-n B
a, 2 (n+1)tenl o (n+ 1) (n+1)-nl

nn

o n "_ I 1 _>1<1
“wrr ~\aet) Ty ey et

n

pFicemZ ve vypoltu jsme pouZili limitu definujici Eulerovo &islo e.
Uvedena Yada tedy konverguje podle podilového kritéria.
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Véta (odmocninové kritérium)

Necht "7 o an je nekone&nd Fada s nezdpornymi &leny pro
vsechna n > N pro n&jaké N € NU {0} a pFedpokladejme, Ze
existuje (vlastni nebo nevlastni) limita lim,_,. \/a, = q.
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Véta (odmocninové kritérium)

Necht "7 o an je nekone&nd Fada s nezdpornymi &leny pro
vsechna n > N pro n&jaké N € NU {0} a pFedpokladejme, Ze
existuje (vlastni nebo nevlastni) limita lim,_,. \/a, = q.
Potom

@ tato Fada konverguje, pokud je q < 1,
@ tato Fada diverguje k oo, pokud je g > 1 nebo q = oo,

© tento test nedivd odpovéd, pokud je g = 1.
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P¥iklad
Pro nekoneénou fadu
s 1 1 1 3 1 5 1 7 .
anoan—@+2T+?+2*3+?+2*5+2T3+2*7+...,t_].

, pro n liché,
an =

NERNE

, pro n sudé,

s podilovym kritériem neuspé&jeme,




s nezapornymi &leny

Priklad

Pro nekoneénou fadu
s 1 1 1 3 1 5 1 7 .
anoan:@+2ﬁ+?+2*3+?+2*5+273+2*7+...,t_].

, pro n liché,
an =

NERNE

, pro n sudé,

s podilovym kritériem neusp&jeme, zatimco odmocninové kritérium
pouZit Ize, nebot

n . Z
/o5 = ‘f, pro n liché,
Van = 1 _ 1
/55 = 5 pro n sudé.
. G 4
Plati tedy nerovnosti % < /a, < @ pro viechna n € N.

Limita vyrazu na pravé strané se spolte pres exponencidlni funkci a
) . . . . 1
I'Hospitalovo pravidlo: lim, o v/n = lim,_oo nn =

1

=el=1.

Inn _ eIim,,_>oo % _ elimn_,oo

sl

. 1
||mn*)oo €n
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Priklad

Vsimnéte si, Ze podilové ani odmocninové kritérium nelze pouil't
pro vySet¥eni konvergence/divergence nekone&né ¥ady > °°
protoZe pro podilové kritérium je

n= 1nP'

1
. dptl . (n+1)P . n P
g= lim = lim —— = lim =
n—oo  ap nsoo n—oo \ n+1

n P
:<Iim ) T
n—ocon-+1
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Priklad

Vsimnéte si, Ze podilové ani odmocninové kritérium nelze pouil't
pro vySet¥eni konvergence/divergence nekone&né ¥ady > °°
protoZe pro podilové kritérium je

n= 1nP'

1
. dptl . (n+1)P . n P
g= lim = lim —— = lim =
n—oo  ap nsoo n—oo \ n+1
P
:<Iim 2 >:1P:1,
n—ocon-+1

a pro odmocninové kritérium je

1 P
g= lim a,= lim —Iim( > =

n—o0o n—00 4 / n—o0

B 1 Y_1 o,
- \limpseey/n/) 1P 7

Zde jsme opét pouzili limitu lim,_ o /n = 1.
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Alternujici ¥ady
[ Jelele)

Alternujici fady

Uved me je$t& kritérium konvergence pro nekone&né ¥ady, jejichz
¢leny méni znaménka.

Necht {an}:O:O je posloupnost nezapornych &isel. Potom se
nekonetnd Yada ap — a1 +ap — a3+ -+ =y o (—1)"an, pfipadné
—aot+a1i—ataz— = oo (—1)"" a,, nazyvd alternujici
Fada.




Alternujici ¥ady
[ Jelele)

Alternujici fady

Uved me je$t& kritérium konvergence pro nekone&né ¥ady, jejichz
¢leny méni znaménka.

Necht {an}:ozo je posloupnost nezapornych &isel. Potom se

nekonetnd Yada ap — a1 +ap — a3+ -+ =y o (—1)"an, pfipadné
—aot+a1i—ataz— = oo (—1)"" a,, nazyvd alternujici
fada.

Pro alternujici ¥ady se nutnd podminka pro konvergenci stava i
podminkou posta&ujici.

V&ta (Leibnitzovo kritérium)

Jestlize je {a,,}:io nerostouci posloupnost kladnych ¢&isel, potom
nekonecnd alternujici ¥ada >~ ;" (—1)" a, konverguje, pravé kdyz
plati limp_00(—1)"a, = 0.




Alternujici ¥ady
0®00

Odhad chyby alternujici fady

Predpokladejme, Ze alternujici Fada > o (—1)" an (konvergujici k
&islu A) spliiuje podminky Leibnitzova kritéria. Potom pro vSechna
n > N plati, Ze n—ty &astecny soucet

Spn:=ap—ai+a—---+(-1)"a,

spliiuje
|A — sp| < apy1.

Navic, zbytek A — s, ma stejné znaménko jako tento prvni (do sp)
nezahrnuty &len (—1)" 1 a,,4.




Alternujici ¥ady
coeo
Priklad

llustrujme predchozi tvrzeni na alternujici fad&

(o0}
1 1 1 1 1
__]' n_— _ 1 — — - — — - -
2 ("5 278" 128 ’ 256
n=0 N~~~
ar asg

jejiz soulet zndme. ProtoZe se jednd o geometrickou fadu s a =1

ag= —%, je soulet této Fady roven &islu
1 1 2
A= ————5 =3 = 5 ~ 0.6666667.
1-(-3) 3 3




ooeo
Priklad
llustrujme predchozi tvrzeni na alternujici fad&

1 1 1 1 1
_1 n :1_, - — — - -
2 ("5 278" 128 ’ 256
n=0 N~~~
ar asg

jejiz soulet zndme. ProtoZe se jednd o geometrickou fadu s a =1

ag= —%, je soulet této Fady roven &islu
1 1 2
A= ————5 =3 = 5 ~ 0.6666667.
1-(-3) 3 3

Potom véta Fika, Ze pokud tuto Fadu ,,ukonéime" po osmém &lenu
(tj. n=17), potom kone¢ny soulet

1 1 1 1 1 1 1 85

—1_-4+-_= _ — — = —— =0.664062
. 2+4 8+16 32 64 128 128 0-6640625

aproximuie &islo A s chvbou mensi ne¥ je as = == = 0.00390625.

N o




Alternujici ¥ady
ocooe

P¥iklad (dokon&eni)
Skute€ng,

2
a-sl=|3- 5

18 ‘ T ~ 0.00260417 < 0.00390625 = ag.

P¥itom ma rozdil A — s; = ﬁ stejné znaménko jako ¢len
8 _ 1 . ’
(—1)° ag = 555, tedy je kladny.
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Rady absolutné a relativn& konvergentni
[ JeleleTolo)

Rady absolutn& a relativn& konvergentn{

Nejprve si v§imnéme, Ze pokud konverguje ¥ada absolutnich
hodnot, potom konverguje plvodni Fada.

JestliZe konverguje Fada "2 o |an

> o @n-

, potom konverguje také rada




Rady absolutné a relativn& konvergentnf{
[ JeleleTolo)

Rady absolutn& a relativn& konvergentn{

Nejprve si v§imnéme, Ze pokud konverguje ¥ada absolutnich
hodnot, potom konverguje plivodni fada.

, potom konverguje také rada

JestliZe konverguje Fada "2 o |an

> o @n-

Diikaz.

Z¥ejmé pro kazdé n plati nerovnosti

—lan| < an < lan|,= 0 < ap+ |an| < 2|ap|. Tedy pokud >~77 |an|
konverguje, konverguje také Yada .7 2 |an| (podle pravidla
konstantniho nasobku). A déle, podle srovnavaciho kritéria,
konverguje také fada > 7, (an + |a,,]). A protoZe plati rovnost

an = (an + |an|) — |a|, mdme

S oan =D meo (an+ |anl) — Dneg lan|, odkud dostavame ¥adu
>0 o an jako rozdil dvou konvergentnich ¥ad. Tedy tato Yada také
konverguje podle pravidla rozdilu. [




Rady absolutné a relativn& konvergentnf{
0®0000

Poznamka

Opacnd implikace ve vété ziejmé& neplati, protoZe nap¥. alternujici
harmonickd ¥ada >-°2 | (—1)"! % konverguje, ale pfislusna ¥ada
absolutnich hodnot je harmonickd fada > 7, %, ktera diverguje
k co.




Rady absolutné a relativn& konvergentnf{
0®0000

Poznamka

Opacnd implikace ve vété ziejmé& neplati, protoZe nap¥. alternujici
harmonickd ¥ada >-°2 | (—1)"! % konverguje, ale pfislusna ¥ada
absolutnich hodnot je harmonickd fada > 7, %, ktera diverguje
k co.

Definice

Rada Y 2o an konverguje absolutné (je absolutné konvergentni),
pokud konverguje pFislusna fada absolutnich hodnot, tj. pokud
konverguje fada Y7 4 |an|.

Jestlize nekonend ¥ada ) 2, a, konverguje, ale nekonverguje
absolutng, potom ¥ikdme, Ze tato Yada konverguje relativné (je
relativné konvergentn).




a relativn& konvergen

Priklad

Q@ Alternujici harmonicka ¥ada >°0°; (—=1)""1 L konverguje
relativné.




o] (e]e]
Priklad
7 s Loy o n—11 ;
@ Alternujici harmonicka Yada ) ,°; (—1)""* = konverguje
relativné.

@ NekoneZnd ¥ada > °° , (—1)"1 % konverguje absolutng,
protoZe pFisluind ¥ada absolutnich hodnot > 2, %
konverguje.




o] (e]e]
Priklad
7 s Loy o n—11 ;
@ Alternujici harmonicka Yada ) ,°; (—1)""* = konverguje
relativné.

@ NekoneZnd ¥ada > °° , (—1)"1 % konverguje absolutng,
protoZe pFisluind ¥ada absolutnich hodnot > 2, %
konverguje.




o] (e]e]
Priklad
7 s Loy o n—11 ;
@ Alternujici harmonicka Yada ) ,°; (—1)""* = konverguje
relativné.
@ Nekonetnd ¥ada Y o, (—1)"* L konverguje absolutng,

~ 7 v s v s o0 1
protoZe ptisludnd fada absolutnich hodnot » 7, -
konverguje.

Rozdil mezi absolutn& a relativn& konvergentni ¥adou je zejména

v tom, Ze &leny absolutné konvergentni fady miiZzeme libovolné
preskladavat a nejenze dostaneme opét konvergentni ¥adu, ale tato
nova presklddand ¥ada bude mit stejny soucet jako ¥ada plvodni.
Naproti tomu &leny relativné konvergentni ¥Yady nelze preskladdvat
vilbec. Lze totiz jednoduse ukdzat, Ze rliznym preskladanim téze
relativné konvergentni ¥ady lze vytvofit ¥fadu divergujici k oo,
konvergujici k libovolné pfedem zvolenému redlnému &islu, &i ¥adu
oscilujici. To vyplyva z toho, Ze v relativné konvergentni ¥adé musf
byt soulet v8ech kladnych &lenl oo a souéet viech zapornych &leni
—00, a pfi tom musi ¢leny samotné konvergovat k nule.



Rady absolutné a relativn& konvergentni{
[eJeleY Yolo)
v/
Priklad

UvaZme Ffadu




Rady absolutné a relativn& konvergentni{
[eJeleY Yolo)
v/
Priklad

UvaZme Ffadu

Syrlog 1 1 11 111,
- 2 3 4 5 6 7 8 7

n=1

Nejprve si vS§imnéte, Ze soucet v8ech kladnych €Eleni je nekonedna

Fada

1 1 1

%—1 l+3+gtz =

ktera skute¢n& dlvergUJe k oo (nap¥. podle integralniho kritéria).
A dale soulet vSech zdpornych &lenti je nekone¢nd ¥ada

n=1

kterd skute&n& diverguje k —oco (nap¥. podle integralniho kritéria).




Rady absolutné a relativn& konvergentnf{
0000e0

P¥iklad (pokr.)

Potom vhodnym pteskladanim €lend alternujici harmonické fady
Ize ziskat nekonecnou Fadu, kterd nap¥. diverguje k oc:

@ Vezméme nejprve jeden kladny ¢len, tj. ,,soucet” je roven 1

1]

@ PYidejme nyni jeden zdporny &len a tolik kladnych ¢leni, aby
byl soulet , tj. soucet je pak

1 1 1 1 1
1S f o4 S 44t — 2004063454 > 2.
2+3+5+7+ +41 004063454 >
(K tomu je zapotfebi k té 1 p¥idat 20 kladnych &leni.)

e Potom pt¥idejme dal3i (druhy) zdporny &len a tolik kladnych
¢lend, az je soudlet .




Rady absolutné a relativn& konvergentnf{
00000e

P¥iklad (dokontenf)

Q konverguje k predem zvolenému redlnému &islu: Zvolme si
nejprve néjaké &islo s € R, ke kterému m3a pferovnana ¥ada
konvergovat.

o Nejprve vezméme tolik kladny €lend, aZ je jejich soulet > s.
e P¥idejme nyni tolik zapornych &leni, aZ je vysledny soucet < s.
o P¥idejme nyni tolik dalSich kladnych €lend, az je vysledny
soulet > s, ...
Uvédomme si, Ze kladnych &i zapornych ¢lenti je vzdy
dostatek, abychom p¥ekrodili stanovenou hranici s, protoZe
soucet kladnych &leni je co a soulet zdpornych &leni je —oc.




Rady absolutné a relativn& konvergentnf{
00000e

P¥iklad (dokontenf)

Q konverguje k predem zvolenému redlnému &islu: Zvolme si
nejprve néjaké &islo s € R, ke kterému m3a pferovnana ¥ada
konvergovat.

o Nejprve vezméme tolik kladny €lend, aZ je jejich soulet > s.

e P¥idejme nyni tolik zapornych &leni, aZ je vysledny soucet < s.

o P¥idejme nyni tolik dalSich kladnych €lend, az je vysledny

soulet > s, ...

Uvédomme si, Ze kladnych &i zapornych ¢lenti je vzdy
dostatek, abychom p¥ekrodili stanovenou hranici s, protoZe
soucet kladnych &leni je co a soulet zdpornych &leni je —oc.
A protoze p¥iddvame stéle se (v absolutni hodnot&) zmen3ujici
se &leny, vysledny soudet po takovych krocich , pfeskakuje"
zvolenou hodnotu s a soulasné se k &islu s nekoneéné blizi.
Soucasné timto zpisobem vylerpame vechny &leny piavodni
fady. Tedy takto pferovnand ¥ada konverguje pravé k &islu s.

@ osciluje mezi zvolenymi a, b € R, a < b : podobné jako vyse.
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Soutin ¥ad
0

Souéin ¥ad

P¥iklad

V tomto p¥ikladu si ukdZeme, Ze i kdyZ ob& fady Y " a, a
32 | by konverguji, potom ¥ada Y "7, (an - by) konvergovat
nemusi.

UvaZujme nekone&né Yady, kde a, = b, := (—1)""! % Potom
jsou ptislusné nekoneéné ¥ady konvergentni, coz plyne

z Leibnitzova kritéria, zatimco fada soucinii

> an.bn):;<( 1)r-1 1> Z,

diverguje k oo




Soutin ¥ad
oce

Ptiklad

Na druhou stranu miiZe nastat i situace, Ze takovato fada soudini
Y221 (an - ¢n) konverguje, prestoZe jedna z ¥ad Y 7 a,
nekonverguje. Vezméme si nap¥. fadu

o0 001
Ch = )

ktera diverguje k oo, zatimco ¥ada soucinli

> (o) =3 (07 7 ) = Y (-0

n=1 n=1 n=1

S

konverguje.
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