Resené piiklady k extrémiém funkci vice proménnych

8.1. Urcete vSechny lokélni extrémy funkce
flz,y) =2 +arctg?z + |3 + y

, x,y €R.

Reseni. Funkci f si vyjadiime jako soucet fi + fo, kde
fi(z) = 2% + arctg?z, z €R, fa(y) = ‘y3+y , y€ER.

Mali-li mit funkce f v néjakém bodé lokalni extrém, pak jej musi mit také
vzhledem k libovolné podmnoziné svého defini¢niho oboru. Jinak fec¢eno, po-
kud ma napt. v bodé [a,b] maximum a my polozime y = b, potom funkce
f(x,b) jedné proménné x musi mit maximum v bodé = = a. Zvolme libovolné
y € R. Pro toto pevné y dostavame funkci jedné proménné, kteréd je posu-
nutim funkce fi, coz znamena, ze ma maxima a minima ve stejnych bodech.
Nalézt extrémy fi je ovSsem snadné. Staci si uvédomit, ze tato funkce je suda
(je sou¢tem dvou sudych funkci, pfiem# funkce y = arctg?z je soucinem
dvou lichych funkci) a rostouci pro > 0 (kompozice i soucet rostoucich
funkei je rostouci funkce). M& proto jediny extrém, a to minimum v bo-
dé z = 0. Podobné plati, Ze pro pevné zvolené x je f posunutim fo a Ze také
funkce fo ma minimum v bodé y = 0 jako sviij jediny extrém. Dokazali jsme
tak, Ze f muze mit lokalni extrém pouze v pocatku. Protoze zjevné

£(0,0)=0,  f(z,y) >0, [z,y] € R*~{[0,0]},
funkce f ma v bodé [0, 0] ostré lokalni (dokonce globalni) minimum. [J

8.2. Vysetfete lokalni extrémy funkce
fle,y) = (z+y%) e2, z,yeR.

ReSeni. Dané funkce mé parcialni derivace vech ¥4dd na celém svém de-
fini¢nim oboru. Lokalni extrém muZe proto nastat pouze ve stacionarnich
bodech, ve kterych jsou obé parcidlni derivace f;, f, nulové. O tom, zda
v téchto bodech extrém skutecné je, lze pak rozhodnout pomoci druhych
derivaci.

Snadno urc¢ime

folwy) =e2 + 5 (z+y?)e2,  fyla,y) =2ye?, z,yeR.
Stacionarni bod [z, y] musi spliiovat
fy(I)y):O’ tJ yZO,
a dale
fe(zyy) = fo(2,0) = e2 (1 + %x) =0, tj. x=-2.

Vidime, Ze existuje jediny stacionarni bod [—2, 0].

Nyni spocitame Hessovu matici H f druhych derivaci v tomto bodé.
Bude-li tato matice (pfislusna kvadratickd forma) pozitivné definitni, jedna

se o ostré lokalni minimum; a pii negativni definitnosti jde o ostré lokalni
maximum. Pokud bude indefinitni, nepijde o extrém. Plati

foolzy) =32 24+ 3 (x+92),  fyy(z,y) =2e2,
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Pripometime, Ze vlastnimi ¢isly diagonalni matice jsou pravé hodnoty na
diagonédle a Ze pozitivni definitnost matice znamen4, ze vSechna jeji vlastni
¢isla jsou kladné. Odtud jiz plyne, Ze v bodé [—2, 0] je ostré lokalni minimum.
O

8.3. Naleznéte lokélni extrémy funkce
flz,y,2) =23 +9%+ é —3xz—2y+22, =z,9y,z€R.

Reseni. Funkce f je polynomem (mnohoclenem), a tudiz o ni vime, 7e ma
parcialni derivace v8ech fadt. Hledejme proto stacionarni body (jinde extrém
byt nemtize) tak, ze zderivujeme f postupné podle z, y, z a tyto derivace
polozime rovny nule. Takto dostaneme

322 =32 =0, tj. z=2a?
29 —2=0, tj. y=1,
a (s vyuzitim prvni rovnice)
z—3x+2=0, tj. ze{l,2}.
Existuji tedy dva stacionarni body [1,1,1], [2,1, 4]. Vypo¢téme nyni vSechny
parcialni derivace druhého radu

Jze = 62, fxy:fyxzoa foz = foz = =3,
fyy:27 fyz:fzy:()7 fzzzl-
S jejich pomoci ve stacionarnich bodech snadno ur¢ime Hessovu matici

6 0 -3 12 0 -3
Hf(L,,)=(0 2 o], Hf21,49=[0 2 0
-3 0 1 -3 0 1

Potrebujeme zjistit, zda jsou tyto matice pozitivné definitni, negativné
definitni, pfip. indefinitni, abychom mohli rozhodnout, jestli a jaké jsou v nich
extrémy. V pfipadé prvni z matic (pro bod [1,1,1]) ihned vidime vlastni
¢islo A = 2. Nebot je jeji determinant roven —6 a jednd se o symetrickou ma-
tici (v8echna vlastni ¢isla jsou redlnd), matice musi mit také zaporné vlastni
¢islo (determinant je soucinem vlastnich ¢isel). Matice Hf (1,1,1) je tedy
indefinitni — v bodé [1, 1, 1] extrém neni.

Pro matici Hf (2,1,4) pouzijeme tzv. Sylvestrovo kritérium. Podle to-
hoto kritéria je redlné symetrickd matice

ay; a2 aiz - Qain
a12 a2z azz - A2n

A=|@3 a23 az3 -+ 0Q3n

Q1n A2n A3n -  Opn



pozitivné definitni, pravé kdyz vSechny hlavni minory A, tj. determinanty
ail a2 ais

, dz=l|a2 az ay|, ... dp=|Al
a3 a3 ass

ailp ai2

di = |an|, dy= 1o o

jsou kladné, a je negativné definitni tehdy a jenom tehdy, kdyz je

di <0, dy>0, d3<0, ..., (—1)ndn>0.
Nebot
12 0 -3
12| =12 >0, ‘102 g’:24>0, 0 2 0[=6>0,
-3 0 1

matice Hf (2,1,4) je pozitivné definitni — v bodé [2,1,4] je ostré lokalni
minimum. [

8.4. Stanovte lokalni extrémy funkce
z= (1'2—1) (1—x4—y2), z,y € R.

Reseni. Opét spocitame parcialni derivace z, a 2y a polozime je rovny nule.
Takto obdrzime rovnice
—62° + 423 + 22 — 229% = 0, (:132 - 1) (—2y) =0
s feSenimi [z, y] = [0, 0], [z,y] = [1,0], [z, y] = [~1,0]. Doplime, Ze k nalezeni
feSeni stacilo urcit realné kofeny 1,—1 polynomu —62* + 422 + 2 pomoci
substituce u = 2. Nyni vypo¢itdme druhé parcialni derivace
Zpr = =302t + 1202 + 2 — 292, 24y = 2y = —day, 2y = —2 (:c2 — 1)

a ve stacionarnich bodech vy¢islime Hessovu matici se ziskem

Hz(O,O):<(2) g) Hz(1,0):<_016 8), Hz(—l,o):(_g6 8).

Vidime, Ze prvni z matic je pozitivné definitivni, a tudiz je v poc¢atku ostré
lokalni minimum.

Zbyvajici dvé matice jsou ale negativné semidefinitni. Nelze tedy na za-
kladé druhych parcidlnich derivaci s ur¢itosti ¥ici, zda je v bodech [1,0],
[—1,0] extrém. Zkoumejme proto funkéni hodnoty v okolich téchto bodi.
Plati

z(1,0) = 2(—1,0) =0, z(z,0) <0 proz e (—1,1).

Uvazujme déle y v zavislosti na z € (—1,1) dané pfedpisem y = /2 (1 — z:4)
spliiujicim, ze y — 0 pro x — +1. Pro tuto volbu je vsak

z(x, 2(1 —x4)> =(22-1) (z*=1) >0, ze(-1,1).

Ukazali jsme, ze v libovolné malych okolich bodu [1,0], [-1,0] nabyva z
hodnot vétsich i mensich, nez je funkéni hodnota v téchto bodech. Nejedna
se tak o extrémy. [



8.5. Rozhodnéte, zda mé polynom
pla,y) =2+ % +ytat — 2%y

ve staciondrnim bodé [0, 0] lokalni extrém.

ResSeni. Snadno lze ovéfit, ze parcialni derivace p, a Dy jsou v pocatku
skute¢né nulové. Také vSechny parcidlni derivace pyz, pry, Pyy jsou ale v bo-
dé [0,0] rovny nule. Hessova matice Hp (0,0) je tudiz soucasné pozitivné
i negativné semidefinitni. Jednoducha tivaha vSak ihned dava vysledek. V§im-
néme si napi., ze je p(0,0) = 0 a soucasné

p(z,y) =28 (1 - y5) + ¥+t >0

pro [z,y] € Rx(—1,1)~{[0,0]}. Zadany polynom m4 proto v poc¢atku lokalni
minimum. [J

8.6. Stanovte globalni extrémy funkce
f(z,y) =22 — 2y> 4+ 4oy — 62 — 1
na mnoziné bodu [z, y| vyhovujicich nerovnostem

(0.1) x>0, y>0, y<-—-x+3.

Reseni. Mame zadan polynom se spojitymi parcidlnimi derivacemi na kom-
paktni (tj. uzaviené a ohrani¢ené) mnoziné. Takova funkce nutné nabyva své
nejmensi a nejvétsi hodnoty na této mnoziné, a to ve stacionarnich bodech
nebo na hranici. Stac¢i tedy najit stacionarni body uvnitf mnoziny a sta-
cionarni body na koneéném poctu otevienych (pfip. jednobodovych) ¢asti
hranice, vy¢islit v téchto bodech f a vybrat nejvétsi a nejmensi hodnotu.
Dodejme, ze mnozina bodd urcend nerovnostmi je zirejmé trojuhelni-
kem s vrcholy [0, 0], [3,0], [0, 3].

Urceme staciondrni body uvniti tohoto trojihelniku jako feSeni rovnic
fz =0, f, = 0. Nebot

fo(z,y) =20 +4y —6, fy(z,y) =4z — 4y,
témto rovnicim vyhovuje pouze bod [1,1]. Hranici miZeme (nabizejicim se
zpusobem) vyjadfit jako sjednoceni tii tsecek vybérem dvojic vrcholt. Nej-
prve uvazujme x = 0, y € [0, 3], kdy je f(x,y) = —2y? — 1. Graf této funkce
(jedné proménné) na intervalu [0, 3] ovSem zname. Neni tudiz obtizné sta-
novit body, ve kterych nastévaji globalni extrémy. Jde o krajni body [0, 0],
[0, 3]. Podobné muzeme uvazovat y = 0, « € [0, 3], pficemz také obdrzime
jenom krajni body [0, 0], [3,0]. Zbyva tsecka y = —x + 3, x € [0, 3], pro niz
po upravé dostavame
flz,y) = f(z,—x+3) = —bz® + 182 — 19, = €[0,3].
Potfebuje tedy najit stacionarni body polynomu p(z) = —522 + 18z — 19
z intervalu [0, 3]. Rovnici p/(x) = 0, tj. =102+ 18 = 0, pak vyhovuje z = 9/5.
To znamend, ze v poslednim piipadé jsme (kromé jiz zahrnutych krajnich
bodt) ziskali jesté jeden bod [9/5,6/5], ve kterém miize byt globalni extrém.
Celkem mame tyto ,,podezielé“ body
[1,1], [0,0], [0,3], [3,0], [2,¢]



po fadé s funkénimi hodnotami

-4, -1, -19, -10, -
Vidime, ze nejvétsi hodnoty —1 nabyva funkce f v bodé [0,0] a nejmensi
hodnoty —19 pak v bodé [0,3]. O

8.7. Najdéte maximéalni a minimalni hodnotu polynomu
p(z,y) = 4a® — 3z — 49° + 9y
na mnoziné
M = {[z,y] € R% 2? +y* < 1}.
Reseni. Také v tomto piikladu mame zadan polynom na kompaktni mnozi-

né, a proto se omezime na hledani stacionarnich bodi uvnitf a stacionarnich
a ,ykrajnich“ bodt na hranici M. Jako fesSeni rovnic

pe(z,y) =122 =3 =0, py(z,y)=—-1242+9=0
vSak dostavame pouze body

3] [o-g]. [h]. [h-9)

2172 20772 2172 20772
které se nachazeji na hranici M. To znamena, ze p neméa uvnitt M zadny
extrém. Staci tak najit maximum a minimum p na jednotkové kruznici k :
22 +y? = 1. Kruznici k¥ umime vyjadfit parametricky jako
x =cost, y=sint, te—m, 7.
Od hledéni extrému p na M tak prechézime k hledani extrému funkce
f(t) := p(cost,sint) = 4cos®t — 3cost — 4sin®¢ + 9sint
na intervalu [—m, 7.
Plati
f'(t) = —12cos®tsint + 3sint — 12sin®tcost + 9cost, t & [~m, 7).
Abychom mohli uréit stacionarni body, musime funkci f’ vyjadiit ve tvaru,
ze kterého bude mozné vypocitat, kde jeji graf protind osu x. PouZijeme
k tomu identitu
- =1+tg?t,
ktera plati vsude, kde maji obé strany smysl. S jeji pomoci dostavame
f/(t) = cos®t [—12tgt + 3 (tgt + tg>t) — 12tg?t + 9 (1 + tg?t)]
pro t € [—m, 7| takova, Ze je cost # 0. Toto omezeni ovSem nevylouéi zZadné
stacionarni body, protozZe sint # 0, je-li cost = 0. Stacionarnimi body f jsou
tak ¢t € [—m, 7], pro ktera je
—4tgt +tgt +tgdt — 4tg?t + 3 + 3tg’t = 0.
Substituci s = tgt obdrzime
$$—s2=354+43=0, tj. (s—1)(s—V3)(s+V3)=0.
Hodnotam
s =1, s:\/g, s=—/3
odpovida postupné
te{-3r 17}, te{-3m in}, te{-inm 2n}.
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Nyni vycislime funkci f ve vSech téchto bodech a také v krajnich bodech
t = —m, t = w. P serazeni podle velikosti je

f(=in)=-1-3V3<f(-2m) =-3V2<f(-3m)=1-3V3<—1,
f=m) =f(m)=-1<0,
fGr)=143V3>f(in)=3v2> f(37m) =-1+3V/3>0.

Globalni minimum ma funkce f tedy v bodé t = —7/3 a maximum v bodé ¢t =
27/3.
Nyni se vratme k ptvodni funkei p. Protoze
cos (-4m) = b sin(~4m) =, cos(3r) =1, sn(3m) =,

nabyva polynom p minimélni hodnoty —1—3+/3 (pochopitelné stejné jako f)
v bodé [1/2,—+/3/2] a maximalni hodnoty 1+ 3v/3 v bodé [~1/2,/3/2].
O

8.8. 'V jakych bodech nabyva funkce
floy) = a® — o+
globélnich extrémi na mnoziné M : |z |+ |y | < 17
Reseni. Pokud vyjadiime f ve tvaru

flz,y) = (2 —2)* -4+,
je vidét, ze tato funkce ma globalni maximum a minimum ve stejnych bodech

jako funkce
g(z,y) =/ (x = 2)* +y?, [v,y] € M.

Posunuti funkce ani aplikace rostouci funkce v = y/u pro u > 0 totiz neméni
body, kde nastévaji extrémy (pouze zméni hodnotu extrémii). O funkci g
v8ak vime, ze udava vzdalenost bodu [z, y] od bodu [2,0]. Nebof mnozina M
je zfejmé Gtvercem s vrcholy [1,0], [0,1], [-1,0], [0,—1], nejblize z bodd M
k bodu [2, 0] je vrchol [1,0] a nejvzdalenéjsi je vrchol [—1,0]. Mame vysledek
— minimalni hodnotu ma f v bodé [1,0] a maximalni v bodé [—1,0]. O

8.9. Spocitejte lokalni extrémy funkce y = f(x) uréené implicitné rov-
nici
322 +2zy+x =y +3y+2, [z,y] eR*~{[z,2—3]; 2 €R}.
Reseni. V souladu s teoretickou ¢asti oznacéme
F(z,y) =32% + 2zxy + 2z —y? — 3y — %, [z,y] € R? {[:c,x—%] ; xeR}
a vypoctéme derivaci
y = f(z) = Fo(zy) _ _ 6z+2y+1

T Fy(z) 2x—2y—3"°
Vidime, Ze tato derivace existuje spojité na celé zadané mnoziné. Zvlasteé je
na této mnoziné implicitné urcéena funkce f (jmenovatel je nenulovy).
Lokalni extrém miZe nastat pouze pro x,y, pro kterd je v/ = 0, tj. 6z +
2y + 1 = 0. Dosadime-li y = —3z — 1/2 do rovnice F(z,y) = 0, obdrzime po
apravé —12z2 + 6z = 0 a nasledné

[z,9] = [0,—3], [z.9] =[5, —2].




Snadno také spocitame

n_ o (642y)(2e—2y—3)—(6a+2y+1)(2—2y')
y - (y) - (21‘—2y—3)2 .
Dosazenim x =0, y = —1/2, 4y =0axz =1/2, y = -2, ¢y = 0 dostaneme
y' =050 pro [a,y] = [0,~3]
a
y” = —76(—‘221)_0 <0 pro [x,y] = [%, —2] .

Dokazali jsme tak, ze v bodé x = 0 v okoli [0, —1/2] je ostré lokalni minimum
a v bodé z = 1/2 v okoli [1/2, —2] ostré lokalni maximum. [

8.10. Najdéte lokalni extrémy funkce z = f(x,y) zadané na maximalni

mnoziné implicitné rovnici
(0.2) PP+ sz —yz+20+2y+22—2=0.
Reseni. Derivovani podle x a y dava

204+ 222, — 2 — X2y — Y2z + 24 22, =0,

2y + 222y — T2y — 2 —Yyzy + 2+ 22, = 0.
Odtud vyplyva

z—2x—2 z—2y—2

(03) Zg = fx(i’y) — m; Zy = fy($7y) = m

Vsimnéme si, ze parcialni derivace jsou spojité vsSude, kde je definovana
funkce f. To implikuje, Ze lokalni extrémy mohou byt pouze ve stacionarnich
bodech. Ve stacionarnich bodech pak plati

2z, =0, tj. z—2x—2=0,
2y =0, tj. z2—-2y—2=0.
Maéme dveé rovnice, které umoznuji vyjadrit x a y v zavislosti na z. Dosazenim
do potom jiz ziskdme body
[x,y,z] = [—3—1-\/6,—34-\/6,—4—{—2\/6} ,
[z,y,2] = [—3— V6, -3 — 6, —4 — 2\/6} )

Nyni potfebujeme druhé derivace k tomu, abychom mohli fici, zda jde
v pislusnych bodech o lokalni extrémy. Derivovanim z, v (0.3)) dostavame
(22—2)(2z—z—y+2)—(2—22—2)(22,—1)

Rrx = f:px(xay) =

(2z—z—y+2)* ’
derivujeme-li podle z, a
v (22—z—y+2)—(2—22—2) (22 —1
ny = fﬂ?y(wvy) = Zy( - ?éQZ—)xEZy—&-;)Q X = )7

kdyz derivujeme podle y. Divodem, pro¢ jsme neurcili také z,,, je zdménné
postaveni x a y v (pokud zaménime x za y, rovnice se nezméni). Na-
vic také xz-ové a y-ové souradnice uvazovanych bodi jsou stejné, a proto je
v téchto bodech z;,; = z,,. Snadno jiz ve staciondrnich bodech vy¢islime

fow (=34 V6, =3+ V6) = fyy (-3 + V6, -3+ 6) = — 1,
foy (=3 +V6,-34+V6) = fya (-3 +v6,-3+V6) =0,



V6, -3 - V6) = %,

foo (=3 —=6,-3—=V6) = f,, (-3 —
_\/(3’_3_\/6):

Fr (=3 = VB.~3 = VB) = fyo (3

Pri zapisu do Hessovy matice je

L
Hf(—3+\/6,—3+\/5)=< 6 01>,

o
|
|

NG

Ocividné prvni Hessova matice je zaporné€ a druha kladné definitni, coz zna-
mena, ze v bodé [—3 +v6, -3+ \/6] je ostré lokalni maximum, zatimco
v bodé [—3 — \/6, -3 — \/6} je ostré lokalni minimum funkce f. [J

HF (=3 /6,3 — 6) = (Vlé ?).

8.11. Stanovte ostré lokalni extrémy funkce

flay) =3+, 2#0,y#0
na mnoziné bodt, které vyhovuji rovnici 3:—12 + y% =4.
Reseni. Nebot funkce f i funkce zadand implicitné rovnici 1%2 + y% —4=0
maji zfejmé spojité parcialni derivace viech fad na mnoziné R? \ {[0, 0]},
hledejme stacionérni body, tj. hledejme feSeni rovnic L, = 0, L, = 0 pro

L(:c,y,)\):%—i-%—/\(x%%-y%—él), x#0, y#0.
Takto dostavame rovnice

—L+8 =0, —L+ZH =0,
které vedou na x = 2\, y = 2A. Vzhledem k uvazované mnoziné bodt pod-
minka z = y dava stacionarni body

<

(0.4)

27 2

ﬁﬂ]

Zkoumejme déle druhy diferencidl funkce L. Snadno lze urcit
LxeQ_%v ny:O7 Lyy:2_27)1\7 x7é07y7é07

z3 y®
odkud plyne
PLix.y) = (& - R)de? + (& - ) dy”

Diferencovanim vazebné podminky x% + y—lz = 4 pak dostavame

—% dx — y—%dy =0, tj. dy?>= Y% da?.
Proto je

2B T A © Ty

Uvazujeme vlastné jednorozmérnou kvadratickou formu, jejiz pozitivni (ne-
gativni) definitnost ve stacionadrnim bodé znamend, ze v tomto bodé je mi-
nimum (maximum). Uvédomime-li si, Ze pro stacionarni body bylo x = 2,
y = 2\, pouhym dosazenim ziskavame

fite ~[3 5 (- ) £



PL(RR) = -4v2de?, PL(-%, %) = 4/2ds?,
coZ znamend, Ze v bodé [\/§ /2,3/2/ 2] mé funkce f ostré lokdlni maximum

a v bodé [—\/5/2, —ﬂ/2] potom ostré lokalni minimum. Jesté dopliime
hodnoty

(0.5) ({ f)_g\f f<_f _\Qf) 9V

Nyni si ukadZeme rychlejsi zptisob, jak jsme mohli dospét k vysledku.
Znéme (pfip. snadno uréime) druhé parcidlni derivace funkce L, tj. jeji Hes-
sovu matici

Vycislenim

w (88) = (37 ) (88) = (7 )

pak zjistime, Ze tato kvadraticka forma je pro prvni stacionarni bod negativné
definitni (jednd se o ostré lokdlni maximum) a pozitivné definitni pro druhy
stacionarni bod (ostré lokalni minimum).

Upozornéme na nebezpeci tohoto ,rychlejsiho“ ptristupu, kdybychom ob-
drzeli indefinitni formu (matici). V takovém piipadé bychom nemohli tvrdit,
ze v daném bodé extrém nenastéva. P¥i nezaclenéni vazebné podminky (coz
jsme béhem vypoctu d2L provedli) totiz uvazujeme obecnéjsi situaci. Grafem
funkce f na zadané mnoziné je kfivka, kterou lze zadat jako funkci jedné pro-
ménné. Tomu pravé musi odpovidat jednodimenzionalni kvadraticka forma.

O

8.12. Naleznéte globalni extrémy funkce
f($7y):%+%a m;éO,y;éO

na mnoziné€ bodt, které vyhovuji rovnici 1—12 + y% =4.

ResSeni. Na tomto pifkladu si ukdZeme, Ze hledani globalnich extrémt mtize
byt vyrazné snazsi nez hledani extrému lokéalnich (viz predesly piiklad) také
tehdy, kdyz jsou uvazovany hodnoty funkce na neohrani¢ené mnoziné. Stej-
nym zplsobem jako v minulém pfikladu bychom ovSem nejprve stanovili
stacionarni body a hodnoty . Radéji zdtraznéme, ze v tomto pii-
kladu hleddme extrémy funkce na nekompaktni mnoziné, a tak se nemtzeme
spokojit s pouhym vy¢éislenim funkénich hodnot ve stacionarnich bodech.
Dtvodem je, ze funkce f na uvazované mnoziné vibec nemusi maximalni
ani minimalni hodnoty nabyvat — jeji obor hodnot zde muZe byt otevienym
intervalem. Ukazme si, Ze tomu tak ale neni.

Uvazujme proto | x| > 10 a uvédomme si, Ze rovnici w—IQ + y% = 4 mohou
spliiovat pouze hodnoty y, pro které je |y| > 1/2. Mame tak odhady

22 < -k —2< fla,y) < S +2<2v2, jeli || > 10.
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Soucasné je (zaménou x za y dostaneme stejnou tlohu)
“2V2 < - —2< fz,y) < 5 4+2<2v2, jeli |y|>10.
Odtud vidime, Ze globalnich extrému na uvedené mnoziné musi funkce f
nabyvat, a to uvnitt ¢tverce ABC'D s vrcholy v bodech A = [—10, —10], B =

[10, —10], €' = [10,10], D = [-10,10]. Jako primik ,stokrét zmenseného*
¢tverce s vrcholy A = [-1/10,-1/10], B = [1/10,-1/10], C' = [1/10,1/10],
D = [-1/10,1/10] a zadané mnoziny potom ocividné dostaneme prazd-

nou mnozinu. Globélni extrémy jsou tedy v bodech ve vnitiku kompaktni
mnoziny ohrani¢ené témito dvéma ¢tverci. Nebot je na této mnoziné f spo-
jité diferencovatelna, globalni extrémy mohou byt jediné ve stacionarnich
bodech. Nutné je

wox =1 (B F) =2V2, fun=1 (- —F) = -2/

O

8.13. Urcete maximéalni a minimalni hodnotu, kterych nabyva funkce

f(z,y,z) = ryz na mnoziné M vymezené podminkami
2?2+ +22=1, z+y+2=0.
Reseni. Neni obtizné si uvédomit, e M je kruznice. V ramci FeSeni tilohy
v8ak postacuje védét, ze je M kompaktni, tj. ohrani¢end (prvni podminka
je rovnice jednotkové sféry — kulové plochy) a uzaviend (mnozina, kterd je
feSenim uvedenych rovnic, je uzaviend, nebot z platnosti téchto rovnic pro
vSechny cleny jisté konvergentni posloupnosti vyplyva jejich platnost pro
limitu této posloupnosti). Funkce f i vazebné funkce F(z,y, z) = 22 +y% +
22 —1, G(z,y,z) = v+ y+ 2 maji spojité parcialni derivace viech Fadu (jsou
to polynomy). Jacobiho matice vazeb pak je
<Fz(x7yvz) Fy(x’yvz) Fz(x7y,z)> _ <2x 2y 2Z>
Gu(z,y,2) Gy(z,y,2) G.(zr,y,2)) \1 1 1)°

Jeji hodnost je snizena (mensi nez 2), pravé kdyz je vektor (2z,2y,2z) na-
sobkem vektoru (1,1,1), coz davd = = y = z a podle druhé ze zadanych
podminek dale x = y = z = 0. OvSem mnozina M pocatek neobsahuje. Nic
nam tedy nebrani hledat stacionarni body pouzitim metody Lagrangeovych
multiplikatort.

Pro

L(z,y, 2, A, ) =ayz — M (22 + 92 + 22— 1) = X (z+y + 2)
rovnice L, =0, L, =0, L, = 0 po fadé davaji
yz — 202 — Ao =0,
xz —2M\1y — Ao =0,
xy — 2M12 — Ao = 0.
Odectenim prvni rovnice od druhé a od tieti dostaneme
rz —yz — 2y + 22 =0,
Ty —yz — 2M1z + 2 2 =0,
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tj. po apraveé
(x—y)(z+2\) =0,
(x—2z)(y+2X1) =0.
Posledni rovnice jsou splnény v téchto ¢tyfech pripadech
r=y,x=2 T=y,y=—2\;
2= =2),x=2; z==2),y=—2\,
tedy (zahrnutim podminky G = 0)
r=y=2=0; z=y=-2X\,z=4\;
r=z==2X,y=4\1; x=4M\,y=2=—2\.
S vyjimkou prvniho pfipadu (ktery zfejmé nemuze byt splnén) zac¢lenénim
podminky F' = 0 obdrzime
(AA1)2 + (=20)2 4+ (=2M)2 =1, tj. M\ =+

26"
Celkem tak ziskdvame body
ol [l gl

LLJ,_L] PL_A_L] [4,;,¢]

V6T V6 V6] V6 V6 V6 V62 V67 V6]

Nebudeme ovérovat, zda se jednd o stacionarni body. Dilezité je, ze v této
Sestici jsou Zahrnuty v8echny stacionarni body.

Hleddame globalni maximum a minimum spojité funkce f na kompaktni
mnoziné M. Globalni extrémy (o kterych vime, Ze existuji) v8ak mohou byt
pouze v bodech lokalnich extrému vzhledem k M. Tyto lokédlni extrémy pak
musi byt v nékterém z uvedenych bodid. Proto pouze vy¢islime funkci f
v téchto bodech. Tim zjistime, Ze hledané maximum je

f<_iﬂ_Lgl>:f<_i,£,AL>:f(£,_Lﬂ_L):AL

V6 V6 V6 V6 V6T V6 V6T V6 Ve 3v6

a minimum potom

(Jodor =) =1 (oo 6) = (o) = sl



