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Integraly zavislé na parametrech

Jestlize integrujeme podle jedné proménné x funkci n+ 1
proménnych f(x, y1,...,Yn), potom vysledek bude funkci
F(yi,...,yn) v zbyvajicich proménnych.

Theorem

Pro spojité diferencovatelnou funkci f(x, y1,...,yn) definovanou
pro x z konecného intervalu [a, b] a na néjakém okoli bodu
a=(a1,...,an) € R" uvazujme integral

b
F(yi,-..,¥n) :/ f(x,y1,-..,yn)dx.

Potom plati pro vsechny indexy j =1,...,n

OF b of
—(a) = —(x,a1,...,an)dx
9y ) i 8yj( 1 )
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Ovéreni plyne z pfimo z definice Riemannova integralu.

Ta vycisluje pro libovolnou spojitou funkci jeho hodnotu pomoci
aproximaci konecnymi soucty (ekvivalentné hornimi, dolnimi nebo
Riemannovymi soucty s libovolnymi reprezentanty).

Je ziejmé, ze pfi dikazu je treba brat v Gvahu pouze souradnici y;
parametrd (ostatni jsou prosté konstantni pro viechny nase tGvahy),
proto si technicky formulace zjednodusime, kdyz se rovnou
omezime na piipad n =1 a tedy y = (y1).

Vysledek pak vcelku snadno plyne pfimo z véty o stfedni hodnoté
pro funkce jedné proménné a z definice parcialni derivace.
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Predchozi vysledky o extrémech funkci vice proménnych nyni maji
pfimé pouziti napf. pro minimalizaci ploch nebo objemi objekt
zadanymi funkcemi v zavislosti na parametrech.

Vyuziti je $irsi. Jako dalsi priklad mizeme uvést moznost primého
derivovani vysledki integralnich transformaci, kterym jsme se
vénovali v druhé &asti predchozi kapitoly sedmeé.
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Integrace funkci vice proménnych

Tak jak jsme motivovali integrovani predstavou o vypoctu plochy
pod grafem funkce jedné proménné, mizeme prakticky stejné
postupovat u objemu ¢asti trojrozmérného prostoru pod grafem
funkce z = f(x, y) dvou proménnych. Misto vybéru malych
intervalli [x;, xj+1] délicich cely interval, pres ktery integrujeme, a
pfiblizenim pfislusné ¢asti objemu ploskou obdélniku s vyskou danou
hodnotou funkce f v reprezentantu tohoto intervalu &;, tj. vyrazem

F(&) (Xir1 — xi)

budeme pracovat s délenimi v obou proménnych a hodnotami
reprezentujicimi vysku grafu nad timto obdélnickem v roviné.
Co jsou obory integrace?

Nejjednodussim pfistupem je uvaZovat pouze obory integrace S,
které jsou dany jako souciny intervali, tj. jsou zadany rozsahem
x €la, bl ay € [c,d].

Hovofime v této souvislosti o vicerozmerném intervalu.
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Pokud je S jina ohrani¢ena mnozina v R?, pracujeme misto ni s
dostatecné velikou oblastni [a, b] X [c, d], ale upravime nasi funkci
tak, ze f(x,y) = 0 pro vsechny body mimo S.
Definice Riemannova integralu vérné sleduje nas postup pro jednu
proménnou.
Integral existuje, jestlize pro kazdou volbu posloupnosti déleni =
(nyni ve vech proménnych zaroven) a reprezentantd jednotlivych
krychlicek

& € [X,‘,X,'.H] X ... X [Zj,Zj.H] Cc R”,
s maximalni velikosti mezi véemi pouzitymi intervaly jdouci k nule,
budou integralni soucty

Sz¢ = Z F(&) (X1 — xi) - (Zi+1 — Z)).

[

konvergovat k jedné hodnoté, kterou zapisujeme

/f(x,...,z)dx...dz
)
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Pro viechny spojité funkce f opét lze dokazat existenci Riemannova
integralu a tento vysledek lIze snadno rozsifit pro ,dostate¢né
spojité” funkce na ,,dostatecné rozumnych® oborech integrace.

Definition

Omezenou mnozinu S C R"” oznaCujeme za Riemannovsky
meritelnou, jestlize je jeji charakteristicka funkce, definovana
&(x) =1 pro x € S a {(x) = 0 jinak, Riemannovsky integrovatelna.
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Definice Riemannova integralu sice nedava rozumny navod, jak
hodnoty integralt skutecné vypodist, okamzité ale vede k zakladnim
vlastnostem Riemannova integralu (srovnejte s vlastnostmi
integralu v jedné proménné):

Theorem

Mnozina Riemannovsky integrovatelnych funkci na vicerozmérném
intervalu S C R" je vektorovym prostorem a Riemanniiv integral je
na ném linearni formou.

Pokud je obor integrace S zadan jako disjunktni sjednoceni konecné
mnoha Riemannovsky méritelnych oborti S;, je integral funkce f
pres S dan souctem integrélii pres obory S;.
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Nasobné integraly

Riemannovsky integrovatelné mnoziny zejména zahrnuji pfipady,
kdy Ize S definovat pomoci spojité funkéni zavislosti souradnic
hraniénich bodi tak, Ze pro danou prvni soufadnici x umime zadat
dvémi funkcemi rozsah dalsi souradnice y € [p(x),¥(x)], poté
rozsah dalsi soufadnice z € [n(x, y), {(x, y)] atd.

Theorem

V pripadé mnoziny S zadané jako vySe a Riemannovsky
integrovatelné funkce f na S je Riemanniiv integral vycislen formuli

/ f(x,y,...,2)dx...dz
P(x) C(y,)
/ (/ (/ f(x,y,...,z)dz)...dy)dx
a #(x) n(x.y,..)

( |
N
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Vysledek vyplyva docela snadno pfimo z definice Riemannova
integralu pomoci kone¢nych souéti. Staci si peclivé hlidat vhodné
poskladani jednotlivych scitanct koneénych souctt tak, aby
vychazely postupné priblizeni integrali ve vnitfnich zavorkach. [

Primym disledkem je:

Theorem

Pro vicerozmérny interval S = [a1, b1] X [a2, b2] X ... X [an, bs] @
spojitou funkci f(x1,...,x,) na S je nasobny integral

b1 bo
/fxl,... )dx .. dxn—/ / / f(x1,...,xn)dxi...dx,

nezavisly na poradi ve kterém postupné integraci provadime.




Zména souradnic
®000

Zména souradnic pfi integraci

Pfi vypoctu integralt funkci jedné proménné jsme pouzivali
transformace soufadnic jako mimoradné silny nastroj.

Obdobné lze transformace vyuzivat pro integraly funkci vice
proménnych.

Pfipomenme nejdfive jak je to s transformacemi pro jednu
proménnou:

Integrovany vyraz f(x)dx vyjadfuje plochu obdélnicku urceného
(linearizovanym) prirtistkem proménné x a hodnotou f(x). Pokud
proménnou transformujeme vztahem x = u(t), vzjadfuje se i
linearizovany prirdistek jako

du
dx Edt

a proto i pfislusny pfispévek pro integral je vyjadren jako

f(u(t))%dt

pficemz bud predpokladame, ze znaménko derivace u/(t) je kladné,
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Intuitivné je postup v n proménnych docela podobny, pouze musime
pouzit znalosti z linearni algebry o objemu rovnobéznosténd.

Theorem

Necht G(t1,...,ty) : R" = R", (x1,...,%5) = G(t1,...,tn), j€
spojité diferencovatelné zobrazeni, S = G(T) a T jsou
Riemannovsky méritelné mnoziny a f © S — R spojita funkce.
Potom plati

/f(xl,...,xn)dxl...xn =
S

/f(G(tl,...,t,,))|det(DlG(t1,...,t,,))|dt1...dt,,.
.

Podrobny formalni diikaz nebudeme prezentovat, je viak
pfimocarou realizaci vyse uvedené avahy ve spojeni s definici
Riemannova integralu.



Abychom si priblizili obsah tvrzeni posledni véty, uvedeme jeho
specialni pripad pro integral funkce f(x, y) ve dvou proménnych a
transformaci

G(s,t) = (g(s. ), (s, ).

Dostavame

_ 05 0h _ 0g oh
oy, Feysy = [ s, b5, |25 - G250

Uplné konkrétné spocteme integral z charakteristické funkce
kruznice o poloméru R (tj. jeji plochu)
Nejprve spocitame Jacobiho matici transformace x = rcos¥,

y =rsinf
1~  [cost —rsinf
b6 = <sin9 rcosH)'

dsdt.

Proto je determinant z této matice roven

det D*G(r,0) = r(sin® 6 4 cos® ) = r.
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Muazeme tedy pfimo pocitat pro kruznici S o poloméru R, ktera je
obrazem obdélniku (r,8) € [0, R] x [0,27] = T:

o1 (R R
/ dxdy = / / rdr df = / 2rrdr = wR2.
s o Jo 0
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