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Definition

Zobrazeni f(xy,x2,...,%,) : R” — R nazyvdme funkce vice
proménnych. Pro n = 2 nebo n = 3 casto misto ¢islovanych
proménnych pouzivame pismena x, y, z. To znamena, ze funkce f
definované v ,roviné" E, = R? budou znadeny

f:R?> (x,y) — f(x,y) €R

a podobné v , prostoru” E3 = R3

f:R3> (x,y,2) — f(x,y,z) €R.

Defini¢ni obor A C R"” — mnoZina, kde je funkce definovana.
(HF¥i¢kou pro pisemky a Glohy byva dkol k dané formuli pro funkci
najit co nejvétsi defini¢ni obor, na kterém m3 tato formule smysl.)
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Definition

Graf funkce vice proménnych je podmnozina Gr C R” x R = R™t!
definova vztahem

Gr={(a,--  Xn F(x1,...,xn)); (X1,---,%n) € A},

kde A je defini¢ni obor f.

Grafem funkce definované v E;

Xty

f(X,Y) = m

je plocha na obrazku,
maximalnim defini¢nim
oborem je E> \ {(0,0)}.
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Euklidovsky prostor E,, je mnozina bodi (bez volby soufadnic)
spolu se zamérenim R", coz je vektorovy prostor moznych
priristkd, které umime k bodiim prostoru E, pricitat.

Navic je na R” standardni skalarni sou¢in u-v = > ; xjy;, kde
u=(x1,...,xn) av=_(y1,...,Yn) jsou libovolné vektory.

Proto je na E, ddna metrika, tj. funkce vzdalenosti ||P — Q|| dvojic
bodi P, Q predpisem

n
1P —QI*=llull>=)_x?,
i=1

kde u je vektor, jehoZ pfi¢tenim k P obdrzime Q. Napt. E> je
vzdélenost bodil Py = (x1,y1) a P> = (x2, y2) déna

[Py — P22 = (xa — x2)? + (y1 — y2)°.

Trojhelnikova nerovnost pro kazdé tfi body P, Q, R

1P =Rl =(P-Q)+ (@R < (P—-Q)+(Q—R)
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Rozsiteni pojmi topologie R pro body P; libovolného
Euklidovského E,:

o Cauchyovska posloupnost — ||P; — Pj|| < €, pro kazdé pevné
zvolené € > 0 az na kone¢né mnoho vyjimec¢nych hodnot i, j,

e konvergentni posloupnost — |P; — P|| < ¢, pro kazdé pevné
zvolené € > 0 az na kone¢né mnoho vyjimecnych hodnot i, j,
bod P pak nazyvame limitou posloupnosti P;,

@ hromadny bod P mnoZiny A C E, — existuje posloupnost
bodil v A konvergujici k P a vesmés riiznych od P,

@ uzavrend mnozina — obsahuje vSechny své hromadné body,
@ otevrend mnozina — jeji doplnék je uzavreny,

@ otevrené d—okoli bodu P — mnozZina

O05(P) ={Q € E,; [P - @l <4},
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@ hranic¢ni bod P mnoziny A — kazdé d—okoli bodu P ma
neprazdny prinik s A i s komplementem E, \ A,

@ vnitfni bod P mnoZiny A — existuje d—okoli bodu P, které celé
lezi uvnitf A,

@ ohranic¢end mnozina — lezi cela v néjakém d—okoli nékterého
svého bodu (pro dostatec¢né velké ¢),

@ kompaktni mnoZina — uzavrena a ohrani¢end mnozina.
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Pro podmnoziny A C E, v euklidovskych prostorech plati:

© A je otevrena, pravé kdyZ je sjednocenim nejvyse spocetného
systému é—okoli,

@ kazdy bod a € A je bud vnitini nebo hraniéni,

© kazdy hraniéni bod je bud izolovanym nebo hromadnym
bodem A,

Q A je kompaktni, prdvé kdyz kazda v ni obsaZzend nekonecnd
posloupnost ma podposloupnost konvergujici k bodu v A,

© A je kompaktni, pravé kdyZ kaZdé jeji oteviené pokryti
obsahuje konecné pokryti.
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Definition

Krivka je zobrazeni c : R — Ej,.

Analogicky k funkcim v jedné proménné:

Definition

o Limita: lim¢_y, c(t) € E,
@ Derivace: c'(tp) = lim;_,4, ﬁ (c(t) — c(tp)) e R”

o Integral: fab c(t)dt € R".

Vyrok o integrdlu ma smysl i pro krivku ve vektorovém prostoru R"!
Limity, derivace i integraly Ize spocist po jednotlivych n souradnych
slozkach v R"” a stejné se rozpoznad i jejich existence.
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Analogie souvislosti Riemannova integralu a antiderivace pro
krivky:

Theorem

Je-li ¢ : R — R" kfivka spojitd na intervalu [a, b], pak existuje jeji
Riemanndiv integral fab c(t)dt. Navic je krivka

C(t) = /tc(s)ds eR”

dobre definovand, diferencovatelnd a plati C'(t) = c(t) pro
vsechny hodnoty t € [a, b].

Véta o stfedni hodnoté dava existenci Cisel t; takovych, ze
ci(b) — ci(a) = (b—a) - ci(t).

Tato Cisla ale budou obecné r(izna, nemizeme proto vyjadrit
rozdilovy vektor koncovych bodi ¢(b) — c(a) jako ndsobek
derivace krivky v jediném bodé.
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Nap¥. v roviné E;, pro c(t) = (x(t), y(t)) takto dostavdme

c(b) = c(a) = (x'(§)(b—a),y'(n)(b — a)) = (b—a) - (x'(£), y'(m))

pro dvé (obecné rizné) hodnoty &, n € [a, b].
Pordd ndm ale Givaha staci na nasledujici odhad

Je-li ¢ krivka v E,, se spojitou derivaci na kompaktnim intervalu
[a, b], pak pro vsechny a < s < t < b plati

le(t) — c(s)l < Vnmax,epa p lI'(r)]] - [t — s].

Derivace zadava te€ny vektor ke kfivce ¢ : R — E, v bodé
c(to) € E, — vektor c’(tp) € R" v prostoru zaméfeni R” dany
derivaci.

P¥imka zadana parametricky T : c(tp) + 7 - ¢/(to) je te€na ke
kfivce ¢ v bodé ty, nezdvisi na parametrizaci kfivky c.
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KFivky a funkce jsou specidlni pfipady zobrazeni F : E,, — E,.
Stejné jako u vektorovych prostordl, volba soufadnic, tj. naseho
»pohledu na véc", mize zjednodusit nebo zhorsit nase vnimani.
Zména souradnic — invertibilni zobrazeni R" — R”.

1/2*Pi

Priklad: polohu P zaddvame
jako vzddlenost od pocatku
soufadnic r a Ghel ¢ mezi
spojnici s pocatkem a osou x.

3/2*Pi

Prechod z poléarnich souradnic do standardnich je
Poolarni = (r; @) = (reosep, rsine) = Pygrézské

Graf funkce mlizeme také vnimat jako obraz zobrazeni R” — R™1,
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Definition

Funkce f : R” — R ma derivaci ve sméru vektoru v € R"” v bodé
x € Ep, jestlize existuje derivace d, f(x) slozeného zobrazeni
t+— f(x+ tv) v bodé t =0, tj.

dyf(x) = lim %(f(x + tv) — f(x)).

t—0

Specidlni volbou pfimek ve sméru souradnych os dostdvame tzv.

parcialni derivace funkce f, které znacime af,, i=1,...,n, nebo

bez odkazu na samotnou fukci jako operace a(?«-

Pro funkce v E> dostdvame

0 1
af(x’y) - tl_m)?(f(X_F t7y)_ f(X’y))a

5 Fcey) = lim 2 (e + 1) = F(x,y)).
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Example

Se samotnymi parcidlnimi nebo smérovymi derivacemi nevystacime
pro dobrou aproximaci chovani funkce linearnimi vyrazy:

(x.y) 1 kdyzxy =0 hx.y) 1 kdyzy=x2>+#0
X, = 5 X, = . .
e 0 jinak Y 0 jinak

adna z nich neprodluzuje vSechny hladké krivky prochazejici bodem
(0,0) na hladké kfivky.

Pro g existuji obé parciélni derivace v (0,0) a jiné smérové
derivace neexistuji, zatimco pro h existuji vSechny smérové derivace
v bodé (0,0) a plati d,h(0) = 0 pro vSechny sméry v, takze jde o
linearni zavislost na v € R2,
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Nasledujici definice vérné sleduje chovani diferencidlu funkci jedné
proménné:

Definition

Funkce f : R” — R je diferencovatelna v bodé x, jestlize

© v bodé x existuji vSechny smérové derivace d, f(x), v € R",
@ d,f(x) je linedrni v zavislosti na pfirdstku v a
© 0=limy_o 72r (F(x + v) — f(x) — df(x)).

(vl
Linedrni vyraz d, f (zavisly na vektorové proménné v) nazyvdme
diferencial funkce f vycisleny na prirastku v.

V literature se dasto také rika totalni diferencial df funkce f.
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Uvazujme f : E; — R se spojitymi parcialnimi derivacemi.
Diferencial v pevném bodé& (xo, yo) je linedrni funkce df : R? — R

of of
df = G dx + 5,9

na prirGstcich se souradnicemi danymi pravé parcidlnimi derivacemi.
Obecnéji v pripadé funkci vice proménnych piseme obdobné
of of of

df:—dxl+—dxz+-'~+a

oxq O0xo Xn o (+)

a plati:

Nech  f : E, — R je funkce n proménnych, ktera ma v okoli bodu
x € E, spojité parcialni derivace. Pak existuje jeji diferencial df v
bodé x a jeho souradné vyjadreni je ddno rovnici ().
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Pro f : E; — R a pevny bod (x0, o) € E» uvazme rovinu v Ej:

z = f(xo,¥0) + g)i(XOaYO)(X — o) + g(meo)(y — ¥0)-
Je to jedind rovina prochazejici (xo, yo), ve které lezi derivace a
tedy i tedny viech kiivek c(t) = (x(t),y(t), f(x(t),y(t))). Rikime
ji te€na rovina ke grafu funkce f.
Na obrazku jsou zobrazeny dvé te¢né roviny ke grafu funkce
f(x,y) = sin(x) cos(y). Cervena &ra je obrazem kfivky
c(t) = (t. t,f(t, ).
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Obecné pro f : E;, — R je te¢nou rovinou afinni nadrovina v E, 1.
Tato nadrovina

@ prochazi bodem (x, f(x))
@ jeji zaméreni je grafem linedrniho zobrazeni df (x) : R” — R,
tj. diferencidlu v bodé x € E,.

Analogie s funkcemi jedné proménné:
Diferencovatelna funkce f na E, ma v bodé x € E, nulovy
diferencidl tehdy a jen tehdy, kdyzZ jeji sloZeni s libovolnou kfivkou
prochazejici timto bodem zde ma stacionarni bod.
To ov8em neznamend, ze v takovém bodé musi mit f aspon
lokalné bud maximum nebo minimum. Stejné jako u funkci jedné
proménné muzeme rozhodovat teprve podle derivaci vyssich.
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